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A  propos  de  ce  livre 

Ccci  est  unc  copic  num^rique  d'un  ouvrage  conserve  depuis  des  generations  dans  les  rayonnages  d'unc  bibliothi^uc  avant  d'fitrc  numdrisd  avoc 

pr&aution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  ii  permettre  aux  intemautes  de  d&ouvrir  I'ensemble  du  patrimoine  littdraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  etant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protege  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  ii  present  au  domaine  public.  L' expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifle  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  ^t^  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  l^gaux  sont  arrivds  & 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombc  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  ii  I'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  pass^.  lis  sont  les  t^moins  de  la  richcssc  dc  notrc  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  ct  sont 

trop  souvent  difRcilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  pr^sentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  flchier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  I'ouvrage  depuis  la  maison  d'Mition  en  passant  par  la  bibliothi^ue  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d 'utilisation 

Google  est  fler  de  travailler  en  parienariat  avec  des  biblioth&jues  a  la  num^risaiion  des  ouvragcs  apparienani  au  domaine  public  ci  de  les  rendrc 
ainsi  accessibles  h  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriety  de  tons  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
D  s'agit  toutefois  d'un  projet  coflteux.  Par  cons6juent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  in^puisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  n&essaires  afin  de  pr^venir  les  ^ventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrcr  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requfites  automatisdes. 
Nous  vous  demandons  ^galement  de: 

+  Ne  pas  utiliser  lesfichiers  &  des  fins  commerciales  Nous  avons  congu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  ^  I'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  done  d'utiliser  uniquement  ces  flchiers  ^  des  fins  personnelles.  lis  ne  sauraient  en  effet  Stre  employes  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  proc^der  &  des  requites  automatisees  N'envoyez  aucune  requite  automatisfe  quelle  qu'elle  soit  au  syst^me  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concemant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractferes  ou  tout  autre  domaine  n&essitant  de  disposer 
d'importantes  quantit^s  de  texte,  n'h^sitez  pas  ^  nous  contacter.  Nous  encourageons  pour  la  realisation  de  ce  type  de  travaux  I'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serious  heureux  de  vous  etre  utile. 

+  Ne  pas  supprimerV attribution  Le  flligrane  Google  contenu  dans  chaque  flchier  est  indispensable  pour  informer  les  intemautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accMer  h  davantage  de  documents  par  I'intermediaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  Ugaliti  Quelle  que  soit  I'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  flchiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilitd  de 
veiller  h  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  americain,  n'en  d^duisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  m£me  dans 
les  autres  pays.  La  dur^e  legale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  ^  I'autre.  Nous  ne  sommes  done  pas  en  mesure  de  rdpertorier 
les  ouvrages  dont  I'utilisation  est  autorisee  et  ceux  dont  elle  ne  Test  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afflcher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifle  que  celui-ci  pent  etre  utilise  de  quelque  fa§on  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  h  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  pcut  £tre  s6vtre. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  Facets  ^  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  frangais,  Google  souhaite 
contribuer  h  promouvoir  la  diversite  culturelle  gr§ce  ^  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  intemautes  de  decouvrir  le  patrimoine  litteraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  editeurs  ^  eiargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  integral  de  cet  ouvrage  h  I'adressefhttp:  //books  .google .  coinl 
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AVERTISSEMENT 


Le  TraiU  cTAlgbbre  (premiere  partie)  dont  nous  publions  au- 
{ourd'hui  la  septiime  Edition,  n'a  subi  aucune  modification* 
Le  lexte  en  a  ^t^  reyu  avec  soin  :  quclques  ameliorations  de 
detail  y  ont  6\&  idtroduites. 

Nous  avions  cru  devoir,  dans  les  Editions  pr^cidentes,  faire 

Jroit  aux  observations  de  quelques  personnes,  qui  trouvaient  trop 

»nsid£rables  les  dimensions  du  premier  volume.  Nous  avions 

'^^done  supprim£  les  rteurnds  qui  terminaient  cbaque  cbapilre. 

^Nous  avions  diminuS  le  nombre  des  exercices,  en  mettant  de 

cv^6t£  ceux  qui  6taient  les  plus  difficiles,  et  qui  paraissaient  au- 

"^essus  de  la  port^e  des  commenQants.  Enfin  le  chapitre  sur  les 

'^  expressions  qui  se  prisefOent  sous  une  forme  inditerrhinet  avait  H6 

raj6  :  nous  avions  pensi  qu*il  valait  mieux  ne  s*occuper  de  ces 

sortes  de  questions  qu'apr&s  avoir  etudi£  les  propri£l6s  des  di- 

riv^.  Nous  avions  pu,  de  cette  maniire,  sans  sacrifier  rien 

d'essentiel^  ramener  notre  premier  volume  dans  les  limites  or- 

dinaires.  Nous  avons  maintenu,  pour  la  pr6sente  Edition,  toutes 

ces  modifications. 

R.  Garcbt. 

Septembre   1870 
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AVERTISSEMENT 


PLAG£  en  T£tE  DE  la  TROlSlflME  EDITION. 


M.  J.  Bertr^nd  nous  a  conM  le  soin  de  r^imprimer  son  Al^ 
g^bre.  En  acceptant  cette  mission,  nous  lui  avons  soumis  le  plan 
de  quelques  modifications  qu*il  a  admises,  et  dont  nous  allons 
rendre  compte. 

L'ouvragese  compose  de  deux  volumes.  Le  premier  comprend 
les  il^ments  proprement  dits,  c'est-ii-dire,  le  calcul  alg^brique, 
la  resolution  des  Equations  du  premier  et  du  second  degr^y  les 
progressions,  les  logarithmes  et  leurs  applications  les  plus  sim- 
ples. Le  second  comprend  les  series,  la  formule  du  binftmc,  les 
complements  de  la  th6orie  des  logarithmes,  les  fonctions  d6ri- 
vtes  et  la  th6orie  g^n^rale  des  Equations. 

Les  elements  d'AIgebre  doivent  etre,  k  notre  avis,  enseignes 
avecles  plus  grands  details.  La  matiere  est  si  abstraite  en  elle- 
meme;  les  generalisations,  que  Ton  rencontre  tout  d'abord,  sont 
8i  importantes  pour  le  succfes  des  etudes  ulterieures;  les  discus- 
sions, k  Taide  desquelles  on  envisage  une  question  sous  toutes 
8es  faces,  sont  si  deiicates,  qu'on  ne  doit  negliger  aucun  deve- 
loppement,  pour  initier  les  eieves  aux  methodes  et  aux  precedes 
de  VArithnUtique  universelle.  Or,  lorsqu'on  ne  consacre  qu*UQ 
volume  k  Texpose  de  toutes  les  theories  de  I'Algebre,  il  est  bien 
difficile  de  ne  pas  sacrifier  la  premiere  partie  k  la  seconde,  si 
Ton  ne  veut  pas  donner  au  volume  des  dimensions  trop  consi- 
derables. II  nous  a  done  paru  convenable  et  utile  de  partager 
Touvrage  en  deux  volumes. 

D'un  autre  c6te,  la  division  que  nous  avons  adoptee  cor- 
respond exactement  aux  divisions  memesde  Tenseignementdans 


AYERTISSSMKNTS.  UI 

les  lyctes.  Le  prernier  volume  renferme  le  d^veloppement  da 
progFamme  de  math£matiques  pares  et  appUqutes,  ircomprend 
toutes  les  connaissances  ezig^es  pour  Texamen  du  baccalaur6at 
£s  sciences,  et  pour  les  ^preuves  d'adoiission  k  I'ficole  Hilitaire, 
k  r^cole  Navale,  k  I'ticole  Forestifere  et  k  r£coIe  Gentrale  des 
Arts  et  Manufactures.  11  s'adresse,  par  consequent,  k  la  grande 
majority  des  ilkves  qui  suivent  les  cours  de  sciences,  dans  les 
itablissements  d'instruction  secondaire.  Le  second  volume  con- 
tient  les  matiires  dont  la  connaissance  n'est  exig^e  que  des 
candidats  k  TEcole  Polytechnique,  k  Yicole  Normale  sup^rieare 
et  k  la  licence  ts  sciences  math^matiques.  II  est  destin6  aox 
^l&ves  de  math^matiques  sp6ciales.  A  cet  autre  point  de  vue,  la 
division  en  deux  volumes  nous  a  paru  indispensable. 

Nous  n*avons  pas  besoin  de  dire  qu*en  nous  chargeant  de 
cette  troi&iime  Edition,  nous  avons  scrupnleusement  respects 
les  doctrines  qui  dislinguent  ce  livre  des  autres  ouvrages  Merits 
sor  le  mfime  sujet.  Depuis  longtemps  dbjk,  nous  aimons  et  nou£ 
€herchons  k  propager  les  id^es  de  Tauteur.  Nous  n'avons  done 
rien  cbang6  k  I'esprit  du  livre ;  et  notre  rdle  s*est  born6  k  d6ve- 
lopper  quelques  theories  qui  s'y  trouvaieut,  peut-6tre,  trop  sue- 
^inclement  expos^es,  et  que  nous  avons  pr6sent£es  avec  plus  de 
details.  Lorsqu'on  hisite  entre  deux  formes,  Texp^rience  de 
renseignement  conduit  presque  toujours,  en  effet,  k  pr^fdrer 
celle  qui  presume  le  moins  de  la  penetration  des  auditeurs. 
Kous  avons,  sous  ce  rapport,  traite  nos  lecteurs  comme  nos 
jeunes  ei&ves.  lis  nous  le  pardonneront,  si,  comme  eux,  ils  ar- 
rivent  par  1&,  avec  moins  d'efforts,  k  comprendre  et  k  savoir 
aussi  bien. 

Les  nombreux  exeroiceSy  proposes  k  la  fin  de  chaque  chapitre, 
ont  ete  augmentes,  et  classes  de  maniire  k  graduer,  autant  que 
possible,  les  difficultes.  Nous  avons  cru  devoir  indiquer,  par 
un  mot,  la  solution  de  chacun  d'eux ;  nous  avons  m6me  donnti 
trte-briftvement  la  marcbe  k  suivre,  loirsque  cette  solution  nous 
a  para  trop  difficile  k  dteouvrir.  Nous  avons  voulu,  par  Ik, 
aider  relive  dans  ses  recherches,  tout  en  laissant  un  aliment 
sufSsanili son  travail.  i./^^'' 


IV  AVERT1SSEI1ENT8. 

Ges  exercices  multiplite  et  leors  solutions  nous  on!  torcA  de 
donner  an  premier  Tolumey  qui  paraft  aujourdliuii  des  dimen-^ 
sions  assez  considerables ;  mais  nous  esp^rons  que  le  lectear 
n'aura  pas  k  se  plaindre  d'une  extension  qui  tourne  an  profit  de 
ses  6tudes. 

H.  Garcr. 

Movembre  18S2. 


TRAITE 


D'ALGEBRE 


PHEMlfeRE    PARTIE. 


NOTIONS  PBEUMINAIIiES. 

t .  D^Ninoif  DE  L^ALGiBRE.  —  Valghhrt  a  pour  objet  d^abriger^ 
dc  simplifier  et  surtout  de  gMraliser  la  resolution  des  questions 
que  Ton  peut  se  proposer  sur  les  nombres. 

Pour  atteindre  ce  but,  Falgftbre  emploie  les  kUru  et  les 
$ignes. 

fi.  SuPLOi  DES  LETTRBs.  -—  L'es  lettres  repr^sentent  les  nombres. 
Au  lieu  de  raisonner  et  d'op^rer,  connme  en  arithm^tique,  sur 
des  nombres  particuliers  d6sigu6s  d'ayance,  on  raisonnc  et  on 
op6re,  en  algebra,  sur  des  lettres  a,  5,  o,...  x,  y...«  Par  suite,  les 
demonstrations  que  Ton  donne  et  les  regies  auzquelles  on 
arrive,  s'appliquant  h  tons  les  nombres  indistinctement,  sont 
g^n^rales. 

S.  SiGNEs  ALGibRiQUEs.  —  Les  nombres  devant  rester  ind^ter- 
fnin^s,  on  ne  peut  pas  elTcctuer  les  operations,  et  il  faut  sc  bor- 
ner  k  les  indiquer  k  Taide  de  certains  signes  abreviatifs. 

Les  signes  usit^s  en  alg^bre  sont  les  suivants  : 

-|-  est  le  signe  de  Taddition ;  il  se  prononce  plus:  1  +  h  indique 
la  somme  des  deux  nombres  7  et  5. 

—  est  le  signe  de  la  soustraction ;  ilse  prononce  wurfrw;  7—5 
indique  la  difference  entre  les  deux  nombres  7  et  5. 

Alo.  B.  I^Partie.  1 


2  NOTIONS  PRfiLIMINAIRES. 

X  est  le  signe  de  la  multiplication;  il  se  prononce  muUiplU 
par;  4X5  indique  le  produit  des  deux  nombres  4  et  5.  On  itir 
dique  aussi  la  multiplication  par  un  point;  ainsi  Ton  6crit  4.5. 
On  supprime  souvent  ces  signes,  lorsque  les  nombres  sont  repr^- 
sent^s  par  des  leltres;  et  Ton  se  borne  k  indiquer  la  multipli- 
cation,  en  6crivant  les  facteurs  Tun  apr&s  Tautre,  ah  au  lieu 
deaxfr,  on  de  a,b.  Gette  simplification  ne  peut  ^tre  adoptee 
pour  les  facteurs  num^riques;  car  elle  conduirait,  par  exemple, 
k  representor  de  la  m^me  manidre  le  nombre  54  et  le  produit 
5X4.  j 

:  signifie  divise  par;  5:7  indique  le  quotient  de  la  division 
du  nombre  5  par  le  nombre  7.  On  indique  aussi  les  divisions  en 
^crivant  le  diviseur  au-dessous  du  dividende,  et  en  s^parant  les 

5 

deux  termes  par  une  barre  horizontale ;  -  indique   le  quotient       | 

de  la  division  de  5  par  7. 

Lorsque  les  divers  facteurs  d*un  produit  sont  ^gaux  entre  em, 
on  se  borne  k  6crire  Tun  deux,  en  plagant  k  droite  et  au-dessus 
de  lui  rindication  du  nombre  des  facteurs  ^gaux  que  Ton  doit 
multiplier ;  ainsi  a* reprfesenle  a  X  a,  ou  le  carr6  de  a;  o^  repr6- 
sente  aXoXo,  ou  le  cube  de  a;  oT  repr6sente  le  produit  de  m 
facteurs  ^gaux  ^  a^on  la  puissance  m**  de  a.  Le  nombre  des 
facteurs  ^gaux  regoit  le  nom  d^exposaru. 

v/"  indique  la  racine  carr6e ;  ^  indique  la  racine  carr6e  du 
nombre  7.^0n  indique  les  racines  cubique,  quatri^me....  de  a, 
par  ^a,  v^a. ..  En  d^signant  par  m  un  nombre  entier  quelconque, 
yK  indique  la  racine  m"  de  a,  c*est-Ji-dire  le  nombre  qui  mul- 
tipli6  (m  —  I)  fols  par  lui-m6me,  reproduit  a. 

■j=:  exprlme  r6galit6  des  expressions  plac6es  k  droite  et  k 
gauche  de  ce  signe;  a  =  b  exprime  r6galit6  des  deux  nombres 
repr^sent^s  par  a  et  6. 

>  s*&nonce  plus  grand  que;  a>&  exprime  que  le  nombre  d6- 
^igne  par  a  est  plus  grand  que  le  nombre  dteigni  par  b. 

<  s'6nonce  plus  petit  que;  a<6  exprime  que  le  nombre  d6- 
6ign6  par  a  est  plus  petit  que  le  nombre  design^  par  b. 

liOrsqu'on  place  une  expression  entre  deux  parentheses,  il 
faut  regarder  conime  effectu^es  les  operations  qui  y  sont  indi- 
qu6es,  et  la  parenthfese  comme  exprimant  le  nombre  qui  en  r6- 
sulte.  Ainsi  I'expression  19 — (4 -t-i—1)  indique  Texcfts  de  19sur 
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le  nombre  (4+2 — 1),  c'esW-dire  sur  5.  Demftme  I'expression 
(a+b)  (c — d)indique  le  produit  de  la  somme  des  nombres  re- 
pr^sent^s  par  a  et  b  et  de  la  difference  des  nombres  repr^sent^s 
par  cet  d. 

Lorsque,  dans  une  question,  certaines  quantit^s  ont  £t6  re- 
presentees par  des  lettres,  on  repr^sente  souvent  des  quantit^s 
analogues  par  les  mfimes  lettres,  en  leur  donnant  uu  ou  plu- 
sieuTs accents^  ouen  lesaffcctant  de  certains  indicts  num^riques. 

Ainsi  on  *crit  a,  a\  a*,  a*, . . . 

et  Ton  6nonce  c^  a  primes  a  seconde,  a  tierce..*,; 

ou  bien Ton  icrit  a,  a^,  a,,  a,,. ... 

et  Ton  ^nonce,  a,  a  indice  1,  a  indice2y  aindice  3.... 

Montrons maintenanty  par  quelques  exemples^commetitrem- 
ploi  des  lettres  et  des  slgnes  abr^ge  ct  generalise,  les  solu- 
tions. 

4.    EmPLOI   des  SI6NES    COMME    MOYEN    D'aBRISviATION.    —    On 

propose  de  partager  540'  entre  trois  personnes^  de  teUe  sorte  que 
la  part  de  la  premitre  surpasse  la  part  de  la  seoonde  de  48^, 
et  que  la  part  de  la  seconde  surpasse  la  part  de  la  troisi^me 

de  Iff. 

Le  problfeme  serait  r^soluy  si  Ton  connaissait  la  troisifeme 
part.  Or  la  seconde  vautlatroisieme  augmentte  de  75'. 

La  premiere,  valant  la  seconde  augment^e  de  48',  yaut, 
par  suite,  la  troisifeme  augment^e  de  75'  et  de  48',  c'est-ji-dire 

de  isa*. 

Les  trois  parts  yalent  done,  en  somme,  trois  fois  la  troisi^me, 
plus  75'  el  123',  c'est-Ji-dire  plus  198'. 

Comme  la  somme. Ji  partager  est  540*,  en  relranchant  198'  de 
540',  ce  qui  donne  342',  on  obtient  trois  fois  la  troisi^me  part. 

La  troisifeme  part  est  done  le  tiers  de  342',  ou  114'. 

Par  suite,  la  seconde,  qui  vaut  75'  de  plus,  est  ^galc 
k  189*. 

Et  la  premiere,  qui  vaut  48'  de  plus  que  la  seconde,  est  egale 

k  237'. 

Gomtne  verification,  on  remarque  que  la  somme  des  trois 
nombres  237, 189  et  1 14  est  bien  egale  k  540. 

Einployons  maintenant  les  signcs,  et  representons  par  une 
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lottre  X  la  part  de  la  troisi&me  personne  :  nous  formerons  le  ta- 
bleau suivant : 

Part  de  la  troisi^me  personne x 

Part  de  la  seconde x  +  lb 

Part  de  la  premiere a?+75+48,  ou    a?+l23 

Somnie  des  trois  parts..  x-\-x+7b-\-x+l23y  ou  3a?-f  198 

On  a  done 3a? -[-198  =  540. 

Si  de  ces  deux  quantit6s  6gales  on  retranche  198,  les  restes 
sont  6gauz,  et  Ton  a 

3a?=540--l98,     ou3a?=:342. 

Par  suite  a?=— ,    ou    a?=ll4. 

Onvoit  ais^ment  comment  I'emploi  dessignesetde  la  lettre;^, 
pour  repr^senter  Tinconnue,  abr^ge  et  facilite  la  solution  du 
probl^me. 

tt.  EmPLOI  des  LETTRES  COMME  MOYEN  de  Gl^N^RAUSATION. — La 

m^thode  que  nous  venons  de  donner  ne  nous  fournit  qu*un  r6- 
suitat  15016.  Rien,  dans  ce  r^sultat,  ne  nous  indique  les  opera- 
tions k  faire  pour  d^duire  desdonnees  la  solution  demandte  :  et 
si  nous  voulions  r^soudre  le  mSme  probl^me,  en  changeant  ces 
donn^es,  il  nous  faudrait  recommencer  le  raisonnement  et  le 
calcul  pour  obtenir  la  solution  nouvelle.  Mais  si  Ton  repr6sente 
les  donn^es  par  des  letlres,  lescalculsne  peuvent  plus  s'effecluer; 
et  le  r^sultat  obtenu  fournit  la  marche  h  suivre  pour  risoudre 
numdriquement  tons  les  probl^mes  de  m6me  espfece. 

Reprenons,enelTet,le  probleme  pr6c6dont;  etd^signons  parn 
le  nombre  k  partager,  par  di  Texc^s  de  la  premiere  partie  sur  la 
seconde,  et  par  d^  Texc^s  de  la  seconde  sur  la  troisi6me.  En  r£- 
pctant  sur  ces  leltres  les  raisonnements  du  n**  4^  nous  formerons 
le  tableau  suivant : 


• 


Troisi^me  partie x 

Seconde  partie x+d^ 

Premiftre  partie x+dt  +d| 

Somme  des  trois  parties 3a?-{-2d|-|>ifi. 
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Puisque,  d'apr^s  T^nonc^,  n  est  le  nombre  k  partager^ 

3a?+2d,  +  dt  =  n. 

Soustrayant  dt  et  2^^  des  deux  membres,  • 

3a?=n— dt— 2(i,, 
dt  diyisant  par  3, 

^^n-d^^  [1] 

Ge  r£sul(at  nous  apprend  que,  pour  trouver  latroisUmepartjil 
fatU,  du  nombre  a  partager,  soustraire  sitccessivement  la  premi^ 
difference  et  deux  fois  la  secondey  puis  diviser  le  reste  par  3. 

On  a  ainsi  une  r^gle  ginerale  pour  r^soudre  lous  ies  problfemes 
de  celle  espfece,  c'est-Ji-dire  tous  ceux  doiit  l*6nonc6  ne  yariera 
que  par  la  valeur  num^rique  du  nombre  k  partager  et  par  Ies 
difTdreuces  successives  de  ses  parties. 

6.  FoRMULES  ALG^BRiQUES.  —  Les  expressioDS  telles  que  [1] 
qui  indiquent  la  s^rie  des  operations  k  efTectuer  pour  r^soudre 
une  question,^  lorsque  Ies  nombres  donnas  sont  repr6sent6s  par 
deslettres,  se  nomment  des  formuUs. 

On  dit  quelquefois  que  Talg^bre  est  la  science  des  formules. 

7.  UxiLirf  DES  FORMiJLES.  —  L'avantage  qu'il  y  a  ^  renfermer 
ainsi,  dans  une  formule  g^n^rale,  un  nombre  infini  de  cas  par- 
ticulierSy  est  une  chose  ^vidente  en  elle-m6me.  II  n'est  pas  inu- 
tile cependant  de  le  faire  ressortir,  d^s  k  prfeent,  par  quelques 
exemples. 

En  premier  lieu^  r^nonc^  des  thtor^mes  g^n^raux  se  trouve 
consid^rablement  abr6g6,  et,  par  I^,  plus  facile  k  retenir.  Ainsi, 
au  lieu  de  dire :  La  somme  de  deux  nombres  est  la  mime  dans  queU 
que  ordre  qu'on  les  ajoute;  le  produU  de  deux  facteurs  ne  change 
pas  quandon  les  intervertit ;  pour  multiplier  deux  puissances  d'un 
mime  nombre,  U  suf/it  d'aj outer  les  exposants;  on  6crira : 

a+2>=6+a,      ab  =  ba,      o*"Xo"=a****; 

et  pour  quiconque  connait  la  langue  alg^brique,  les  th6or6mea 
sont  tout  aussi  bien  ^nonc^s  par  ces  formules  que  par  Ies  trois 
phrases  ^crites  plus  haut. 

En  second  lieu,  Temploi  des  formules  simplific  la  d^monstra* 
tion  des  th^or&mes.  En  voici  un  exemple  : 

Vn  mobile  se  meut  d'un  mx>uvement  uniforme;  sa  Vitesse^  c'est-a^ 
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dire  Fespace  qu'U  pareourt  dans  VunUi  da  trnnps,  est  v :  quel  tera 
fespace  x  parcouru  dans  un  temps  t  ? 

D'aprds  la  d^flnition  du  mouvement  uniforme,  les  espaces  par- 
courus  sent  proportionnels  aox  temps ;  on  a  done  : 

x_t 

D'oti  Ton  eoneluty  en  r£duisant  au  mfime  d^nominateur, 

x=vt;  [1] 

c^est  \h  la  formule  demand^e. 
On  en  dMuit  imm^diatement  les  deux  nouyelles  formules ; 

[3]  v=^  1  =  5.  [4] 

La  formule  [2]  rend  ^vidents  les  th^or&mes  suivants : 

Dans  un  mouvement  uniforme,  Tespace  parcouru  pendant  un 
temps  donn6  est  proportionnel  h  la  vitesse;  pour  une  vitesse 
donn^e,  il  est  proportionnel  an  temps ;  et,  en  g6n£ral,  il  est 
£ga!  au  produit  du  temps  par  la  Vitesse. 

De  la  formule  [3]  on  dMuit  les  tb^or^mes  suivants : 

Dans  un  mouvement  uniforme,  la  vitesse  est  proportionnelle 
4  Tespace  parcouru  pendant  un  temps  donn6;  elle  est  en  raison 
inverse  du  temps  employ^  k  parcourir  un  espace  donn^ ;  et,  en 
g£niraly  elle  est  ^ale  au  rapport  de  Tespace  parcouru  au  temps 
employ^  k  le  parcourir. 

Enfin  on  conclut  de  la  formule  [4] : 

Le  temps  em  ploy 6  k  parcourir  un  espace  donn6  est  inverse- 
ment  proportionnel  i  la  vitesse ;  lorsque  la  vitesse  est  donn^ 
la  temps  est  proportionnel  k  I'espace  k  parcourir;  et,  en  gin^ 
raly  le  temps  est  6gal  au  rapport  de  I'espace  parcouru  k  la  vi* 
tOBse  du  mobile. 

Ghacun  de  ces  th^orteoes  exigerait  une  d6monslration  spteiale 
plus  ou  moins  divelopp^e,  si  on  les  abordait  directement  * ;  les 
formules  [2],  [3],  [4],  les  rendent  ^vidents  pour  tons  ceux  qui 
eonnaissent  la  valeur  des  locutions,  grandeurs  proportionnelies 
at  inversement  proportionnelies.  (Voir  VArithnUtique.) 


*  Galilto,  qui  ne  faisait  pas  usage  de  formules,  j  a  canmeti  quatre 
(GiofwUa  Ur%a^  de  Molu  iequdbiU.) 
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Qtons  an  autre  exemple.  On  d^montre  en  gfom^trie  lea 
thterimes  suivants : 

1*  Deux  circonf6rences  sent  entre  elles  comme  leurs  rayons  : 

en  d*autres  termes,  il  existe,  entre  nne  circonf^rence  G  et 

son  rayon  R,  un  rapport  constant  2ic ;  on  a,  par  consequent,  la 

formule 

C=8itR.  [5] 

S*  Deux  cercles  sent  entre  eux  comme  les  carr^s  de  leurs 
rayons. 

21^  Dn  cercle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  circonfdrence  par 
la  moiti6  de  son  rayon ;  en  d^autres  termes,  sa  surface  S  est 

mesurte  par  le  produit  C  x  ^  >  ^t  Ton  a 

S  =  CX?  =  2wRX?=irR«.  [6] 

Or  cette  demi&re  formule  rend  Evident  le  second  des  th^or^mes 
teonc^Sy  c  la  surface  d*un  cercle  est  proporlionnelle  au  carr6 
de  son  rayon.  >  On  pourrait  done  se  dispenser  d'en  faire  un 
thtor^me  distinct  des  deux  autres ;  et,  surtout,  on  ne  doit  pas 
en  donner  une  demonstration  directe. 

Si  Ton  se  bornait  h  ^noncer  les  theor^mes,  sans  en  r^duire  les 
consequences  en  formules,  cette  dependance  des  propositions 
pourrait  rester  inaper^ue. 

8.  Classification  des  formules.  —  On  nomme  expression  ou 
quomtiU  algibrique,  un  ensemble  de  lettres  et  de  nombres  reunis 
par  quelques-uns  des  signes  des  operations.  Les  expressions  al* 
gebriques  peuvent  comprendre  Tindication  des  six.  operations : 
addition,  soustraction,  multiplication,  division,  elevation  aux 
puissances,  extraction  des  racines.  Ainsi 

a— v^ 

est  une  expression  algebrique. 

Une  expression  est  rationnelUf  quand  aucune  extraction  de 
lacine  n'y  est  indiquee.  Des  deux  expressions 

7(a;+3)(2a+6)      i.  ,  ,  . ,       /■  .  u  ■  ;_n. 
la  premifere  est  rationnelle,  et  la  seconde  irrationnelle. 
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Une  expression  ralionnelle,  qui  ne  contient  Tindication  d'au- 
cune  division  est  dite  eruUre.  Des  deux  expressions 

la  premiere  est  enti^re  et  la  seconde  est  fractionnaire. 

Une  expression,  qui  ne  contient  aucune  indication  d'addition 
ou  de  soustractiouy  se  uomme  monome.  Par  exemple,  les  expres- 

3 

sions  IZa^b^Cy  -  x^,  sont  des  monomcs. 

On  distingue  dans  un  monome  le  coefficierU,  les  lettres  et  leurs 

exposants.  Le  coefficient  est  le  facteur  num^rique  qui  pr^c^de 

Texpression  :   il  porte  sur  la  quantity  tout  enti^re.  Dans  les 

3 
exemples cit^Sy  13 et  -soot des  coefficients  :  ils  indiquent  que 

les  quantitis  a*^*c,  el  a;*;/  (loivent  6lre  respectivement  mullipliies 

3 
par  13  et  par  -.  L*exposant  n^afifecte  que  la  lettre  au-dessus  de 

laquelle  il  se  trouve.  Ainsi  Texpression  13a'6*c  est  TindicatioD 
abr^g^e  du  produit 

aXaXaX6x6x6X&XcXl3. 

Quand  un  monome  n'a  pas  de  coefficient,  quand  une  lettre  n'a 
pas  d'exposant,  on  doit  les  consid^rer  comme  ayant  le  coeffi- 
cient 1  ou  Texposant  1. 

Lorsque  plusieurs  monomes  sont  r6unis  par  les  signes  -^ ou— , 
Texpression  est  un  polynomBf  dont  ils  sont  les  termes.  On  consi- 
d&re  ordinairement,  comme  faisant  partie  d'un  terme»  le  signe 
qui  le  pr^cMe.  Ainsi,  dans  le  polynome 

to* — 5ax' +  6a*a?  —  4a», 

les  termes  sont      Sa?*,  — 5oa?*,  +6a*a?,  —4a'. 

Un  terme  qui  n  a  pas  de  signe  est  consid^r^  comme  ayant  le 
signe  -|—  Les  termes  affect^s  du  signe  +  sont  dits  positifs;  les 
termes  pr6c4d6s  du  signe  —  sont  dits  rUgatifs, 

Un  polynome  se  nomme  Mnome,  quand  il  a  deux  termes ;  in- 
nome,  quand  il  en  a  trois,  et  alnsi  dc  suite. 

On  nomme  degri  d*un  monome  entier,  la  somme  des  expo- 
sants des  lettres  qui  y  enlrent.  Ainsi  Texpression  la^b^c  est  un 
monome  du  6*  degr6. 
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On  dit  qu*un  polynome  entier  est  homoghne^  lorsque  tous  ses 
teimes  sont  da  m6me  degr^  :  ce  dcgr^  est  le  degr4  (ThomogSnHti 
(Ju  polynome.  Ainsi  Texpression  5a?* — 3a6a?*+4ac*ap  — 2a'6c  est 
an  polynonie  homog&ne  du  4*  degr6. 

9.  La  valeur  nunUrique  d*une  expression  alg^brique  est 
!e  nombre  que  Ton  obtient,  quand  on  remplace  les  lettres 
<]ui  y  entrent  par  les  valeors  qui  leur  sont  allribu6es,  et  qu'on 
cfTectue  les  operations  indiqu^es  par  les  signes.  Riduire  une 
expression  alg6brique  en  nombre,  c'esl  trouver  sa  valeur  num^- 
rlque. 

II  suit  de  la  diflnilion  pr6c6dente,  que  Ton  pent  regarder  la 
valeur  num^rique  d'un  polynome  comme  6lanl  la  difKrence 
enlre  la  somme  des  valeurs  num^riques  des  termes  qui  sont 
pr6c6d6s  du  signe  + »  et  la  somme  des  valeurs  num6riques  des 
terraes  qui  sonl  pr6c6d6s  du  signe — . 

S'il  arrivait  que  la  seconde  somme  I'emporl&t  surla  premifere, 
le  polynome  n'aurail  pas  de  signification.  On  verra  bientOt  com- 
ment on  doit  considerer  de  pareils  r6sul!ats. 

to.  Tkrmes  semblables  :  leur  riSduction.  —  On  dit  que  des 
termes  sonl  semblables  dans  un  polynome,  lorgquMls  sonl  com- 
poses des  mfimes  lettres,  et  que  ces  lettres  sont  aflectees  des 
mfiuies  exposants.  Par  exeraple,  +  15a'6*c, — 7aWc.  Deux  termes 
semblables  ne  peuvenl  diff6rer  que  par  le  coefficient  et  par  le 
signe. 

On  peut  toujours  Hduire  des  termes  semblables  en  un  seul. 
En  effet,  si  Ton  rencontre  dans  un  polynome  deux  termes  sem- 
blables positifs,  par  exemple, +7a*6  +  9a*6,  on  peut  les  rem- 
placer  par  le  terme  unique  -|-  I6a^&.  Si  les  deux  termes  sont 
nfegatifs,  comme  —  7a*6 — 9a*6,  on  peut  leur  substituer  le  terme 
—  16a*6.  S'lls  sont  de  signes  conlraires,  comme +  9a*^  —  7a*6, 
cette  diflf6rence  dquivaut  k  +  2a*6.  S'il  s'agit  de  Texpression 
+  7a*6— 9a*6,  il  est  fividenl  qu'on  peut  la  remplacer  par  le 
terme —  2o'6. 

Ainsi,  pour  riduire  plusieurs  termes  semblables  en  un  seul, 
on  fait  la  somme  des  coefficients  des  termes  pricedis  du  signe  +, 
puis  la  somme  des  coefficients  des  termes  pricedis  du  signe  — ; 
on  retranche  ensuile  la  plus  petite  somme  de  la  plus  grands  y  et 
Von  met  devant  le  reste  le  signe  de  cette  demi^re  somme*  Enfin  on 
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fait  mivre  ee  coefficient  de  la  partie  litUrale  commune  H  tous  la 
termes. 
Par  exemple  le  poly  nome 

5a»t*  +  12aV  —  6aW— aW— 4a6»— 7fl6«+2a6* 

aeriduiiji  10a^6'— 9ai*. 


LITRE  I. 

DU  GALCCJL  ALGEBRIQUE. 


it.  BxFHissicms  iSquivaleivtes.  On  dit  que  deux  expres- 
RODS  algibriques  sont  6quivalenteSy  lorsqu'en  y  rempla^ant  cha- 
conedes  lettres  qu'elles  renferment  par  une  valeur  parliculi^rei 
choisie  arbitrairementy  elles  prennent  des  valeurs  num^riques 
toujonrs  ^ales  entre  elles.  Ainsi  les  deux  expressions  (a-j-b)* 
et  a* + 2a6 + ^*  sonl  6qui valentes. 

19.  QpiRATiONS  ALG^BRiQUES.  Puisque  toute  quantity  alg^- 
brique  doit  ^tre  consid6r6e  comme  un  nombre,  on  d^finit  les 
opirations  algdbriques  de  la  m6me  mani^re  que  celles  qui  portent 
le  m£me  nom  en  arithm£tique.  Mais  les  operations  alg^briques 
se  laisant  sar  des  lettres,  il  est  impossible  de  les  cx^cuter  jus- 
qu'au  bout,  et  Ton  doit  se  borner  h  les  indiquer. 

Aussi  le  calcul  cUgibrique  cansiste-t-il  sealement  &  transformer 
tme  formule  en  une  autre  plus  simplej  mais  iquivalente, 

Parexemple,  qaand  on  substitae  o^aaprodait  a^x,a^j  ou 

a-f  6  i  Texpression  /a*+2a6+6*,  on  fait  une  operation  algS- 
brique :  et  Ton  dit  quelquefois  que  Ton  effbctue  le  produit  de 
a^  par  a\  ou  rexlraction  de  la  raciue  carr^e  de  Texpression 
0*+ 206+ ft* 
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ADDITION  ET  80USTRAGT10N  ALG£DRI<yC]ES. 

$  I.  Addition  et  sonstneCioii  des  monomes. 

18.  RiGLB  D'ADDinoif  KS  MOiioiiES.  PouT  oddiHomwr  d$s  m^ 
fiomo,  m  k$  icrit  ksunsila  stidte  des  oulref,  en  le$  siparant  par 
h  tigne-\'.  On  forme  ainsi  ud  polyniHxie  qui  est  la  motmm  eher- 
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ch^e  :  s'il  renferme  des  lermcs  semblables,  on  a  soin  de  les  r^- 
duire  en  un  seul  (10). 

KxBMPLB.  La  sommedes  moaomes  4a,  35,  be,  3a,  65,  8Cy  est 

4a  +  3&  +  5e  +  2a+6&  +  8e, 
etierMaitli  6a+9b  +  130 

14.    RiEGLE    DE    SOUSTRACTION  DES    MONOMES.    Pour  SOUStVairt 

Sun  monome  un  autre  monomc,  on  icrit  le  second  a  la  suite  du 
premier^  en  les  siparant  par  le  signe  — .  On  forme  ainsi  un  bi- 
nome,  qui  est  la  difference  demand^e.  Si  les  deux  termes  sont 
semblableSy  on  les  r^duit  en  un  seul. 

ExBM?LE.  La  difference  des  monomes  ^7 a  et  yZb  eat 

^Ta  —  ^36. 
Cello  des  monomes  %a*h*e  et  ba*b*c  est 

8a«6«c-5aVc 
et  ee  rMuit  k  3a«b'c. 

Ges  deux  operations  algibriques  etant  les  plus  simples  de 
toutes,  on  con^oit  qu*il  n'y  a  pas  lieu  de  les  simplifier. 

$  II.  Addition  et  soustraction  des  polynomes. 

IIS.  Principes  pour  l'addition  et  la  soustraction  des  po- 
ltnomes.  L'addition  et  la  soustraction  des  polynomes  reposent 
sur  quelques  principes  que  nous  allons  ^noncer,  et  qui  sont 
evidents  pour  la  plupart. 

1*  line  somme  reste  la  mtm$j  dans  quelque  ordre  que  Fon-ajoute 
ses  diverses  parties. 

2*  Un  polynome  ne  change  pas  de  valeur  numiriquCj  quel  que 
soil  V ordre  dans  lequel  on  derive  ses  termes.  II  est  ^gal,  en  effet, 
dans  tons  les  cas,  k  Texc&s  de  la  somme  de  ceux  qui  sont  pr6- 
c6d6s  du  signe  -j-  sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  pr6c6d6s  du 
signe  —  (9). 

3*  Pour  ajouter  a  un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  il 
suffit  de  lui  ajouter  successivemenl  chacun  d'eux, 

4®  Pour  ajouter  a  un  nombre  la  difference  de  deux  autres^il  suffit 
de  lui  ajouter  le  premievy  et  de  retrancher  le  second  du  risiUtat. 

5®  Pour  retrancher  d*un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres,  U 
suffit  dCen  retrancher  successivemenl  chacun  d'eux. 
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e*  Pour  retrancher  (Tunnombre  a  !a  diffirence  (b— c)  de  deux 
mres,  U  faut  lui  ajauter  k  second  c,  tt  retrancher  le  premier  b  du 
risuUaX.  Ea  effet,  la  diff6rence  entre  deux  nombres  aet  (6— c) 
ne  change  pas,  lorsqu'on  ajoule  un  m6me  nombre  c  k  ses  deux 
lermes.  L'excfes  de  a  sur  (b—c)  est  done  le  mfime  que  celui  de 
fa-f-c)  sur  h;  il  esl  done  ((»+<?  — 6). 
Ces  principes  s'expriment  par  les  formules  suivantes : 

a+b+c  4-d  ^d+c+b+a;  [I] 

a—  &+(?— d  =c+a— ft— d;  [2] 

a+{b+c  +d)=a+b+c+d;  [3] 

a+(6— c)=a  -{-b—c;  [4] 

a — (6+c)=a  — 6— c;  [5] 

a— (6— c)=a  +c— 6.  [6]. 
Bt  ils  conduisent  aux  regies  suivantes  : 

16.  RfeGLE  d'addition  des  polynomes.  Pour  ajouter  vn  poly* 
nome  a  un  nombre^  U  faut  lui  ajouter  les  termespricidis  du  signe  -f- 
et  rOrancher  du  risultat  les  termes  precidis  du  signe  — • 

Soil,  en  effet,  k  ajouter  au  nombre  P  le  poiynome 

a— 6-f-c — d— a+A 
c'est-irdire,  k  effectuer  reparation 

P+(a— 6+<?— d— c+/). 
Le  poiynome,  en  vertu  du  second  principe  (15),  peut  s'6crire  : 

a+c+Z* — b — d— e, 
et,  en  vertu  du  cinqui&me  principe,  il  est  Equivalent  k 

{<^+c+n-{b+d+e). 
La  somme  demand^e  est  done : 

f+\{a+c-^f)-{b+d+e)l. 
Or,  d'aprte  le  quatri^me  principe,  cette  somme  Equivaut  t 

P+(a+c+/)-(6+d+e), 
00,  d'apr^s  le  troisiftme  et  le  cinqui^me,  k 

p-fa+c+/— 6— d— e. 
G*cst  prgcisdmenl  ce  qu'il  fallait  d^montrer. 
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17.  R^GLE  DE  sousTRACnON  DEs  POLYNOMES.  PouT  retroncher 
(Tun  nombre  un  polynome,  il  faut  ajouter  a  ce  nombre  Us  team 
quif  dans  le  polynomey  sont  pricM^s  du  signe — ,  et  retroncher  let 
autres  du  risultat. 

Soit,  en  effet,  k  retrancher  de  P  le  polynome 

a — b-\-€'^d — e+fy 

c'esl-A-dire,  h  efifectuer  I'op^ration 

9^{a—b+c—d—6+f). 

Le  polynome,  en  vertu  des  principes  deuxi6me  et  cinqui^ine) 
est  6gal  k 

la  difference  demandte  est  done  : 

p_j(a+c+r)-(6+d+0|. 
Or,  d'apr^s  les  principes  sixl^me,  troisi6ine  et  cinqui^me, 

^-{{a+c+f)-{b+d+e)\==f+(b+d+e)-{a+e+n 

=  P+  b+d+e  —  a  ^c-f: 

c'est  prteisiment  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

18.  Remarque.  Uordre,  dans  lequcl  on  6crit  les  termes  d*aD 
polynome,  6tant  indifferent  (princ  a*),  on  pent  fenoncer  les 
rfegles  pr6c6dentes  en  disant : 

Pour  ajouter  a  un  nombre  P  un  polynomey  il  faut  icrire  ses  diffe- 
rents  termes  a  la  suite  de  P,  en  leur  conservant  leurs  signes. 

Pour  retrancher  dun  nombre  P  un  polynome^  il  faut  icrire  ses 
di/ferents  termes  a  la  suite  de  P,  en  changeant  le  signe  de  chacun 
d'eux. 

On  devra  d'ailleurs,  s'il  y  a  lieu,  r6duire  les  termes  semblables 
dans  le  r^sultat. 

lO.  ExBMPLBS  DE  CES  DKux  OPERATIONS.  Dans  la  pratique,  lorsque  les  poly- 
Domes,  suf  lesquels  on  op&re,  renferment  des  termes  semblables,  on  les  dispone 
les  uns  au-dcssous  des  autres,  demani&re  que  les  termes  semblables soieDt dans 
une  m6me  colonne  yerticale ;  et  Ton  fait  alors  iilafois  Topdrationet  la  redact io  a. 

ExEHPLES.  1*  Effectuer  Taddition  : 

(4x» — ha'x  —  8a»  —  kax^)  +  (la^x  —  3x«  +  7o»)  +  (9a^—  tax^  +  5«*) 
On  6crit,  en  interyertissant  conyenablement  les  termes  : 

4»* — 4a«*— 5a*« — 8a* 

5g^  —  hax^ +9a* 

et  Ton  a  :  6ap» — 9ax'  --  3a*s  4-  8a\ 
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3*  EfllMStnar  la  aoostraction  : 

On  teril,  en  ehangeant  lea  signes  des  termes  da  second  polyiiome  : 

— 2a<  -  4a?&  +  4ab*  4-2M 


el  I'on  a  :  3a«  +  3a»& — 8a»6*  +  4a&". 

S  III.  finonci  plus  simple  des  rdsultats  pricMents. 

20.  Gonyenhons  qui  introduisent  les  nombrss  n^gatifs 
POUR  siMPUFiER  LES  ^NONC^s.  La  forme  des  r^sultats  pr6c6dents 

peat  se  simplifierii  raided*une  conyention  trfes-utile  enalgibre. 

Gette  contention  consiste  h  regarder  tous  les  termes  tant  posiUfs 

que  nigaJtifs  (8)  (fun  polynanie  eomme  Ajourfe  les  uns  aux  auires, 

Ainsiy  Yon  eonvient  de  regarder  la  diffhtnee  a  —  b  eomme  ristd^ 

tani  de  Paddition  de  a  avec( — b), 

a— 6=a+(— 6).  [1] 

L'expression  isol^e  (—6),  que  Ton  nomine  un nombre n^ari/; 
n'acquiert  pour  cela  aucune  signification;  seulement  on  dit : 
ajouter  (—-b),  au  lieu  de  dire  :  retrancher  b. 

On  convieni  de  m6me  que  retrancher  (—  b),  signifle  ajouter  h, 

a— (—6)=a+6.  [2] 

11  serait  absurde  de  chercher  k  d6montrer  les  formules  [I]  et 
[S] :  les  definitions  ne  se  d^montrent  pas.  On  doit  remarquer 
cependant,  que  la  convention  exprim£e  par  la  formule  [2]  est 
ane  cons^uence  toute  naturelle  de  la  premiere!  En  efiet,  si 
Ton  ajoute  (—6)  h  a,  on  dbtient,  d'aprte  la  premi&re  conven- 
tion, Texpression  a — b  :  si  maintenant  on  retranche  ( — b)  du 
rftsidtat,  on  a,  d'aprte  la  seconde  convention,  a — b-^-b,  ou  sim- 
plement  a :  les  deux  operations  se  detruisent,  ce  qui  doit  fitre. 
Mais  si  Ton  ne  foisait  pas  la  seconde  convention,  il  arriverait, 
qu'en  ajoutant  d'abord  k  un  nombre  a,  puis  en  retranchant  du 
rdsnltat  une  mfime  quantity  (—6)9  on  ne  retrouverait  pas  le 
nombre  a.  Gette  nouvelle  convention  est  done  n^cessaire,  d^s 
que  Ton  a  adopts  la  premiere. 

« 

fil.RtoLE  GiiNi^RALE  D*ADDiTioii.  C'es  dcux  conveutious  per- 
mettent  de  r6duire  la  rftgle  d'addition  k  renoncfi  suivant : 
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Pour  ajoutcr  deux  polynomes,  U  faut  aiouter  au  premier  (ou> 
les  termes  du  second,  quels  que  soierU  leurs  signes, 
Soicnt,  en  cffet,  les  deux  polynomes  : 

leur  somme  est  (18)  : 

ce  qui  ^quivaut,  d*apr6s  nos  conventions,  ii 

a—b+Q-\-m+{—n)+p+(—q); 

rdsultat  conforme  k  I'inonc^. 

82.  RftGLE  oiiN^RALE  DB  socJSTRAGTiON.  Los  m6mes  conyen- 
tions  permettent  de  r6duire  la  r^gle  de  soustraclion  k  Vimnd 

suivant : 

Pour  relrancher  un  polynome  d^une  quantUi  quekonque  A,  U 
faui  en  retramcher  successivememt  ses  diffirents  termes^  quels  que 
soient  leurs  signes. 

Soil,  en  effet,  k  retrancher  de  Ale  polynome m — n—p+q; 
on  a  vu  (18)  que  la  diCKrence  est : 

A— m+n+p  — g; 

et  ce  r^sultat,  d*apr&s  nos  conventions,  ^quivaut  k 

A— m— (-n)— (— p)— g; 

ce  qui  est  conforme  k  T^nonc^. 

S3.  Re&(arque.  L'introduction  des  nombres  n^gatils  pcrmet 
d'^noncer,  avec  plus  de  concision,  des  r^sultats  auxquels  cette 
forme  nouvelle  n*ajoute  absolument  rien.  Nous  verrons  que  (el 
est  toujours,en  alg^brc,  ie  butde  leur  introduction"^. 

94.  Autre  convention.  Si  Ton  consid&re  une  difference  (a— 6}, 
et  que  Ton  suppose  b  plus  grand  que  a,  i*op6ration  est  impos- 
sible ;  on  convient  ahrs  de  regarder  V expression  (a— bj  comme  re- 
presentant  un  nombre  nigatifegal  a  Vexcbs  de  h  sur  a. 

a-ft=— (6— a);  [31 


*  Les  explications  qui  prdcMent  sont  absolument  indispensables;  elles  n*ont 
rien  de  commun  avec  Pemploi  des  nombres  n6gatifs  pour  reprdsenter  les  gran- 
deurs; nous  ne  parlerons  de  cette  autre  thiSorie  qvi'k  Toccasion  des  probl&mes 
du  premier  degr6. 
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Gette  convention  est  toute  nalurelle;  et,  en  ne  la  faisam  pas,  on 
daruirait  Fanalogie  complete  qui  existe  entre  les  operations 
relatives  aux  nombres  n6gatifs  et  positifs.  D&ignons,  en  effet, 
par  d  Feiccte  de  6  sur  a : 

a— 6=a — (a  +  d); 

si  done  on  applique  la  rfegle  de  soustraction  (22),  on  aura : 

a— 6=a— (a+d)=a— a— d=  — d=:— (6— a). 

Nous  prouYons  ainsi,  qu'il  est  naturel  de  faire  la  convention 
en  question;  mais  nous  ne  dimorUrons  pas  la  formule  [3].  Notre 
raisonnement,  en  effet,  est  fond6  sur  rapplication  d'une  rftgle 
de  soustraction  (22),  qui,  jusqa'ici,  n'a  de  sens  que  pour  des 
soustractlons  possibles.  II  est  naturel  et  commode  de  T^tendre 
k  tons  les  cas ;  mais  cela  n*en  est  pas  moins  arbitraire. 

2tf.  GfiNfeAUSATioN  DE  QUELQUEs  RiSsuLTATS.  La  couvention 
que  nous  venons  de  faire  permet  de  g6n6raliser  des  r6sultats 
que  Ton  devrait,  sans  cela,  6noncer  avec  restriction ;  on  a,  par 
eiemple  (iS,  4«) : 

Gette  formule  est  ^vidente,  lorsque  a  est  plus  grand  que  b. 
Notre  convention  la  rend  vraie  dans  tons  les  cas ;  car  si  a  est 
moindre  que  6,  on  a  [24] : 

{a-b)=-{b^a); 

et  par  suite,  en  appliquant  successivement  la  premiere  conven- 
tion du  n*  20,  et  le  sixi^me  principe  du  n<*  IB, 

c+(a— 6)=c— (6— a)=c+«— * 
De  m6me  la  formule, 

c— (a— 6)=6+(c— a), 

devient  vraie,  par  suite  de  nos  conventions,  lors  mftme  que  e  est 
moindre  que  a.  Ciar,  en  vertu  de  la  convention  (24), 

a— 6=— (6— a). 

Done,  en  appliquant  la  2*  convention  du  n"*  20,  puis  les  prin 
cipes  (I»,  40  et  2»), 

c — (a— 6)=c+(6 — o)=c4-ft— a=6+c— a. 
Alo.  B.  Ir«  Parto.  a 
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D'un  autre  cdt6,  d'apr^s  les  mfimes  conventions,  c  6tant  plu^ 

petit  que  a, 

fc+(c— a)=6 — {a—c)=^b+c — a; 

done  c — (a — b)=b+{c — a). 

Si  Ton  repr6senle  une  quantil6  n6gative  isoUe  par  une  lettre  w, 
les  formules  d'addilion  et  de  soustraclion  subsistent: 

A4-( — m)=A— m,  A — (— m)=A+m. 

Car  si  Ton  pose  m= — n,  n  6lanl  positif,  on  a  : 

A— m=A  — (— n)  =  A  +  n— A+(— m), 

et  A  +  m=A+( — n)=A— n=A— (— m); 

ee  qui  d^montre  les  deux  formules. 

20.  Remarque.  Dans  les  questions  d*alg^bre,  les  yalears  nu^ 
m6riques  des  lellres  ne  sont  jamais  fix^es  d'avance ;  et  lors- 
qu'on  a  k  faire  une  operation  alg^brique,  on  ne  sait  pas  si  la 
mise  en  nombres  ul(6rieure  n*am^nera  pas  des  risuUats  aux- 
quels  ne  sauraient  s'appliquer  les  formules  d6montr6es  pour 
certains  cas.  II  est  done  fort  important  que  les  formules  s'ap- 
pliquent  a  tous  les  cas  possibles;  et  Ton  comprend,  d'aprfes  cela, 
quelle  est  la  grande  utility  des  conyentions  relatives  aux  nom- 
bres nigatifs. 

EXERCIGGS. 

I 1 1 

I.  O  A  B 

Deux  courriers  M  et  N  parcourent  la  ligne  OB.  Au  depart,  ils  sont  situ^s,  Pan 
en  A  et  Tautre  en  B ,  &  des  distances  a  et  &  du  point  0 ;  ils  s'61oignent  avec  des 
vitessos  V  eiUy  dans  le  sens  OB.  Trouver  des  formules  pour  exprimer,  apr^s 
le  temps  t,  la  distance  x  des  deux  courriers ,  et  la  distance  y  du  point  0  au 
milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

On  trouve  :    »=&  — a  +  (M  — «)r,    ou    «=o— ft  +  («—«)!, 

selon  que  N  est  en  avant  ou  en  arri^re  de  M; 

a^b      v  +  tt 

puis  y=__4.__^ 

II.  Trois  vases  contienncnt  des  melanges  d'eau  et  de  Yin  :  le  premier,  a  litres 
d*eau,  b  litres  de  vin;  le  deuxlfeme,  o'  litres  d*eau,  ft'  litres  de  vin;  le  troisi^me, 
a"  litres  d'eau,  h"  litres  de  vin.  On  prcnd  la  moiti6  du  liquide  contenu  dansle 
premier  \ase.  cl  on  le  verse  dans  le  deuxicme;  puis  le  tiers  du  liquide  qui  se 
trouve  alors  contenu  dans  celui-ci,  et  on  le  verse  dans  le  troisi^me.  Trouver  V:^ 
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^  |l     formolea  qui  indiqaent  la  quantity  d'eau  et  oelle  de  yin  contenues  dani  chaqoe 
vase  apr^s  ces  operations. 
On  trouve :  Eau.  Yin. 

a  h 


BO- 

irs- 


1    yas9« •••••••• • 


2a' +  o  W-\-h 

eltr?       2*  WS8 •••..         — 2 — ,  — J — 


3'  vase. 


6a'  +  2a'4-a  6&'+2^+l> 


III.  Deux  vases  A  et  A',  dont  les  capacit^s  sont  v  et  t/,  sont  plains,  Tun  d*eaa, 
I'autre  de  Tin.  A  I'aide  de  deux  mesures  de  zn6me  capacity,  on  ex  trait  de  chacuD 
d'cux  un  m§me  yolume  u  de  liquide;  et  Ton  verse  dans  A  ce  qui  a  M  pris 
dans  A',  et  r^ciproquement.  On  recommence  trois  fois  cette  operation.  Trouver 
les  formules  qui  expriment  les  quantitcs  de  yin  et  d'eau  contenues  dans  chacur 
des  vases. 

On  trouve :  pour  le  vase  A, 

quantity  d'eau  =  {^—^  +  ^j  -[T  +  (-y  +  ^TR^ 


quantity  de  vin  =  ^.^j- +  -^j—^'  +  (^i— _  +  -j.)^; 
l^'      etpour  le  vase  A', 
:,:  I"*"*"*  d'eau  =(-jr-  +-5-J  -V-^+  (^^r-+-?) r' 

quanQtA  do  ym  =  (^^-jr^  +  -J  -57-  +  (-;-  +  -^)^' 


CHAPITRE  11. 

HULTIPLIGATIOIV  ALGEBRIQUE. 

27.  La  multiplication  alg^brique  comprend  trois  cas:  !•  mul- 
tiplication d'un  raonome  par  un  monome ;  £•  mulliplication 
d'un  polynome  par  un  monome,  et  vice  versa ;  3*  multiplication 
d'un  polynome  par  un  polynome. 

$  J.  Multiplication  des  monomes. 
28.  KkGLR  DE    MULTIPLICATION   DES   MONOBflES.   Lc  produit  dc 

deux  monomes  M  et  N  est  le  monome  MN. 
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Lorsqueles  deux  monomes  sont  entiers,  qu*ils  ODt  des  coeffi- 
cients ct  qa*i!s  ren ferment  certaines  lettres  communes,  ce  r6- 
sultat  peut  se  simplifier,  et  se  nomme  alors  le  produU  tffectiU 
des  deux  monomes.  LasimpliGcation  repose  sur  les  deux  prin- 
cipes  suivantSy  que  I'on  d6montre  en  arithm^tique  : 

1*  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  est  ind^pendant  de  Tordre 
des  op^mtions. 

2*  Pour  multiplier  un  produit  de  plusieurs  facteurs  par  un 
autre  produit  de  plusieurs  facteurs, il  sufflt  d'effectuer  le  produit 
de  tons  les  facteurs. 

Cela  pos6,  soienlM=.5o*6*c,  N=7aVd*. 

En  vertu  du  second  principe, 

VL^^amahbhc^h^  Ji=zaaaaacccdd'X,7^ 

et  par  suite,  MN^aaaabbbCXbXaaaaacccddxi ; 
ou,  enyertu  du  premier  principe, 

Wi==aaaaaaaadbbbccccdd><  5X7. 

Appliquant  de  nouveau  le  second  principe, 

MN=a*6Vrf«x35, 

ou  plus  simplement,    MN  =35a*6Vrf*. 

La  m^thode  est  g^n^rale,  et  conduit  k  la  r^gle  suivante : 
Pour  faire  le  produit  de  deux  monomes  erUiers,  !•  on  fait,  le  pro- 
duit de  leurs  coefficients;  2''  on  6crit  a  la  suite^  une  fois  ehacune,  les 
lettres  que  renferment  les  facteurs;  3*  on  donne  a  chaque  lettre  un 
tocposant  egal  h  la  somme  de  ceux  dont  cette  lettre  est  affectee  dans 
chaque  facteur.  Si  une  lettre  n'entre  que  dans  Fun  des  facteurs,  on 
la  met  au  produit  avec  son  easposant. 

Si).  Produit  be  plusieurs  monomes.  Ge  qui  pr6c6de  sufflt 
pour  faire  la  multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  mo- 
nomes. On  mullipliera,  en  effet,  le  premier  par  le  second,  puis 
]e  produit  qui  est  un  monome  par  le  troisi&me,  puis  le  nouveau 
produit  par  le  quatri^me,  et  ainsi  de  suite.  Ainsl : 

7a»6*ex  5a«6c«  X  8a*cy*  X  2acfc= 560a*Vc»d»e*. 

Par  suile,  la  puissance  m"*d'un  monome  s'obtienten  formant 
la  puissance  m"^^  du  coefficient,  et  en  multi  pliant  par  m  tousles 
exposants.  Ainsi : 
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%  II.  Multiplication  d'on  polynome  par  un  monome. 

SO.  RiGLB  DE  MULTIPLICATION.  Soit  k  multiplier  le  polynome 

f=a—bi-c—d 

par  le  monome  m  (a,  b,  c^  d,  sont  des  monomes  quelconques). 
Nous  distinguoDs  plusieurs  cas,  pour  plus  de  clart6. 

1*  m  est  entier.  L'opiration  revient  alors  k  faire  I'addltion  de 
m  polynomes  6gaux  k  P  : 

Pm=(a— 6+c— d)+(a  — 6+c— d)+(a— 6+c— d)+...; 

mais,  d'aprfts  la  r^le  d'addition  (81),  cette  formule  6quiyaut  k 

Pm=am — bm-^cm — dm. 

Ainsi  chaque  terme  du  mvltiplicande  est  mullipli6  par  le  multi- 
plicateur,  et  conserve  son  signe. 

S*m  est  fractionnaire  de  la  forme -(p  6tant  entier).  L'op£ra- 

tion  roTient  alors,  comme  on  le  sait,  k  prendre  la  p"*  partie  du 
multipUcande;  etler^sultat  est : 

Ti        a     b  .  c     d, 
Pm= ; 

P     V    P    P 

ear  c'est  Men  lit  Texpfession  qui,  multipli^e  par  p,  d*aprte  la 
rigle  (l»),reproduitle  multiplicande (a — b+C'-'d% 
D'ailleurs  cette  formule  pent  s'^crire  : 

Pm=aX~ftxi+cxi-dxi' 
P  P  P  P 

on  Pm=am  — &m-}-<wi— dm, 

comme  dans  le  premier  cas. 

9*  m  est  fraclionnaire  de  la  forme  -•  Pour  effectuer  le  pro- 

dult,  11  faut,  dans  ce  cas,  r6p6terp  fois  la  g**  parlie  du  multipli- 
cande. Or,  d'aprfes  le  second  cas,  le  multiplicande  divis6  par  q 
devient : 
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ei  le  produit  de  ce  r^sultat  par  p  est : 

«  9  Q       ■     . 

carmultiplier  parpla  9"*  parlie  d'un  nombre,  c'est  multiplier 

ce  nombre  par-.  Done,  dans  ce  cas,  le  produit  est  encore  : 

Pm=am — bm-^cm — dm. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  pour  multiplier  un  polynome  par  un 
monome,  on  muUiplie  siparemerU  par  le  monome  chaque  terme  du 
polynome f  en  lui  conservant  le  signe  quHl  avail  primitivement. 

Comme  on  pent  intervertir  Tordre  des  facteurs,  qui  repr&en- 
tent  toujours  des  nombres  (28),  la  m^me  r^gle  permetira  de 
multiplier  un  raonome  par  un  polynome.  Ainsi  les  produits 

(3a*6  —  5a' 6*+  6a&c»—  46V)  X  5a6% 
bab^  X  (3a*6—  5a»6'  +  Sabc*  --kb^c), 

«onl  6quivalents  i  Iba'^*— 25a*6*+30a'6V— 20a6*c. 

Si.  Mettre  UN  MONOME  EN  FACTEUR.  La  fofmule  que  nous  ve- 
Qons  de  d^montrer, 

(a — 6+c — d)m=am — 6wi-f-cw» — dm 

prouve  que,  si  les  terraes  d'un  polynome  {am — bm-\-cm—dm) 
renferment  un  facteur  commun  m,  on  peut  le  supprimer  dans 
chacun  d'eux,  ce  qui  donne  rexpression  (a — 6+c — d),  et 
multiplier  ler^sultat  parm,  c'est-i-dire  6crire  (a— ft-}-c— d)m. 
C'est  ce  qu'on  appelle  mettre  un  monome  en  facteur.  Ainsi  les 
ternies  du  polynome  12aV— 8a'a?*4-16^'^contiennent  4aV 
comme  facteur  commun.  On  peut  done  6crire 

12aV— 8aW+I6aV=(3aa?»— 2a»+4a?»)  X  4aV. 

S  III.  Multiplication  d'un  polynome  par  un  polynome. 

32.  Gas  ou  les  deux  polynomes  ne  contiennent  que  des 
TERMEs  s^PAR^s  PAR  LE  SIGNE  -|-.  Solt  k  multiplier  le  polynome 
P=a+6+c  par  le  polynome  Q=p+fl'+r;a,  6,  c,  p,  g,  r  d6- 
signantdes  nombres  quelconques,  qui  peuvent  eux-m^mes  dire 
reprdsentds  par  des  expressions  alg6briques  plus  ou  moinscom- 
pliquies.  On  a,  d*apr6s  la  r&gle  du  n""  50 : 

PQ=P(p+<?+r)  =  Pp+P(7+Pr, 
ou         tQ  =  (a+b+c)p+{a+b'\'C)q+{a+b+e)r. 
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Appliquant  encore  la  r^gle  (30)  h  cbacun  des  produits,  on  a : 

VQ=ap-{-bp+cp+aq+bq+cq+ar-]-  6r+(T, 
risullat  qu'on  peut  £noncer  ainsi : 

UproduU  de  deux  polynomeSy  dont  les  termes  sont  posUifs^  est  un 
polynome  igal  a  la  somme  des  produits  qu'on  ohtient  en  muUipliarU 
tous  les  termes  du  premier  par  chacun  des  termes  du  second, 

53.  Gas  ou  les  deux  polynomes  contxenisent  des  termes 
pR^ci^Dis  DU  siGNE  — .  On  pcut  toujouFS  former  un  groupe  de 
rensemble  des  termes  qui,  dans  le  multiplicande,  sont  pr6c6d6:i 
du  signe  +,  et  un  autre  groupe  de  Tensemble  des  termes  qui 
sont  pr6c6d6s  du  signe  —  (18,  2*).  Nommons  ces  deux  groupes 
A  et  B.  D^signons  par  G  et  D  les  sommes  analogues  dans  le  mul- 
tiplicateur.  Les  deux  facteurs  sont  alors : 

P  =  A— B,    Q  =  G— D. 

On  a,  en  appliquant  la  r&gle  (30) : 

PQ  =  P(C— D)  =  PG— PD  =  (A— B)C— (A— B)D. 

Appliquant  la  m6me  r^gle  k  chacun  des  produits  partiels,  on  a : 

PQ  =  (AC  — BC)  — (AD— BD), 

Ott,  d'aprfes  la  rfegle  de  soustraction  des  polynomes  (22) , 

PQ  =  AC-BC  — AD  +  BD. 

D'ailleurs  AG,  BG,  AD,  BD,  sont  des  produits  de  polynomes  h 
termes  positifs :  on  les  efifecluera  d'aprfes  la  r^gle  du  n*  32 ;  puis 
on  fera  les  additions  et  les  soustractions  indiqu6es  par  les  signes. 
On  obtiendra  ainsi  un  polynome  unique,  qui  sera  le  produit 
demand^.  Le  produit  de  deux  polynomes  peut  done  toujours 
6tre  remplac6  par  un  polynome  unique,  que  Ton  nomme  sou* 
vent  leur  produit  effeclue. 

34.  R£:gle  de  multiplication  de  deux  polynomes.  Si  Ton  exa- 
mine comment  le  produit  PQ  est  compos6  avec  les  termes  qui 
entrent  dans  les  deux  facteurs,  on  remarque  d'abord  qu*il  con- 
tient  les  produits  de  chacun  des  termes  du  multiplicande  par 
chacun  des  termes  du  multiplicateur.  Quant  aux  signes  qu*il 
faut  donncr  h  chaque  terme  du  produit,  on  voit  que  tous  les 
termes  du  produit  partiel  AG  ont  le  signe  4-,  et  qu'ils  sont  four- 
nis  par  des  termes  qui  ont  le  signe  +  dans  les  deux  facteurs ; 
que»  de  m£me,  tous  les  termes  du  produit  BD  ont  le  signe  -ft 
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oiais  qu*]Is  sont  fournis  par  des  termes  qui  ont  le  signe  —  dans 
les  deux  facteurs ;  qu'au  contraire,  les  termes  des  deux  produits 
BG  et  AD  sont  pr6c6d£s  du  signe  — ,  et  qu'ils  sont  fournis  par 
des  termes  qui  ont  des  signes  difSirents  dans  les  deux  facteurs« 

On  conclut  de  lit  la  r^gle  suivante : 

Pour  multiplier  un  polynome  par  un  autre^  an  muUipUe  chacun 
des  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  mttUiplica^ 
Ufwr;  on  affecte  du  signe  -f-  chacun  des  termes  qui,  dans  le  produUj 
profriennent  de  la  multiplication  de  deux  termes  affecUs  tous  deux  du 
signe  -f-t  o^  lous  deux  du  signe  »;  et  Von  affecte  du  signe  -^  chacun 
de  ceux  qui  proviennent  de  la  multiplication  de  deux  termes  affeetis 
de  signes  diffSrents.  Puis  on  ophre^  s'il  y  a  lieUj  la  riduction  des 
termes  semblables. 

Gette  rhgle  des  signes  se  traduit  par  le  tableau  suivant : 

+ax  +  b=+aby 
—  ax+b——ab, 

H-aX  — 6  =  — fl&, 
—ax—b=^  +  ab. 

S6.  ManArE  plus  simple  D*^N0MG£R  les  R^SULTATS    PR^Cft- 

DENTS.  L'^nonc^  de  la  r^gle  pr6c6dente  se  simplifie,  si  Ton  consl- 

d&re,  ainsi  que  nous  Tavonsd^jili  fait  (20),  les  termes  qui  sont  pr6- 

c6d6s  du  signe  — ,  comme  des  nombres  nigatifs  ajoutis  aux  termes 

pric^dentSy  et  si  Ton  adopte,  en  outre,  les  difinitions  suiyantes : 

Le  produit  (Fun  nombre  nigatif  ( —  a)  par  un  nombre  positif 

b,  wl— (axb). 

{-a){b)  =  ^{axb).  [1] 

Le  produit  de  deux  nombres  nigatif s  ( — a)  et  ( — b)  est  a  X  b. 

•    (_a)(-6)=a6.  [2] 

D'apr&s  ces  conventions^  la  r6gle  de  multiplication  peut  s'6non- 
cer  en  disant :  leproduit  de  deux  polynomes  s^obtient  en  multipliant 
chacun  des  termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  mul^ 
tiplicateury  et  en  ajoutant  les  risultats  obtenus. 

En  effety  soit,  par  exemple,  &  multiplier  (a— 6}  par  (c— d) ; 

le  produit  est  (S4) : 

ac — be — ad-\'bdf 

oUy  d'aprfts  nos  conyentions, 

ac+(^b)c+{-d)a+{-b){-d); 
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3e  cpii  est  bien  la  somme  des  produils  obtenus  en  multipliant 
chacoD  des  termes  a  et  —  (  du  multiplicande  par  cbacun  des 
termes  c  et  — d  da  multiplicateur. 

86.  Remarque  I.  II  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  k  d^montrer 
fes  formules 

[1]  (-a)  (6)    =r-a*,    (-a)H6)  =  a6;  [2] 

elles  expriment  des  definitions.  Ces  definitions  permettent  de  reu" 
ftrmer  sous  un  seul  Srumce  les  diffM'ents  cos  qu'il  fcUlait  distinffuer 
dans  la  rhgU  de  mvXiiplication  des  polynomes. 

57.  Remarque  II.  On  a  yu  (35)^  que 

PQ,  ou  (A— B)  (G— D)  =AC— BC— AD+BD.       [3] 

La  demonstration  supposait  que  A  et  G  dtaient  respectivement 
pins  grands  que  B  et  D ;  les  conventions,  que  nous  venous  de 
foire,  rendent  cette  formule  vraie,  dans  tous  les  cas. 

Supposons,  en  effet,  que  Tun  des  facteurs  soit  n^gatif ;  que 
Ton  ait,  par  exemple : 

A<B,    G>D. 

A— B  etant  n^gatif  et  ^gal  (24)  &— (B— A),  on  a,  d'apr^s  la 
premiere  convention  (35) : 

PQ,  ou  (A— B)  (G— D)=— (B— A)  (G-D). 

Effectuant  le  produit  d'apris  la  rfegle  (54)9  on  a : 

PQ=— (BG— AG— BD+AD), 

ou,  d'aprfts  la  convention  du  n<*  24  : 

PQ=— BG+AG+BD— AD ; 

ce  qui  coincide,  it  Fordre  des  termes  prfts,  avec  la  for- 
mule [3]. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  les  deux  differences  A— B  et 
G— D  soient  negatives;  leur  produit  sera  (55)  le  m6me  que  si 
elles  etaient  prises  positivement,  et  Ton  aura : 

PQ,  ou(A— B)  (G— D)=  (B— A)  (D— G)=BD— AD— BG  + AC ; 
ce  qui  est  encore  conforme  h  la  formule  [3]. 

58.  Remarque  III.  Nous  representerons  dor6navant  un  pol 
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Dome  qnelconque,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  par 
une  expression  de  la  forme 

a  +  6  +  c+p+g+r; 

a,  bf  c,  p^  q^  r  d^signant  des  nombres  positifs  ou  n6gatifs. 
Par  exemple,  la  formule 

qui  r^sulte  imm6diatement  de  la  r^le  de  multiplication,  est 
Yraie,  par  cela  m^me^  quels  que  soient  les  signes  des  quantit6s 
d^sign^es  par  a  et  b.  On  peut  done  supposer  que  6  y  repr^seute 
un  nombre  n6galif  (— 6').  Getle  formule  deviant  alors: 

{a— by  =  a»  +  2a  (-  b')  +  (-  by, 

ou,  en  appliquant  les  conventions  (55), 

{a^by=a*—2ab'  +  b\ 

Les  formules  qui  donnent  !ecarr6  d'unesomme  etceluid'une 
difTerence  se  trouvent  ainsi  ramen^es  k  une  seule. 
De  m6me  la  formule 

(a + by = a» + 3a«6 + 3a6'+  b\ 

que  Ton  obtient  en  multi pliant  les  deux  membres  de  la  pr6c6- 
dente  par  (a-f-^)»  devient,  dans  les  mftmes  circonstances, 

(a  —  by = a»  —  3a*6'  +  3a6'*  —  6'» ; 

de  sorte  que  les  formules  qui  donnent  le  cube  d'une  somme  et 
celui  d'une  difTerence  sont  aussi  ramentes  k  une  seule. 

59.  Rebiarque  IY.  Les  formules 

[1]  i-a)b=-ab,        (-a){-6)=aft,  [2] 

expriment  des  conventions  faites  en  supposant  que  a  et  6  sont 
des  nombres  positifs ;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  par  suite 
des  mdmes  conventions,  cos  formules  ne  cessent  pas  d*avoir 
lieu,  lors  m6me  que  a  et  6  d^signenl  des  nombres  nigatifs. 

La  premiere  formule  peut,  en  effet,  s'^uoncer  de  la  mani^re 
suivante : 

Sij  dans  un  produUf  on  change  k  signs  de  Vun  des  facteurs^  h 
produit  change  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

Et  la  seconde  formule  peut  s*6noncer  en  disant : 

Sij  dans  un  produit,  on  change  Us  signes  des  deux  facteurSf  le 
produit  ne  change  ni  de  signe  ni  de  valeur. 
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Or,  DOS  conventions  rendent  ces  deux  propositions  6yiden- 
tes.  Gar  consid^rons  un  produit  ab  de  deux  facteurs  quelcon- 
ques;  si  ces  deux  facteurs  sont  de  m6me  signe,  leur  produit 
est  positif  (55);  en  changeant  le  signe  de  Fun  d'eux,  ils  de- 
viennent  de  signes  diff^rents,  et  leur  produit  est  n^gatif.  G'est 
I'inverse,  si  les  deux  facteurs  primitifs  sont  de  signes  con- 
Iraires. 

40.  Rbmarque  Y.  Lorsque^  dans  un  produit  de  pliisieurs 
facteurs^  quelques-uns  sont  n^gatiOs,  le  produit  se  d^finit 
comme  en  arithm^tique  :  c'est  le  r6sultat  obtenu  en  multi* 
pliant  le  premier  facteur  par  le  second,  puis  le  produit  efifectu^ 
par  le  Iroisiime  Cacteur,  puis  le  r^sultat  par  le  quatri&ine,  et 
aiiisi  de  suite. 

II  suit  de  \kf  que  le  produit  aura  mime  vakvr  absolue  que  si  taus 
les  facteurs  itaient  regard^  comme  positifs.  II  sera  pric6d6  du 
signe -{-y  ^  le  nombre  des  facteurs  ndgatifs  est  pair^  et  du  signe — , 
n  ce  nombre  est  impair. 

Pour  le  d^montrer,  remarquons  que  Ton  pent  toujours  inlro- 
daire-l- 1  comme  premier  facteur.  Dans  les  multiplications  suc- 
cessives  que  Ton  aura  ^  eflectuer  pour  former  le  produit,  le  signe 
qui,  d'apr&s  cela,  est  d'abord  -f?  changera  aulant  de  fois  qu*il 
f  a  de  facteurs  n^gatifs;  et  comme  deux  changements  cons^ 
catifs  ramtoent  le  signe  + ,  il  est  Evident  que  le  signe  sery 
•f  si  le  nombre  des  changements  est  pair,  et  —  dans  le  cas 
CQDtraire. 

II  r^sulte  6yidemment  de  ce  qui  pricMe,  que  les  puissances 
I  paires  d'un  nombre  n6gatif  sont  positives,  et  que  les  puissances 
impaires  sont  n^atives. 

4i.  DEFINITION    DE   LA  DIVISION,    QUAND  LE    DIVmENDE   ET  LE 

omsEUR  NE  SONT  PAS  Tous  DEUX  posniFs.  Si  Tou  nomme  guo- 
tieytf  de  deux  nombres  A  et  B,  un  troisi&me  nombre  qui,  mul« 
tiplii  par  le  diviseur  B,  reproduit  le  dividende  A,  il  risulte  des 
conventions  pr6c£dentes,  que  la  valeur  absolue  du  quotient  dedeux 
nombres  ne  depend  pas  de  leurs  signes,  et  que  ce  quotient  est  positif 
A  le  dividende  et  le  diviseur  ont  le  mime  signe,  el  n&gatif  dans  le 
cos  cofOraire. 

En  effct,  si  le  dividende  est  positif,  le  quotient  doit  avoir  le 
m6me  signe  que  le  diviseur ;  et  si  le  dividende  est  n^gatif,  le 
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quotient  doit  avoir  on  signe  contraire  &  celui  du  diviseur  (54). 
Gelte  rigle  des  signes  est  consignee  dans  le  tableau  suivant : 

42.  Multiplication  d*un  nohbre  quelconqus  db  polysomes. 
Pour  (aire  le  produit  (Tun  nombre  quekonque  de  polynomes^  U  faut 
ffabord  multiplier  le  premier  par  le  second^  puis  le  risultat  par  h 
troisitme^  et  ainside  suite.  Le  produit  effectu^  de  deux  polynomes 
£tant  toujours  un  polynome,  il  sufSra,  quel  que  soit  le  nombre 
des  facteurSy  de  savoir  multiplier  deux  polynomes  Tun  par 
I'autre  (34). 

Soient  P|,  Ps,  Pi,  P^  les  diffirents  polynomes  dont  on  veut 
former  le  produit;  en  multipliant  Pi  par  Pi,  on  obtiendraun 
produit  Qi,  dont  les  termes  sont  (85)  les  produits  de  tous  les 
termes  de  P|  par  tous  ceux  de  Pt ;  on  multipliera  Qi  par  P„  et 
on  obtiendra  un  produit  Q^y  qui  sera  la  somme  des  produits  de 
tous  les  termes  de  d  par  tous  ceux  de  Ps,  c*est-&-dire  la  somme 
de  tous  les  produits  de  trois  facteurs  obtenus,  en  prenant  un 
facteur  parmi  les  termes  de  Pi,  un  parmi  les  termes  de  Pi,  et  un 
enfin  parmi  les  termes  deP*.  On  multipliera  ensuite  Q^  parP«. 
Le  r6sultat  Qb  de  cette  multiplication  sera  la  somme  des  pro- 
duits des  termes  de  d  par  ceux  de  P^,  c'est-&-dire  la  somme  de 
tous  les  produits  de  quatre  facteurs  pris  respectivement  dans 
les  polynomes  Pi,  P^,  Pt,  P4.  On  pourra  continuer  ind^flni- 
ment  le  raisonnemenl ;  et  Ton  verra  que  le  produit  des  polynomes 
Pit  Pi>  P|»--  Pm  ^st  la  somme  de  tous  les  produits  de  n  facteurs 
formis  avec  un  terme  de  P|,  un  terme  de  Pt,  un  terme  de  Pa....  $t 
un  terme  (fe  P^. 

S  lY.  Pioduit  des  polynomes  ordonn^s. 

45.  Ge  que  c'est  qu'ordonner  un  polynome.  Ordonner  un 
polynomepar  rapport  a  une  lettre^  c'est  disposer  ses  termes  dans 
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un  ordre  tel,  qu*en  ]es  considirant  depuis  le  premier  jusqu'au 
dernier,  les  exposants  de  cette  leltre  aillent  tous  en  dimiiiuant, 
ou  tous  en  aogmentant.  Ainsi 

est  un  polynome  ordonn6  par  rapport  aux  puissancet  dicrots- 
tantes  de  la  lettre  a; ;  et  ie  polynome 

5a*— 3a»6— 6a6»+4ft» 

est  ordonn^  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  leltre  b, 
et  aussi  pai*  rapport  aux  puissances  d^croissantes  de  la  lettre  a. 

Un  polynome  est  compkt,  lorsqu'll  contient  la  lettre  ordonna- 
trieek  tous  les  degr^s,  a  parlir  du  degr6  le  plus  £Iey6.  Le  pre- 
mier des  deux  polynomes  pr6c6dents  est  complel ;  le  second  est 
incomplete  car  le  terme  en  a^b*  manque.  Un  polynome  complet 
renferme  autant  de  termes,  plus  un,  qu'il  y  a  d*unit6s  dans  Tex- 
posant  de  la  lettre  ordonnatrice :  car  il  contient  un  terme  indi- 
pendant  de  la  lettre  ordonnatrice,  on  de  degri  ziro. 

Lorsque  plusieurs  termes  du  polynome  contiennent  la  lettre 
ordonnatrice  avec  le  m6me  exposant,  on  r^unittous  ces  termes 
en  un  seul,  en  mettant  en  facteur  (31)  la  puissance  decette  lettre; 
et  Ton  regarde  le  multiplicateur  polynome  que  Ton  obtient  ainsi, 
comme  le  coefficient  de  cetle  puissance.  On  place  d*ailleurs  ce 
coefficient  dans  une  parcnth^se,  ou  bien  on  le  dispose  en  colonne 
verticale  k  gauche  de  la  puissance. 

EZEMPLB.  Le  polynome 

!*»*»— 2o6jb*+ 5»x»  +  2a*3B*  —  4W»«— a««»  — a»5««»  +  5*»»  +  3o»5>««  —  2a6V 
t*terira 
(a»-2a5+60  #+  (2a»— 45»)  «•  —  (a*+o»6»  — b*) «»  +  (3a»6«— »a61«», 

onbien 

«3 


c» 

«»+2a» 

«•— o« 

«»+3aV 

— 2a5 

-4b» 

— aV 

-2ab« 

+  b» 

+  b* 

La  barre  yerticale  sdpare  ainsi  de  son  coefficient  chaque  puissance  de  la  lettre 
ordonnatrice. 

44.  ExEMPLEs  DE  MULTIPLICATIONS  ordonn£es.  Dqus  la  pra- 
tique, on  ordonne  les  deux  facteurs  par  rapport  k  la  mdme  lettre» 
s*il8  ont  une  lettre  commune;  et  Ton  place  le  multiplicateur  sous 
le  multiplicande,  comme  en  arithm6lique.  Les  produits  partiels 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur  sont  alors 
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ordonn£s  par  rapport  k  la  m£me  lettre;  et  Ton  peut  facilemcnt 
placer  les  termes  semblables  lesunssouslesautres«  et  en  op4rer 
enHuite  la  reduction. 

ExBMPLB  I.  Les  deux  polynomes  sont  complets. 

Multiplicande....  3x<—  ba^—  4aV+  7ei^  —  W 
Multiplicateur....  24P'--  5a«'—  3a**  +  4a* 


ProdniU  /     2x»  6«»— 10ax«—  8a»a:*  +  14a»a;^  —  4a**' 

du       \  -  5ox«      —  1 5aa« + 2ba^x* + lOa^x*  —  Soa^x^  + 1  Qahfi 
nmltiplic*«i--3a'a;  —  9a'x»+ 15a»x< +12a<r»_  21  a»a;»+  6o«x 

par       \+4a»  4-12a'x<— 20a**'— 16fi*!r'  +  28a«x— 8j' 

Produit 8lmplifi6.  6»'— 25a*«+  8aV  +  61a>**  — 47a«*»  — 27a*x'  +  34a«ap— 8a' 

ExEHPLE  n.  Les  polynomes  sont  incomplets.  On  laisse  des  Intervalles  vides 
pour  pouTOir  placer  les  termes  semblables  les  uns  sous  les  autres. 

Multiplicande ....     5a*— 3a«5— 2a'b»-h5» 
Multiplicateur.. . .    3a*— 5a6*+2&' 

ProduitB  t    3a*..    15a»— 9a'6  —  6a»5>  +  3a*5» 

muUiplic--!— 5«^'  -25a«6*+15a*b'  +10a»b»  -5a6' 

par       |+25».  +10a*b»-6a*M  — 4a»ft«  -^2b» 

Produit  simplifid.    15a»— 9a'b— 25a«&*+19a*6'— 6a*6*+l3a»6*— 4a*ft•-5a^'4-2^'• 


DU  GALCXJL  ALG£RRIQUE. 


31 


Emms  in.  Les  polynomes  ont  des  coefficients  polynomes. 


MaltipUcande.. 


MuUiplicateur. . 


oafi. 


— 6«». 


•  •  • 


m 
c 

§,<— oft* 

9 

— <^ 

6» 


Produit 

total 
simplifiA 


a? 
— 2o* 

a 
-5 


««  +  2a» 

aj»— a* 

-45» 

— a»6> 

+  &* 

ir»+a» 

OP  — a» 

— ab 

+b» 

— b» 

-2ab* 


a» 

«*  +  2a* 

a;4_a* 

«3+3a»b» 

— 2a»& 

— 4a6» 

—  a»6» 

-2a»b« 

+  a6» 

+  a6* 

— a»6 

— 2a»6 

+  fl«& 

— 3o'l)« 

+  20*' 

+4&* 

+  a'&» 

+2a6* 

-5» 

-5» 

+  a< 

+  2a^ 

— a« 

— 2a»& 

— 4a'b» 

—  o«b» 

+o»6» 

+  a?6* 

— a»6 

— 2a*6 

-fa»& 

+2a»6' 

+4ab« 

+  a»63 

— ab» 

— a5» 

-a»6« 

—  2a*5» 

+  o<5» 

+2aM 

+  46» 

+  a'6* 

-&♦ 

-b« 

— a» 

— 2a« 

+  2a^6 

4-  4a»53 

—  a»6» 

+  o»b» 

+  2o»&' 

--2cb* 

— 46« 

+  M 

4-3a<6» 

—  2a>b* 

—  3a*b* 
+  2a'6» 

—  3a»5* 
+  2oM 

+  a' 

— o^b* 

+  b' 


-3a»b« 

4-2a<b< 

+  3a2b« 
— 2ab' 


— 3a»b 
+  3ab» 
— b» 


«»+3a» 

ic«H-o«b 

a;»--3a» 

aj»+a» 

— 5a»b 

— 4a"b» 

+  aib 

'\'a^b'' 

+  2a'b> 

— 2a'b^ 

+10a»b» 

+  20<b» 

— 3ab» 

+  3ai>* 

—  3a»b* 

— 6a»b< 

+  3b* 

+4b» 

+  ab* 

— 2a>b* 

—  5b« 

+  2ab« 

ff  — 3a»b» 
+  2a<b< 
+  3a»b« 
— 2ab' 


On  Toit  que,  dans  ce  eas,  I'op^ration  est  plus  longue,  mais  la  r^gle  est  tou* 
ars  la  mtoe  :  on  multiplie  toujours  tons  les  termes  du  multiplicande  par  tous 
eeux  du  multiplicateur ,  et  Pon  op^re  la  r^uction  des  termes  semblables. 


S  V.  Thtortmes  et  applications. 
4S.  NOMBRE   MINDiUM  DES  TERMES   DU  PRODUIT.  Lorsque  1*011 

multiplie  un  polynome  par  un  autre,  on  vient  de  voir  que  le 
produit  peut  renfermer  des  termes  semblables,  qui  se  r6duisent 
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les  uns  avec  les  autres.  Mais  il  existi  dans  chaque  produU  deux 
termes  au  moins  qui  ne  se  rMuismt  avec  aucun  autre.  Ce  sout, 
lorsqueles  polynomes  sont  ordono^s  par  rapport  aux  puissances 
d6croissantes  d'une  mftme  leltre,  le  produit  du  premier  terme 
du  muUiplicaade  par  le  premier  terme  du  multiplicateur,  et 
celui  du  dernier  terme  du  multiplicande  par  le  dernier  terme  du 
raultipiicateur. 

Ea  cfTet,  un  terme  quelconque  du  produit  est  le  produit  d'un 
terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  multipUcateur,  etl'ex- 
posant  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  ce  terme  est  la  somme  des 
exposants  dont  cette  lettre  est  affect6e  dans  les  deux  facleurs. 
Par  consequent,  dans  le  produit  du  premier  terme  du  multipli- 
cande et  du  premier  terme  du  mulUplicateury  I'exposant  de  la 
lettre  ordonnatrice  est  la  somme  des  exposants  les  plus  ^lev^s; 
il  est  done  plus  fort  qu'aucun  autre.  De  mfime,  dans  le  produit 
des  demiers  termes,  I'exposant  est  la  somme  des  exposants  les 
moins  dev^;  il  est  plus  faible  qu*aucun  aulre.  Les  deux  termes 
ainsi  obtenus  ne  peuvent  done  se  r^duire  avec  les  autres. 

Le  produU  de  deux  polynomes^  oudunpolynome  parun  monomer 
a  done  toujours  au  moins  deux  termes.  II  pent  d*aiUeurs  ne  ren- 
fermer  que  ces  deux-U. 

EzEMPLE  :  Multiplicande....    »»  +  «•+«*  +  »•+«• +*'+«  +1 
Multiplicateur... .    «  —  1 

««+a;»  +  a«+«»+«<  +  »»  +  x»  +  « 


Produit  simpliQ^.    sfi  —  1 

On  voil  qu'ici  lous  les  termes  se  d6truisent,  &  Texception  de  ^e 
de  —  1,  qui  sont  les  produits  des  premiers  termes  entre  eux  et 
des  derniers  termes  entre  eux. 

46.  Remarque.  Si  les  deux  polynomes  contiennent  plusieurs 
lettres,  on  pourra  les  ordonner  successivement  par  rapport  k 
chacune  d'elles;  et,  en  appliquant  la  remarque  pr^cMente,  on 
obtiendra  un  certain  nombre  de  termes,  qui  devront  subsister 
sans  reduction  dans  le  produit.  Par  exemple,  si  Ton  mulliplie 
les  deux  polynomes  suivants,  qui  sont  ordonn^s  par  rapport 

a»— aV+aW— fc*,  et  a^+a^b—a*b''—al)^, 
ies  termes  a^}<a^  ou  o",  et  (— *♦)  (—06*)  ou  oft*,  seront  irr6duo- 
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tibles  dans  le  produit  Mais  si  Ton  ordonne  ces  deux  polynomes 
par  rapport  k  6, 

ce  seront  les  produils  (— aV)  (— a'fc')  ou  a*6",  et  a\a*  ou  a**, 
qoi  deyront  sabsister  dans  le  produit.  Le  terme  a^  se  prisente, 
comme  on  voit,  de  deux  manidres  diff^rentes :  et  nous  trouvons 
seulement  trois  termes  distincts,  qui,  dans  le  r^sultat,  ne  peu- 
irent  ^prpuver  aucune  reduction. 

47.  NOMBRE  UAXIMUM   DES  TERHES  DU   PRODUIT.    Le    produit 

du  moltiplicande  par  Tun  des  termes  du  multiplicateur  contient 
antant  de  termes  qu'il  y  en  a  dans  le  multiplicande.  Donc»  si  le 
risultat  n'offre  pas  de  termes  semblables  k  riduire,  le  nombre 
des  termes  du  produit  total  sera  le  produu  du  nombre  des  termes  du 
fMiUiplicande  par  le  nombre  des  termes  du  multipHcateur.  G'esl  Ik 
^▼idemment  le  plus  grand  nombre  de  termes  du  rfeultat. 

48,  Products  HOMOGtoss.  Noub  nous  contenterons  d*6noncer 
le  Ih^ordme  suivant : 

U  produit  de  phmeurs  polynomes  homoglnes  (8)  est  un  polynome 
homoghie^  dont  le  degri  est  la  somms  des  degris  des  facteurs. 

49.  Tn^ORiifE.  U  produit  de  la  somme  de  deux  nombres  a  e<  b 
par  lewr  diffirence  est  igal  &  la  diffirence  des  carris  des  deux  nom^ 
bres.  Ge  thtorfeme  r^sulte  imm^dialement  de  rapplication  de  la 
rigle  de  multiplication  au  produit  de  (a + b)  par  (a  —  6) :  il 
foomit  la  formula 

(a  +  6)(a  — 6)  =  a*  — 6*. 

Gette  formula  est  importante  :  elle  sert  surtout  k  decomposer  la 
difference  de  deux  carris  en  un  produit  de  deux  facteurs^  dont  tun 
ut  la  somme  et  t  autre  la  difference  des  racines. 

EXEMPLES  : 

!•      (a« +ab  +  Vf  —  (a«  —  aft + &*)• = (2a*  +  86*)  tab 

=  4a6(a*  +  &'); 

80.  TntoRiME.  Le  carri  d'un  polynome  est  igal  A  la  somme  des 
carris  de  ses  diffirents  termes^,  plus  deux  fois  la  somme  de  leurs 
produits  deux  i  deux. 
Ala.  B.  I**  Partib. 
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Le  th6ortme  est  connu  pour  le  binome : 

U  se  dfimontre  ais6ment  pour  le  trinome  (a+ 6  +  cj.  Car  re- 
prtsentons  par  s  la  somme  a  +  b  Aes  deux  premiers  termea ; 
nous  aurons,  en  appliquant  la  formule  pr6c6dente, 

(a  +  6  +  c)»  =  (5  + c)*  =«•  + 2sc  +  c". 

Remplacant  s  par  sa  valeur,  el  effecUiant  les  calculs,  nous 

auroDS  : 

(a+6+c)*  =  (a-|-6)*  +  2(a+6)c  +  c» 

—  fli «[.  5«  _|- c*  +  2a6  +  2ac  +  26c. 

II  est  facile  d'^tendre  le  tliiorfeme  k  un  polynome  de  n 
terof)es«  ,  l  i  i 

Car  reprfeenlons  par  *  la  somme  des  (n — l)  premiers  termes ; 
nous  aurons : 

P^={a  +  b  +  c  +  ....+h+l)'=:{s  +  i:)'=i'  +  ^sl  +  l\    . 

Si  Ton  suppose  que  le  iheor6me  est  vrai  pour  le  polynome  5, 
j"  renferme  les  carr6s  des  termes  a,  6,  c,...  ^  et  leurs  doubles 
produits  deux  h  deux;  ^l  renferme  les  doubles  produils  des 
termes  a,  b^  (?.•..  *  par  le  nouveau  terme  /,  et  P  est  le  carr6  de  ce 
dernier  terme.  Done  P*  renferme  les  carr^s  de  tous  les  termes 
de  P,  ainsi  que  leurs  doubles  produits  deux  k  deux.  Done,  si  le 
th6or6me  a  lieu  pour  un  polynome  de  (n  —  1)  termes,  il  subsisle 
pour  un  polynome  qui  conlient  n  termes,  c'est-^-dire  uh  terme 
de  plus.  Or  il  est  d6montr6  pour  un  polynome  de  trois  termes; 
done  il  subsiste  pour  un  polynome  de  qualre  termes  :  mats,  s'il 
a  lieu  pour  un  polynome  de  quatre  termes,  notre  raisonnement 
monlre  qu'il  a  lieu  pour  un  polynome  de  cinq  termes,  et  ainsi 
de  suite.  Ainsi  le  th^orfeme  est  g6n6ral. 

On  formule  souvent  ainsi  ce  (hiorime  : 

(2a)»=2a«+22a», 

le  signe  2  indiquant  la  somme  d'une  s^rie  de  termes  analogues 
k  celui  que  ce  signe  pr6c&de. 
Le  raisonnement  que  nous  venous  de  faire*  k  Faide  duquel  on 
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s'ilive  (fane  formnle  d^monfr^e  pour  un  cas  particDiier  h  nne 
formule  g^n^rale,  doit  6tre  remarqu^ :  on  I'emploie  souvent  en 
aJg^hre.   • 

Lorsque  Ton  veut  effectuer  dans  la  pratique  le  carrft  d'lm  po- 
lynome,  on  suit  dans  Ic  calcul  la  marche  fournie  par  la  demons- 
tration pr6c6denle,  c'est-i-dire  que  I'on  fait  le  carr6  du  premier 
terme,  le  double  produit  du  premier  par  le  second,  et  le  carrd 
du  second  ;  puis  le  double  produit  de  la  somme  des  deux  pre- 
miers par  le  troisi^me,  et  le  carr^  du  troisi^me  ;  puis  le  double 
produit  de  la  somme  des  trois  premiers  par  le  quatri^me,  et  le 
carr^  du  quatri&me ;  et  ainsi  de  suite.  D*ailleurs,  pour  r^duire 
plus  ais^ment  les  termes  semblables,  on  dispose  les  calculs, 
coinme  on  le  Yoit  dans  Texemplc  suivant,  do  maniere  que  cha- 
que  ligne  horizontale  soil  termin^e  par  le  carr6  d'un  terme. 

Soit  h,  effectaer  le  carr6  du  polynome 

on  alto:  ^ 

— 30a»««+40a»«»+25a*at* 

+12a*ap»— 16aV— 20a»a5»+  4o««* 

—  6a<«<+  8a*ap3+l0a«»»— 4a'«+o« 

Carrt  simplilU..  ftj^-Mo*'— 14aV+&2aV+  3a*«*— 12<»*»»+14a«aj»— 4a'«+o« 

iSt.  RsHARQUE.  Lb  earri  (Fun  polynome  cantientau  moins  quatre 
termes  qui  n*iprouvent  pas  deriduction.  Ce  sont,  lorsque  le  poly- 
nome est  ordonn6,  les  deux  premiers  et  les  deux  demiers.  En 
effet,  soient  a  et  p  les  exposants  de  la  lettre  ordonnatrice  dans 
les  deux  premiers  termes  du  polynome,  les  exposants  de  cette 
lettre,  dans  les  deux  premiers  termes  du  carr6,  seront  2a  et  a-f  P; 
or  ces  deux  exposants  sont  diCf^rents,  puisque,  par  hypoth^se, 
a>P;  et  lis  sont  6videmment  sup^rieurs  k  ceux  dont  la  lettre  est 
affect6e  dans  les  aulres  termes  du  carr6.  Done  ces  deux  termes 
ne  sauraient  ^prouver  aucune  reduction.  On  verra  de  m6me, 
que  le  double  produit  des  deux  derniers  termes  du  polynome  et 
le  carrt  du  dernier  sont  irr^ductibles. 

EXERCICES. 

I.  D6montrer  que  le  cube  d'un  polyaome  est  6gal  k  la  somme  des  cubes 
te  tennes^  plus  trois  fols  la  somme  des  produits  de  I'un  des  termes  par  le 


i 
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ean*  d'-n  .utre.  plus  six  foU  la  somme  des  produlu  des  tenne.  troU  i  troU  ; 

ou  que  ^sa)»=Itt*+3Sa'&+6*<**^*'- 

U  dftmonstralion  est  analogue  k  ceUe  du  n*  50. 
II.  Verifier  la  tormule 

JII.  V6rifler  r6galit6 

IV.Sironpo..  a+b+c+d=A. 

a— b  +  c— d=G, 
a— b— c  +  d=D-, 

«i,girona,enm6metemp8, 

on  propowde  verifier  la  formule 

•      IT  m  IV  n'offrentd'autredifacultftquelalongueurdescalouls. 
Les  exercices  II,  ul,  iv, nomo 

c  .    ♦ «.  «  *  t»  i?.«,  des  nombres  quelconques.  Si  Ton  pose 
V.  Soient  «,y»*i*'^>^» 

•=iT?'  "^M'  '=?Tii'  '=5rr«'  -i.+«'    «+•• 

prouwr  que  I'on  a  la  formula 

(i+«)  u+P)  (1+9)  a+')  </+*\^,\+l 

=  (l-m)  (l-p)  (!-«)  U-')  (1-*)  t*-*J- 

VI.  Wmontrer  que  2y»+3*'+6P  est  «gal  Ma  somme  de  trofa  ottrts. 

VII.  Simplifier  I'expression 

il«(»+ 1)  («+«+«(*-«  ('-'J' +*^*"'^*^*'''"' 

a!(llg'-5) 
Ou  trouve  6        ' 

VUI.  Yfirifter  la  tormule 

4  l(«^ «d+  (,?-d^«b) '+  U.'-b')  ('^-««^  -4«b«d).=:(a^+W(*+.^)'- 

IX.  R6duire  rexpression 

g(a?  +  l)  (g+2)      «(«+lIi2i±il. 

3  6 

flg(g  +  l) 
On  tTOU?e  3     * 
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1              X.  Si  Ton  fait,  dans  le  polynome , 

ox' +25a^ +  €!/•» 

la  sultstitution 

il  prendra  la  forme 

Aa^+2Ba?'y'  +  Cy'«- 

et  Ton  aura  la  fonnnle 

B»- 

-AC=(&>— ac)  (ap'— pflO». 

XI.  T^rifier  lea  6gaU 

X6s 
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l+x«=(l  +  ap»)  (i+a5»+a;V'3)  (l  +  «»— »^ 

XII.  Sironpoae         B=5»4-bc+c»,    C=&»c  +  bc», 

on  aura  la  formule      4B» — 27G» = (6 — c)»  (25*  +  5bc + 2c')» 

et,  par  cona^aeiitj  4B*  —  276^  est  toujours  positif. 

Les  formules  YIU,  X,  XT,  XII,  se  ySrifiezit  en  effectoant  les  calculs:  las  deux 
membres  denennent  alors  identiques. 

XIII.  D^montrer  que ,  si  deux  nombres  entiers  a  et  b  sent  tous  deux  pairs, 
oa  tous  deux  impairs,  la  demi-somme  de  leurs  carrSs  est  une  somme  de  deux 
carr^s. 

On  s^appuie  sur  le  thior^me  (50). 

XIV.  Si  a,  &,  m  sont  des  nombres  entiers,  et  si  I'expression  a'  +  2mb>  est  on 
carr^,  d^montrer  que  a^-\-mb^  est  la  somme  de  deux  carrds. 

On  applique  le  th^or&me  pr^c^dent. 


CHAPITRE  III. 


DIVISION  ALGEBRIQUE. 


89.  Lorsqu'on  a  h  diviser  une  expression  alg^brique  A  par 
ane  autre  B,  on  indique  le  quotient,  en  plagant  le  dividende 
au-dessus  du  diviseur,  et  en  les  s^parant  par  une  barre  horizon- 

tale.  On  6cril  «,  et,  le  plus  souvent,  il  est  impossible  de  trans- 
former la  formule  en  une  autre  plus  simple. 
Mais  lorsque  A  et  B  renferment  des  lettres  communes,  il  ar- 
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rive  quelquefois  que  Ton  peut  simplifier  k  quotient;  et  c*est  ce 
qu*on  appelle  alors  effectuer  la  division.  Nous  allons  Windier  Tope- 
ration  k  ce  point  de  vue  pour  les  monomes  et  les  polynomes; 
nous  donnerons  la  r^gle  k  suivre  dans  chaque  cas,  et  nous  ^tu- 
dierons  en  m^me  temps  les  conditions,  sans  lesquelles  le  calcul 
n'est  pas  possible. 

53.  La  division  alg6brique  pr^sente  trois  cas  :  1*  division  d*un 
monome  par  un  monome  ;  2"*  division  d'nn  polynome  par  un 
monome ;  S""  division  d*un  polynorae  par  un  polynome. 

S  I.  Division  des  monomes. 

tt4.  Ri^GLE  DE  DIVISION.  Soit  k  diviscr  75  a'b'^c^df  par  25  cfbf?\  et 
iupposons  qu*il  existe  un  monome  entier  qui,  multiplid  par  le  di- 
viseur,  reproduise  le  dividende.  D'apr^s  la  r^gle  de  multiplica- 
tion (28),  le  coefficient  75  du  dividende  doit  6lre  Ic  produit  du 
coefficient  25  du  diviseur  par celui  du  quotient :  cc  dernitT  s'ob- 
tiendra  done  en  divisant  75  par  25;  il  sera  3.  D'apr^s  la  m6me 
rigle,  Texposant  7  de  la  lettre  a  dans  le  dividende  doit  £tre  la 
aomme  de  I'exposant  3  de  la  m6me  lettre  dans  le  diviseur,  et  de 
celui  de  cctte  lettre  dans  le  quotient;  on  obtiendra  done  ce  der- 
nier en  retranchant  3  de  7;  il  sera  4.  Dc  mftme  I'exposant  de  b 
sera  3.  Gomme  c  entre  avec  le  m^me  exposant  2  au  dividende  et 
au  diviseur,  cette  lettre  n*entrera  pas  au  quotient ;  et  comme  d 
entre  au  dividende  sans  entrer  au  diviseur,  elle  devra  se  trouver 
au  quotient  avec  son  exposant  5.  Le  quotient  est  done  Sa^b^c^. 
La  m^thode  est  g6n6rale;  elle  conduit  k  la  regie  suivanto  : 
Pour  diviser  un  monome  entier  par  un  autre:  1*  on  divise  U 
coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur;  2'*  on  icrii^  une  fois 
ehacune^  les  lettres  qui  mtrent  au  dividende  avec  un  exposant  plus 
grand qu'au  diviseur;  3®  on  affecte  chacune  de  ces  lettres  dun  expo- 
tant  igal  d  la  dUff6rence  de  ceux  qu^elle  posshde  dans  les  deux  ttmoo- 
mes.  Si  une  lettre  ff  entre  qu*au  dividende^  elle  entre  au  quotietU  a/oec 
$on  exposant. 

IS8.  GoNDmoNS  DB  POSSIBILITY.  Nous  avons  suppose,  pour  faire 
le  raisonnement,  que  le  quotient  ezistait  sous  forme  d'un  mo- 
nome entier.  Or  il  est  Evident  que  cette  liypotb^  sera  v6rifi6e, 
toutes  le«  foifi  qoe  le  coefficient  du  dividende  $era  divisible  par  celui 
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4u  diviseur;  qu'en  onfr^ ,  les  lettres  du  diviseur  erUreront  toutesdans 
kdividmde;  et  qu'enfin  fexposdnt  de  chacune  d'elles  au  diviseur 
wra  au  phis  igal  a  cdui  dont  die  est  affectie  au  dividende.  Gar  si 
ces  conditions  sont  remplies,  on  pourra,  en  appliqnant  la  rftgte 
(tt4),  trouver  un  monome  entier,  qui  multipli^  par  le  diviseur, 
reproduira  le  dividende :  ce  sera  done  le  quotient  effeciuL 

tfais  si  une  ou  plusieurs  de  ces  trois  conditions  ne  sont  pas 
r6alis^es,  il  sera  impossible  d'obtenir  le  quotient  sous  forme  d'un 
monome  entier.  Gar,  si  le  quotient  eicistait  sous  cette  forme,  le 
raisonnement  et  la  r^gle  seraient  applicablcs,  et  les  trois  condi* 
tions  devraient  fttre  remplies. 

Ge  sont  done  Ik  les  conditions  n^cessaires  et  snffisantes,  pour 
que  la  division  des  monomes  entiers  soil  possible. 

86.  ExposANT  z^RO.  D*aprfes  la  rfegle  que  nous  venons  de  don- 
ner^  si  une  lettre  a  entrc  au  dividende  avec  I'exposant  m  et  au  di- 
viseur avec  I'exposant  n,  elle  entre  au  quotient  avec  I'exposant 
« — n.  Mais  la  demonstration  suppose  que  Ton  a  m'^n.  Si  Ton 
am=n,  la  lettre  a  disparatt  du  quotl^inl,  el  la  r6gle  ne  s'applique 
plas.  Si  toutefois  Ton  convenail  de  I'appliquer  encore,  on  aurait 
(«■••  ou  cf;  et  comme  le  quotient  de  a**  par  a*  est  6videmment 
Tunilfe,  on  conserverait  2i  la  r^gle  des  exposants  sa  g6n6ralil6,  en 
faisant  la  convention  que  a*  reprisente  Funitij  quel  que  soil  a.  D*a- 
prte  cela. 

et  ce  quotient  n'est  pas.all6r6  par  la  convention,  puisque  le  fac- 
teur  r*=I.  On  conserve  d'ailieurs  ainsi,  dans  le  quotient,  la 
trace  d'une  lettre  qui,  sans  cela,  disparaltrait. 

Nous  donnerons  plus  loin  de  plus  grands  details  sur  cette  cou- 
ventioDy'qui  se  lie  k  la  generalisation  des  exposants. 

{  n.  IHviskm  dHin  pdyoome  par  un  manomt. 

S7.  Rteus  IS  mvisiOK.  Le  quotient  de  la  division  d'un  poly- 
■QBe  par  un  mononie  n'ast  jamais  un  monome;  car  le  produit 
itienx  monomes  est  toujours  un  monome  (28).  Ainsi,  lorsque 
ce  quotient  exisle  sous  forme  emigre,  il  ne  peut  etre  qu'un  poty- 
lomc.  L'operation  consiste  done,  dans  ce  cas,  k  trouTer  un  po- 
lyuomequi,  muUipli6  par  le  monome  diviseur,  reproduise  le  po- 
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lynome  dividende.  Or  on  a  vu  (30),  que  le  produit  d*un  polynome 
par  un  monome  est  la  somme  des  produits  de  chaque  terme  du 
multiplicande  par  le  mulliplicatcur.  Done  le  qvrOtimt  cherchi  s'oh- 
tiendra  en  divisant  chaque  terme  du  dividende  par  le  diviseur :  on 
donnera  d'ailleurs  &  chaque  quotient  partiel  le  signe  du  terme  du  di- 
vidende  qui  Va  fowmi.  Par  example, 

tt8.  Conditions  de  possibujt^.  Si  chaque  terme  du  dividende^ 
pris  isolem^nty  est  divisible  par  le  diviseur^  il  est  Evident  que  le 
quotient  est  un  polynome  entier,  qu'on  peut  obtenlr  par  Tappli- 
cation  de  la  r^gle  pr^c^dente;  et  la  demonstration  de  cette  r^gle 
prouve,  d'ailleurSy  que  cette  condition  est  n^cessaire. 

S  UI.  Division  des  polynomea. 

tt9.  II  est  bien  rare  que  Ton  puisse  effectuer  la  division  d'un 
polynome  par  un  autre ,  c'est-Ji-dire  trouver  un  troisiime  poly- 
nome qui^  multiple  par  le  second^  reproduise  le  premier.  Gependant 
lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  admettent  une  lettre  com- 
mune, il  arrive  quelquefois  que  Ton  peut  meltre  le  quotient  sous 
cette  forme.  Nous  supposerons  ici,  que  les  deux  polynomes  son! 
ordonn^s  par  rapport  aux  puissances  d^croissantes  d'une  m6me 
lettre^  et  nous  chercherons,  s'il  est  possible,  h  repr^senter  le  quo- 
tient par  un  polynome  ordonn£  de  la  m^me  maniire. 

Le  proc^di^.  de  division  repose  sur  les  th^orfemes  suivants : 

60.  Th^or^me  I.  Si  deux  polynomes  sont  ordonnis  suivant  les 
puissances  dicroissantes  d'une  mtme  lettre^  et  que  le  quotient  de 
leur  division  soit  igal  a  un  polynome  ordonnS  de  la  mime  maniere^ 
le  premier  terme  de  ce  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  pre- 
mier terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

En  effet,  le  quotient,  multipli6  par  le  diviseur,  doit  reproduire 
le  dividende.  Or,  le  premier  terme  du  produit  de  deux  polyno- 
mes ordonn^s  provient,  sans  reduction  (4S),  du  produit  des  pre- 
miers termes  de  chacun  d'eux.  Le  premier  terme  du  dividende 
est  done  le  produit  du  premier  terme  du  quotient  par  le  premier 
terme  du  diviseur ;  et  le  premier  terme  du  quotient  r^sulte,  par 
consequent,  de  la  division  du  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur. 
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On  peut  remarquer  (41),  que  le  premier  terme  du  quotient 
sera  positif  ou  n6gatif»  suivant  que  le  premier  terme  du  divi- 
dende  et  le  premier  terme  du  diviseur  auront  ou  n'auront  pa^ 
le  m^me  signe. 

61.  Th^or&me  II.  Si  tan  muhiplie  h  diviseur  par  le  premiet* 
terme  du  qiu)tierUf  et  si  Von  retranche  le  produit  du  dividende^  an 
obtiendra  un  reste  qui^  divis6  par  le  diviseur^  donnera  paur  r6sultat 
fensemble  des  autres  termes  du  quotient. 

Le  dividende  est  £gal,  en  effet,  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient.  Si  done  on  en  retranche  le  produit  du  diviseur  par  un 
des  termes  da  quotient,  le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
la  somme  des  autres  termes  du  quotient :  cette  somme  sera,  par 
suite,  le  quotient  de  la  division  du  reste  par  le  diviseur. 

62.  RiiGLs  DE  DIVISION.  Les  deux  th^or^mes  pr6c6dents  per- 
mettent  de  faire  une  division  quelconque :  car  le  premier  donne 
le  moyen  de  trouver  le  premier  terme  du  quotient,  et  le  second 
ram^ne  la  recherche  de  tons  les  autres  h  une  division  nouvelle. 
Le  premier  thfiorfeme,  appHqu6  Ji  celle  division  nouvelle,  permet 
de  trouver  le  premier  terme  du  nouveau  quotient,  c'est-2i-dire 
le  second  lerme  du  quotient  cherch^;  et  le  second  th^or^me 
ramine  1&  recherche  des  suivants  k  une  troisi^me  division,  et 
ainsi  de  suite. 

De  \k  r^sulte  cctte  r&gle  : 

Pour  diviser  un  polynome  par  un  autre :  aprls  les  avoir  ordannis 
tuivoM  les  puissances  dicroissantes  d^une  mime  lettre^  on  divise  le 
premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur;  ce  qui 
donne  le  premier  terme  du  quotient.  On  mulliplie  le  diviseur  par  ce 
quotient,  et  Fan  retranche  le  produit  du  dividende:  cette  soustraction 
se  fait  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  a  soustraire,  et  en  ri- 
duisant  les  termes  semblables.  On  divise  le  premier  terme  du  reste 
par  le  premier  terme  du  diviseur;  ce  qui  donne  le  second  terme  du 
quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  ce  second  terme,  et  Vonretran- 
che  le  produit  du  reste.  On  obtient  ainsi  un  second  reste,  dont  on  di- 
tise  le  premier  terme  par  le  premier  terme  du  diviseur :  ce  qui  donne 
le  troisihne  terme  du  quotient.  On  muUiplie  le  diviseur  par  ce  trai- 
«^me  terme,  et  fan  retranche  ce.  produit  du  second  reste.  On  conti- 
nue  ainsi,  jusqvfh  ce  que  Von  trouve  ziro  pour  reste. 

Le  polynome,  dont  on  a  obtenu  ainsi  les  termes  un  &  iu)>  est 
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le  quotient  cbercbi ;  car^  en  operant  d'apr&s  cette  r^gle,  on  a  re- 
trancbi  success! vemcnt  du  dividende  les  produits  du  diviseur 
par  les  difft^renls  termes  de  ce  polynome;  puisqu*il  ne  reste 
rien,  il  faut  que  le  dividende  soit  le  produit  du  diviseur  par  ce 
polynome,  c'esl-&-dire  que  ce  polynome  soit  le  quotient. 

63.  ExEMPLEl.  Soit  i  diyiser  s*  +6x*+4^-*4fl^+'  — 1  par  4^+«^l  :  on 
6crira,  comme  il  suit^  le  diriseur  II  la  droite  du  dividende,  en  les  s^parant  par 
one  barre  verticale. 


Diyidende...        «*+6»*+4x*  — 4«*+af— 1 


a;'  +  a:— 1  diviseur. 


*■  +  5«'  + 1         quotient. 


!•»  reste 5««  +  5x»— 4a?'+«  — 1 


V  reste «*+»— 1 

— a?— «  +  l 


0 

Le  premier  tinrme  du  quotient  est  x*,  quotient  de  la  diTision  de  «*  par  «*.  Le 
lirodiiU  du  diviseur  par  c*  est  j:*  +'^— i^;  on  ecritsous  le  dividende  oe  produit 
change  de  signe ;  ce  qui  r^duit  la  soustraction  k  faire  une  simple  rMuction  de 
termes  semblables  :  el  i*on  obtient  ainsi  un  premier  reste  5x^  +  5«* — kpc^+z — 1. 

Le  second  terme  da  quotient  est  hx*,  quotient  de  la  division  de  bx^  par  a?^  On 
multipUe  le  diviseur  par  5a?,  ce  qui  donne  5af*-|r5«"— 5«';  puis  on  icrit  ce  pro- 
duit sous  le  premier  reste  en  changeant  son  signe,  et  Ton  op^re  la  reduction. 
On  obtient  pour  second  reste  «*+  « —  1 . 

Le  troisi&me  terme  du  quotient  est  1 ,  quotient  de  sfi  par  «'.  Si  Ton  mulUplie 
le  diviseur  par  1 ,  et  qu'on  retranche  le  produit  du  second  reste,  on  obtient  pour 
reste  0.  Le  quotient  cherch6  est  done 

On  doit  s*babituer  k  effectuer  k  la  fois  la  multiplication  de  cbaque  terme  du 
diviseur  par  le  terme  trouvS  au  quotient,  la  soustraction  du  terme  correspon- 
dant  du  dividende,  et  la  reduction  des  termes  semblables.  Le  tableau  du  calcul 
wt  r6duit  alors,  comme  on  le  Toit  ici : 

Dividende..,      «i  +  6!r«+4a;»  — 4«»+«— 1  I  g«.fg— i  divisenr. 

l^'ieste.....  fi«*H-5«* — 4a^-f«— I  I  «*H-5a*  +  l      quotieBt 

2*  xeste tt^+m  —  l 

0 

EzjocpLB  II.  Les  coefficients  de  la  lettre  ordonnatrioe  sent  desmoiiomes  liiU- 
raux. 

Soit  k  diviser  le  polynome 

15<i«—  9a'5— 25a«&>  +  19flV—  6a<5<  +  13fl»d»  —  4a*«  -  6(ib'+  25» 

par  le  polynome 


DU  GALCUL  AL€£bRIQUE. 
ncras  eontenterons  de  faire  le  tableau  du  calcal. 
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tFreHa 


9a»b»— 6a*6*-h  1 3a»6«— 4o'b*— bob' + 2M  5a*— 3o«6— 2a'6*+6»  Q* 
+  ya'6»  -5ad»-H26» 


ExsHPLB  III.  La  i^gle  pr^edente  ne  suppose  nullement  que  les  puissances 
de  la  lettre  ordonnatrice  aieut  des  coefficients  num^riques  ou  monomes.  Ces 
ooeifficients  peuTent  6tre  des  pohnomes  (4:3), sans  quMi  y  ait  rien  h  changer  anx 
maooDements  et  &  la  mani^re  de  proc^der.  Seulcmeot,  quani  les  coefficients  du 
premier terme  du  diridende  etdu  premier  terme  dudiviseur  sontdespoi^nomes, 
il  y  a  des  dlYiaions  partielles  k  operer,  cbaque  fois  que  I'on  veut  obtenir  un 
nouveau  terme  du  quotient.  Yoici  un  exemple  : 

a?— 8a*6»   I    a*   x'-h2a*\x*—a*    lB+§a*b* 
— 2ab' 


f  •• 

^-«-Ja* 

^H-a<6 

flr'-Sfl* 

x'+o' 

-SaFb 

— 5rt«6 

— 4a«b» 

+a«b 

+o»6' 

1 

-i-»aft» 

H-2a«6« 

— 3aV 

-hioa'b* 

+2a*  b* 

ii 

I  ^""^'^ 

—So*' 

-i-8al>* 

— 3a'b* 

— «o«6* 

"> 

+SI>* 

+46* 

+a6* 

-2o«6» 

a 

t 

.— 5b» 

-i-2ab* 

H-b' 

r 

H-«* 

x^+a* 

r»— 3a* 

xVo' 

— lo«6 

— 3a"fc« 
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9*  division  partielle. 

— a^+2<f*b— aV+d'b*— 2ab*-4-b»  |a*— 2flb-f-y 

On  drrise  d'abord,  dans  eo  cas,(a>—3«'&  +  3a2^— 5>),ooQffieie&t da  premier 
lerma  du  dividende,  par  (a»— 2a5  +  V) ,  coefficient  du  premier  terme  du  diri- 
seur  (premiere  diviaion  partielle) ;  ce  qui  donne  (o  — «.Etcomme  x\  divis^ 
par  j^,  donne  «',  le  premier  terme  du  quotient  est  (o— !))«•.  On  multipliele 
ditiseur  par  oe  terme,  oe  qui  oblige  k  effectuer  plosieurs  multiidications  de 
folrnoBMs;  pais  «  retianche  ce  produit  du  dlTideode,  el  on  a  iin  pKemier 


44  LIVRE  L 

resta.  Pour  continuer  Topfiration,  on  doit  diviser  (a*— 3a*5  +  2aW+ab»— b^, 
coefficient  du  premier  terme  du  reste^  par  (a*—  2ah  -f  b*),  (deuxi^me  division 
partielle) :  ce  qui  donne  (a*—ab^h^),  Le  second  terme  du  quotient  est  done 
(a' — ab—l)^)x.  La  multiplication  du  diviseur  par  ce  terme,  et  la  soustraction, 
am^nent  un  nouveau  resle,  sur  lequel  on  op^  comme  sur  le  pr6c6dent;  et  I'dd 
arrive  ainsi  au  quotient  cherch6. 

es.  Conditions  de  possibility.  —  Les  raisoniiementSy  qui 
nous  ont  conduit  au  procSd6  de  division,  supposent  essentielle- 
ment  que  le  quotient  puisse  s'ezprimer  par  un  polynome.  Or, 
iorsqu'on  a  h  diviser  un  polynome  par  un  autre,  on  ignore  le 
plus  souvent  si  cette  condition  est  remplie.  II  est  done  important 
de  determiner  les  caract&res  auxquels  on  reconnattra  qu*une 
division  est  possible  sous  cette  forme.  Ges  caract&res  se  rencon- 
trent  dans  le  proc6d6  mfime  que  Ton  emploie. 

En  efTet,  si  une  division  est  possible, 

l*»  Le  premier  terme  du  dividende  doit  ilre  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  et  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier 
terme  du  diviseur  (4S). 

2°  Le  premier  terme  de  chaque  reste  doit  itre  divisible  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur :  car  ii  est  le  produit  du  premier  terme  du 
diviseur  par  un  terme  du  quotient. 

Z'*  Apris  un  certain  nombre  de  divisions  partielles  successives,  on 
doit  trouver  au  quotient  un  terme  qui^  muUiplid  par  le  diviseur,  re- 
produit  le  dividende  partiel  qui  Va  foumi :  car  on  doit  obtenir  le 
reste  z^ro. 

Ges  condiUoDS  sont  n^cessaires :  et  si  Tune  d*elies  n'est  pas 
remplie,  il  n'existe  pas  de  quotient  sous  la  forme  d*un  polynome : 
la  division  ne  pent  s'effectuer. 

Ges  conditions  sont  suffisantes ;  car  si  elles  sont  rem  plies,  le 
proc6d6  employ^  fournit  dvidemment  un  polynome,  qui,  mul- 
tipUe  par  le  diviseur,  reproduit  le  dividende. 

66.  GaractIires  auxquels  on  reconnait  si  une  division  peut 
ou  NE  PEUT  PAS  s'effectuer.  —  Lorsquc  les  polynomcs  sont  or- 
donnas,  comme  nous  I'avons  suppose  (59),  suivant  les  puissances 
d^croissantes  d'une  m6me  lettre,  Texposant  de  cette  leltre  daus 
ie  premier  terme  de  chaque  reste  va  toujours  en  diminuant, 
puisque  la  reduction  des  termes  semblables  fait  disparaltre  au 
moins  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel.  Par  con- 
sequent, si  Ton  continue  d'appliquer  le  procide  de  division,  on 


DU  GALGDL  ALG^BRIQUE.  45 

arriDera  rUcessairement  a  un  reste,  dont  le premier  terme  contiendra 
la  kure  ordarmatrice  avecun  exposant  plus  faible  que  celui  dont  elle 
est  affectie  dans  le  premier  terme  du  diviseur.  Ou  ce  resle  sera  nul, 
ct  la  division  sera  effectu^e ;  ou  il  ne  sera  pas  nul ,  et  la  division 
sera  impossible. 

Remarquons,  d'ailleurs,  que  Ton  pourra  Aire  averti  de 
rimpossibilit^  de  la  division,  avant  d'arriver  au  reste  dont 
nous  parlous.  Gar  il  pourra  se  faire  que  le  premier  terme  d'un 
reste  anterieur  ne  soil  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  divi- 
seur. 

£ZEIIPLB  IV.  Diviser  »*  +  5«^  +  2**  par  «»+  x, 

+  4»«  +2a;'  I  «'  +  4«»— 2«  +  2       quotient. 
— 2a^ 

+  24f» 

— 2« 

La  suite  des  calculs  am^ne  le  reste — 1x^  qui  n'est  pas  divisible  par  a^  :  done 
la  division  est  impossible. 

Quand  une  division  ne  pent  pas  s'efTecluer,  il  existe  un  autre 
caractfere  auquel  on  peut  reconnaftre  k  quel  moment  on  doit 
s*arr6ter.  En  efiet,  si  la  division  est  possible,  le  dernier  terme 
do  dividende  doit  6tre  le  produit  du  dernier  terme  du  diviseur 
par  le  dernier  terme  du  quotient  (45).  II  rAsuIte  de  Xh^  qu'on 
peut  determiner  immAdiatement  le  dernier  terme  du  quotient, 
en  divisant  le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  terme 
du  diviseur.  Done,  lorsqu'en  formant  les  termes  successifs  du  quo- 
tientj  an  en  trouvera  un  de  degr6  mmndre  que  le  terme  ainsi  cal- 
cuUj  on  pourra  affirmer  que  Vopiration  ne  se  termine  pas^  el 
qu'aucun  polynome  ne  peut  reprAsenter  le  quotient.  Il  en  sera 
de  mtmej  si  ton  arrive  hun  terme  de  mime  degri  que  teterme  ainsi 
ealcuUy  et  qui  ne  lui  soit  pas  identique. 

Dans  rezemple  IV ,  si  le  quotient  existait^  le  dernier  terme  aevrait  6tre  2^, 
qnotient  de  2x'  par  «.  Or  le  premier  terme  4a^  du  premier  reste,  diyisi  par  •>, 
donnepour  quotient  4a^.  Sans  aller  plus  loin,  on  peut  afflrmer  que  la  division 
nesetemunera  pas. 

67.  Division  des  polynomes  ordonn^s  suivant  les  puissances 
CROissANTES  d'une  lettre.  II  arrive,  dans  certains  cas,  que  Ton 
ordonne  les  termes  d'un  polynome  suivant  les  puissances  crois- 
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sanies  d'une  lettre.  On  peut  faire  la  division  de  deuxpolynomes 
ordonnes  de  cette  maniere,  et  trouver  les  divers  term  as  du 
quouent,  en  commenQ'nt  parceux  dans  lesquels  la  lettre  prin- 
cipale  a  le  moindre  exposant.  Li  ih^orie  est  absolnment  la 
meme  que  dans  le  mode  oi  dinaire  d^operer;  seulement,  dans  le 
cas  oil  la  division  exacle  n'esl  pas  possible,  il  peut  arriver  qu'elle 
se  poursuive  ind^finiment;  et  Ton  obtient  alors  des  restcs,  dont 
le  degr6  augmente  de  plus  en  plus,  au  lieu  de  diminuer^ comma 
cela  avail  lieu  dans  le  cas  des  polynomes  ordonn6s  suivant  les 
puissances  d^croissan  les. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  maniere  d'opcrer^  reprenons  la  division 
effectu^e  au  paragr<nphe  (63),  en  ordonnant  les  deux  polyoomes  suivant  las 
puissances  croissantes  de  x. 

Exemple  V.  Divid*  —  1  +  «  -4a:*  +  4a?*  +  6* *  +  «*  I  - 1  +  g  -f- «»         dir 

— 5a;"  +  4ir*  +  6ap<-|-a?*  |  +l+5«»  +  ic»       quot« 

—  x^-\-  x*  +  x^ 

Nous  dirons :  le  dividende  etant  le  produitdu  diviseurpar  le  quotient,  I3  tenne, 
dont  Ic  degr6  en  a;  y  est  le  moins  61ev6,  provient  sans  reduction  du  produit  des 
deux  termes  analogues  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient  (4S);  et,  par  conse- 
quent, le  premier  terme  du  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du  premier 
tarme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur  :  il  est  +.  1- 

On  (16montrera,  absolumenl  comme  on  Ta  fait  (61),  qu'en  retranchant  da 
dividende  le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient,  on  obtient 
un  resie  —  5a'+4x»4-6x*4-af*  qui,  divis6  par  le  diviseur,  foumira  les  termes 
qui  doivent-completer  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  4gal,  pour  les  raisons  denudes  plus  haut,  au 
quotient  de  la  division  de  —  5x'  par  —  t ,  c'est-i  dire  quMl  est  -f-  5a;*. 

En  multipliant  +  ^'  par  le  diviseur,  en  retranchant  le  r^ultat  du  premier 
reste,  on  obtient  un  second  reste — «' -f- «*  +  a;*,  qui,  divis6  par  le  diviseur, 
fournira  les  termes  qui  doivent  completer  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  egal,  pour  les  raisons  denudes  plus  haut,  au 
quotient  de  la  division  de  — x^  par  —  1,  c'est-i-dire  qu'il  est  +  a:* ;  en  le  multi- 
pliant  par  le  diviseur,  et  retranchant  le  produit  du  reste  prcc^dent|  on  trouve 
une  difference  nulle ;  et  reparation  est  par  consequent  termin^e. 

68.  GaRACT^RE    AUQUEL    on  RECONNAIT    QU*UNE  division    AINSl 

ORDONN^E  EST  IMPOSSIBLE.  Dans  Tcxemple  pr6c6dent,  Topiralion 
se  termine,  et  ler^suUat  est  identique,  comme  cela  devait  fitre, 
avec  celui  qu'a  fourni  la  premiere  maniere  d'op6rer.  Mais  il 
n'en  seraitpas  de  m6me,  si  nous  prenionsune  division  impos- 
sible k  efTectuer  exactement*  Soit,  par  exemple*  k  diviser 
(l+a?+iB»+2a?»)  par  (l+to). 


I 
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CxiHFLB  TI.   Dmdesda  1  +«+  s'  +  aa?  I  +1x diviseur. 

f  — »+  «»-f2a?»tl—«  +  3«»—4»»+...  quotient. 

+  8af« 

En  appliquani  le  proc6d£  ordinaire  k  cet  example,  on  obtient 
des  restes  successifs,  dans  lesquels  Texposant  de  laletlre  x,  au 
I  premier  terme,  va  toujours  en  augmentant;  d'ailleurs  la  divi- 
sion du  premier  terme  dechaqne  reste  par  le  premier  terme  du 
divisear  est  toujours  possible.  Done  le  premier  caract&re  d*im- 
possibilit6  (66)  ne  se  manifestera  pas. 

Mais  il  en  existe  un  autre,  analogue  au  second,  qui  se  pr6- 
sente  toujours,  dans  le  cas  oil  la  division  ne  pent  pas  s'efTectuer. 
En  effet,  si  la  division  est  possible,  le  dernier  terme  dudividende 
est  le  produit  du  dernier  terme  du  quotient  par  le  dernier 
lerme  du  diviseur ;  par  suite,  le  dernier  terme  du  quotient  s'ob- 
tiendra  imm^dialement,  en  divisant  le  dernier  terme  du  divi- 
dende  par  le  dernier  terme  du  diviseur.  Or  le  degr^  des  termes 
du  quotient,  par  rapport  &  la  lettre  ordonnatrice,  va  en  augmen- 
tant. Done,  hrsqu^on  arriveray  en  appliquarU  le  procidi^  d,  placer 
au  quotient  un  terme  de  mime  degri  que  le  terme  ainsi  calculi  et 
qui  ne  lui  serait  pas  identique^  ou  bien  un  terme  de  degrisupirieur^ 
on  pourra  af firmer  que  la  division  est  impossible. 

Dans  rexempleVI,  si  le  quotient  existait,  son  dernier  terme  serait  ^,  quo- 
tient de  2s>  par  22 ;  done,  lorsqu'on  est  amen6  k  mettre  au  quotient  le  terme  3^, 
on  doitfl'arrdter;  la  division  ne  saurait  s'efTectuer. 

En  r^sum^,  on  voit  que,  dans  tons  les  cas,  le  proc6d6  m6me 
de  la  division  conduit  n^cessairement  k  des  caract&res  certains 
de  possibility  ou  dlmpossibilit^. 

S IV.  Des  divisioDs  qui  ne  peuvent  se  fkize  ezactement. 

69.  D^FiNrnoNS.  On  dit  qu*un  polyuome  est  eraier  par  rapport 
k  une  lettre  x»  lorsqu^il  jie  contient  la  lettre  a?  ni  en  d^nomina- 
teor,  ni  sous  Ic  signe  ^  •  Ainsi  Texpression 

est  on  poljnome  entier  en  x. 
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Si  un  polynome  estentierpar  rapport  iiune  lettre  Xj  le  degri 
de  ce  polynome,  par  rapport  k  cette  lettre,  est  I'exposant  le  plus 
^lev^  dont  elle  est  affect£e.  Le  polynome  pr6c£dent  est  du  3*  de- 
gv&  enx.  . 

On  dit  qu*un  polynome,  entier  en  x,  est  dwmMepar  un  autre 
polynome  entier  en  a;,  quand  le  quotient  peut  s'exprimer  par 
un  polynome  de  m^me  forme.  Les  coefficients  peuvent  6tre  quel- 

conques.  Ainsi  or*  —  3  est  divisible  parxv/a-J-v^;  le  quotient 

est  a;v  a —  y'a. 

Lorsque  les  deux  polynomes  n'ont  pas  pour  quotient  un  troi- 
si6me  polynome,  on  dit  qu'ils  ne  sont  pas  divisibles  Tun  par 
Tautre.  On  peut  n^anmoins,  dans  ce  cas,  donner,  en  g^n^ral,  k 
Texpression  de  leur  quotient,  une  forme  plus  simple  que  celle 
qui  r^sulterait  de  la  seule  indication  de  Topiration.  Nous  aliens 
d^montrer,  en  cffet,  les  thSor^mes  suivants. 

70.  Tn^oRiME  I.  Si  deux  polynomes  A  el  B  sont  entiers  enn  {k 
itant  d'un  degri  au  moins  ^gal  a  celui  deB),  on  peut  tovjoursmettre 

le  quotient-^  sous  la  forme  d^un polynome Q,  entier  en  x,  augmenti 

15 

(f  une  fraction  ^  ayant  pour  dinominateur  le  diviseur  B,  et  pour 

numirateur  un  polynome  R  entier  en  x,  de  degri  moindre  que  B. 

On  peut,  en  effet,  ordonner  les  polynomes  A  et  B  suivant  les 
puissances  ddcroissantes  de  x,  et  leur  appliquer  le  proc£d6  de 
division  (68) ;  comme  les  coefficients  du  quotient  ne  sont  pas 
astreints  ii  £lre  entiers,  on  peut  continuer  reparation,  jusqu'&ce 
que  Ton  trouve  un  reste  de  degr6  moindre  que  B.On  obtiendra 
ainsi  au  quotient  diffdrents  termes^  dont  aucun  ne  contiendra  x 
en  dinominateur.  Gar  les  dividendes  partiels  qui  les  fournis- 
sent  sont  tons  d*un  degr6  sup^ricur  ou  au  moins  £gal  k  celui 
de  B ;  et  leur  premier  terme  contient,  par  suite,  x  &  un  degr^ 
imp6rieur  ou  au  moins  £gal  k  celui  du  premier  terme  de  B. 

Soil  Q  Tensemble  des  termes  obtenus,  lorsque  Ton  parvient 
k  un  dividende  partiel  R,  de  degr6  moindre  que  B :  R  est  ce  qui 
reste  du  dividende  A,  lorsqu'on  en  retranche  successivement  les 
produits  de  B  par  les  divers  termes  de  0 ;  il  est  done  ^al  k 
A— BQ ;  et  Ton  a,  par  suite, 

A=BQ+R ; 
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\         ff  oby  en  diyisant  par  B  les  denx  membres  de  la  formulei 


I 


■ 
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le  qaotient  ^  est  done  mis  sous  la  forme  aononc^e. 

'.  71.  Th^or&he  IL  La  transformation  pricidente  ne  ptut  se  faire 

I  que  iwfie  seule  manihre. 

SopposoDSy  en  effet,  qu'en  ai?isant  A  par  B,  on  puisse  obtenir 
d*Qne  part  Q  pour  quotient  et  R  pour  reste,  et  de  I'autre  Q'  pour 
quotient  et  R'  pour  reste,  Q  et  Q'  6tant  entiers  en  x^  et  R  et  R 
itant  de  degris  moindres  que  B,  on  aurait,  par  ce  qui  pric^de, 

A  =  BQ+R,      A=BQ'+R'; 

et  Ton  en  conclurait, 

BQ+R=BQ'+R', 

fonnule  que  Ton  pourrait  icrire 

B(Q-QO=R'-R. 

Or  R  et  R'  etant  de  degrte  moindres  queB,  il  en  est  de  m6me 
de  lenr  difTSrence;  tandis  que  le  degr6  deB  (Q— Q'),  parrapporl 
h  Xy  esi  au  moins  £gal  it  celui  de  B.  Done  le  second  membre  est 
d'on  degr6  moindre  que  le  premier;  et  r£galit6  est  impos- 
sible. 


9Z,  EzEMPLBS.  On  troave,  par  la  m^thode  pr^c^dente: 


—  a? — =**  +  T 


*V' 


7a?»+«— 1     ' 


Si  le  degr6  du  polynome  A  6tait  moindre  que  celui  de  3,  le 
quotient  Q  serait  6gal  h,  z^ro,  et  le  reste  R  serait  £gal  au  divi- 
dendelui-mdme*. 

75.  Remarque.  Quand  on  applique  au  quotient  de  deux  poiy- 
nomes  A  et  B  la  transformation  pr^c^dente^  on  donne  au  poly- 
Alo,  B.  I"Partie  4 
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nome  Q  le  nom  de  quotient  entier^  et  au  num^rateur  R  de  la  frac* 
tion  n  celui  de  reste  de  la  division. 

74.  Gas  on  l*on  change  la  lettre  ordonnatricb.  Nous  avons 
prouv^  que,  les  deux  polynomes  A  et  B  6tant  ordonn^s  par  rap- 
port k  une  mfirne  leltre  a?,  le  quotient  entier  et  le  reste  ne  peu- 
vent  avoir  qu*une  seule  forme  (71).  Mais,  si  Ton  change  lalettre 
ordonnatrice,  les  m^mes  polynomes  peuvent  conduire  k  un 
nouveau  quotient  et  k  un  nouveau  reste.  Si  Ton  considdre,  par 
exemple,  la  fraction 

en  ordonnant  par  rapport  k  x^  on  trouve  pour  quotient  o^—yS 
et  pour  reste  2y^.  Si  Ton  ordonnait,  au  contraire,  par  rapport 
k  y,  on  trouverait  pour  quotient  y* — a^,  et  pour  reste  2a;*;  en 
sorte  que  Ton  a : 


iT*  -f-  y*      s      ) 


2a!' 


y*4-^ t     ^1 


$  V.  Differences  et  analogies  entre  la  division  arithmdtique  et  la  division 

des  polynomes. 


7tf .  Les  polynomes  ordonn^s  suivant  les  puissances  d'une 
m6me  lettre,  pr^sentent,  avec  les  nombres  entiers,  des  analo- 
gies qu*il  est  bon  de  remarquer.  Un  nombre  entier,  comme 
783214,  exprime  (7  X  10*)  +  (8  X  10*)  +  (3X  10»)  +  (2  XlO*) 
+(1 X  10)-{-4;  et  Ton  pent  Tassimiler  au  polynome 

7a^+ 8d?*+ Sa?* + 2a;* +a? + 4, 

danslequcl  on  aurait  suppose  a;=10.  Les  chiffres  du  nombre 
sont  ainsi  les  coefficients  des  termes  du  polynome.  U  ne  faut 
pas  croire  cependant,  que  toule  question  d'arithmitique,  relative 
k  des  nombres  entiers,  soit  purement  et  simplement  un  cas 
particulier  d'une  question  d'algebre,  dans  laquelle  ces  nombres 
seraient  remplac^  par  les  polynomes  correspondants. 
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Gomparons,  {Mir  ezemple,  les  deux  questions  sui?antes : 
Difiser  783214  par  321  : 

Diviser        7a?+8a?*+3a?»-|-2j;"+a?+4  par  3a;*+  2a?  + 1. 

Les  conditions  des  deux  probl^mes  ont  entre  elles  des  diffe- 
rences essentielles,  qui  ne  permeltent  pas  de  consid^rer  le  pre- 
mier comme  un  cas  particulier  du  second. 

l""  Les  divers  cbiflres  du  quotient  de  la  division  arithm^tique 
doivent  6tre  entiers ;  tandisque  le  quotient  de  la  division  alg£- 
briqne  pent  6tre  un  poly nome,  entier  par  rapport  h  x^  dont  les 
coefjQcients  soient  des  nombres  fractionnaires. 

2*  Les  divers  cbiffres  du  quotient  et  du  reste,  dans  la  division 
arilhmitique,  doivcnt  ^(re  moindres  que  10;  tandis  que  rien  ne 
limite  la  grandeur  des  coetGcients  des  diverses  puissances  de  x^ 
dans  la  division  alg^brique. 

3*"  Dans  la  division  arithm^tique,  ie  reste  doit  6(re  moindre 
que  le  diviseur.  Dans  la  division  alg^brique,  il  doit  6tre  de  degr^ 
moindre. 

4*  Snfin  en  algfebre,  les  r^sultats  obtenus  conviennent  pour 
toutes  les  valeurs  de  a?  :  11  n'y  a  pas  de  condition  analogue  en 
arithm^tique. 

%  VI.  Thdor^mea  et  applicatioDB. 

76.  TniORftME.  Si  un  polynomej  entier  en  x,  est  ordonni  par 
rapport  aux  puissances  dicroissantes  de  cette  Uttre,  le  reste  de  la  di- 
tision  de  ce  polynome  par  le  binome  (x — a)  s'obtient  en  remplafoni 
X  par  a  dans  U  polynome. 

En  effet,  le  diviseur  {x — a)  6tant  du  premier  degr6,  on 
pourra  pousser  la  division,  jusqu'it  ce  qu'on  obtienne  un  reste 
de  degr^  moindre,  c'est-&*dire  ind^pendant  de  x.  Soient  done 
X  le  dividende,  Q  le  quotient,  entier  en  x,  qui  r^sulte  de  cette 
division,  et  Rle  reste.  On  aura  identiquement  la  formule : 

X=:(a?— a)Q+R. 

Or,  cette  igaliti  a  lieu  pour  toute  valeur  attribute  &  » ;  car  en 
inultipliant  (x—a)  par  Q,  et  en  ajoutant  R  au  produit,  on  doit 
retrouver  identiquement  le  polynome  X,  sans  qu'il  soit  n6ces- 
saire  de  donner  k  x  une  valeur  parliculi^re.  On  pent  done  y 
8iipposer«=  a.  Or,  cette  hypothfese  annule  le  facteur  (a? -a); 
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elle  donne  h  Q  unc  valeur  d^terminSe ;  elle  annule  done  le  pro- 
duit  {x — a)  Q.  D'ailleurs  elle  ne  change  pas  la  valeur  de  R,  qui 
ne  contient  pas  x  :  done  si  Ton  d^signe  par  X«,  la  valeur  que 
preiid  X,  quand  on  y  remplacex  par  a,  r£galit6  se  rMuit  h 

X.=R. 

C'est  ce  qu'il  fallait  d6monlrer. 

77.  GoROLLAiRES.  1®  St  uu  polynoTM  X  dement  nulj  quand  on 
y  remplace  x  par  a,  t7  est  divisible  par  (x— a).  Car  X«,  6tant  nul 
par  hypoth^se,  le  restc  R  de  la  division  est  nul  aussi. 

2°  Si  un  polynome  X  est  divisible  par  (x — a),  U  se  rMuit  a  ziro^ 
quand  on  y  remplace  x  par  a.  Car  le  reste  R  6tant  nul  par  hypo« 
thftse,  il  en  est  de  mfiine  de  X«. 

Ainsi,  pour  qu'unpolynome,  entier  en  x,  soil  divisible  par  (x — a), 
U  faut  et  il  suffix  qu'il  se  riduise  h  z6ro,  quand  on  y  remplace  x 
para. 

78.  Cette  derni^re  proposition  est  d'une  grande  importance. 
Bornons-nous  k  en  signaler  quelques  consequences  :m  est,  dans 
ce  qui  suit,  un  nombre  entier  quelconque. 

lo  (x"  —  a")  est  toujours  divisible  par  (x — a).  Garce  polynome 
s'annule,  quand  on  y  remplace  x  par  a. 

2*  (x^-j-a")  n'est  jamais  divisible  par  (x — a).  Car,  en  rempla- 
gant  x  para  dans  le  dividende,  onobtient  le  reste  2a* 

30  (j^in_a"')  est  divisible  par  (x+a),  quand  m  est  pair,  et  ne 
rest  pas,  quand  m  est  impair,  Eneffet,  diviser  par  (x+a),  c'est 
diviser  par  [a?— ( — a)] :  il  faut  done,  pour  avoir  le  reste,  subsli- 
tuer  (—a)  h  x.  Le  dividende  devient  alors  [(—a)*— a*"].  Or, 
si  m  est  pair,  on  a  (40)  ( — ay^s^a'^;  et  si  m  est  impair,  on  a 
(— a)*=— a*.  Done  le  reste  est  nul  dans  le  premier  eas,  et  il 
est  (—  2a**)  dans  le  second. 

4*  (x^+a")  est  divisible  par  (x+a)  quand  m  est  impair^  et  ne 
rest  pas,  quand  m  est  pair.  Car,  en  substituant  encore  ( — a)  h  x, 
le  dividende  devient  [{ — ay^-^-a"^].  II  est  done  nul,  si  m  est  im- 
pair ;et  il  est  2a'",  si  m  est  pair. 

79.   LOI  DU    QUOTIENT    DB   LA    DIVISION    D'uN    POLYNOME    PAR 

{x^a).  Nous  avons  fait  connattre  la  (oi,  d'apr^s  laquelleon  ob- 
tientle  reste  de  la  division  d'un  polynome  par  {x — a)  (7e).0n  peut 
aussi  d^couvrir  ais^ment  laloi  du  quotient.  Repr^sentonsle  poly- 


DU  GALGUL  ALG£BRIQUE.  53 

nome  par  A,rB*+Aiaj^*+A,af^*+...+Aii,.aa?*-f  A,H-ia?+A,, 
et  cberchons  k  effectuer  la  division. 


A«a|«-^+As»'^+...+A.»-rf5»+A«-.,ap+A. 
+A,  I 

+A«a 


l-R** 


r  R-  {  +Aia 

+A, 


'+A^ 
+A« 
^•^+ . . .  +A»_3**4- Ag»_i«+ A« 


«— a  JDiV. 


x-*+...  <y. 


Le  premier  terme  du  quotient  est  k^^.  En  multi  pliant  le 
diviseur  par  ce  terme,  et  en  retranchant  le  produit  du  divi^ 
dende,  on  obtient  un  premier  reste,  dont  le  premier  terme  est 
(A|a  -f-  \i)af^^y  et  dont  les  autres  sont  les  termes  m6mes  qui 
suiyent  le  second  dans  le  dividende.  Le  second  terme  du  quo- 
tient est  (A,a-{-Ai)af*~*;  pour  avoir  le  premier  terme  du  second 
reste,  il  faut  multiplier  par  a  le  second  terme  du  quotient,  et 
lui  ajouter  le  troisi^me  terme  du  dividende :  on  obtient  ainsi 
(A,a*-|-Aia+Ai)af*-*.  Par  suite  le  troisi^me  terme  du  quotient 
est  (A^a*+ Aia+A^a?*^.  En  continuant  le  calcul,  on  met  faci- 
lement  en  6vidence  la  lol  suivanfe : 

Le  quotient  <Pun  polynomey  enUer  enx^  du  degri  m,  par  (x — a)» 
est  un  polynome^  entier  en  x,  du  degri  (m — 1).  II  est  ordonni,  comme 
le  polynome  proposi^  par  rapport  aux  puissances  dicroissantes  de  x. 
Le  coefficient  du  premier  terme  est  celui  du  premier  terme  du  dim* 
dende.  Pour  obtenir  le  coefficient  du  second  terme j  on  multiplie  le  pri* 
cident  par  a ;  et  Von  ajoute  au  produit  le  coefficient  du  second  terme  du 
dividende.  Pour  former  le  coefficient  du  troisihme  terme^  on  multiplie 
celui  que  Von  vient  de  former  par  a,  et  Von  ajoute  le  coefficient  du 
troisitme  terme  du  dividende.  Et,  en  giniralj  le  coefficient  du  n*"* 
terme  est  igal  au  produit  du  coefficient  pricident  j7ar  a,  produit 
augmenti  du  coefficient  du  n*"*  terme  du  dividende.  Si  le  dividende 
riest  pas  un  polynome  complet,  il  faut  ritablir  les  termes  qui  manr 
'  quentj  en  leur  donnant  x6ro  pour  coefficient. 

EzEMPLE.   Trouver   le  quotient  ec  le  reste  de  la  diTision  du  polyuomt 
3(1 — 4^4 — 2«'  +  7  par  A— 2.  On  ^crit  ainsi  le  dividende 

OQ  trouve  pour  quotient  3»*  +  2«*  +  4«'  -I-  6»  + 12,  et  pour  reste  31. 
Si  Ton  applique  la  loi  pr6c6dente  aux  exemples  du  n«  9S,  on  trouve  : 
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g^j/^ yiM 

x-\-  a 
•i  m  est  pair; 

et  — ; —  =ar-*— ••■-•■f  a\B*-«— +  a—V— a"^«+a"-* r—, 

■i  m  est  impair. 

ti  m  est  impair ; 

et^-~?!!=«"-»— oar-»+a«flr-»— ^a*-»»»  +  o»-««— a— '+-??^, 

ti  m  est  pair. 
On  peut,  d'ailleurs,  obtenir  directement  ces  formules. 

80.  TH^ORiBfE.  Si  unpolynome  A,  mtier  en  x,  se  riduit  a  ziro 
quand  on  y  rtmplact  x  par  a,  ou  par  b,  ou  par  c  (a,  b,  c,  itarU 
du  novnJbres  inigamx),  ce  polynome  est  divisible  par  le  produit 

(x— a)(x— b)(x  — c). 

En  effet,  puisque  A  s*annule  pour  a;=a»  il  est  divisible  par 
{x — a)  (77).  Si  done  on  d&^igne  par  Q  le  quotient,  entier  en  s, 
que  Ton  obdent,  on  a : 

A  =  (a?-a)0. 

Gette  £galit6  ayant  lieu ,  quel  que  soit  a?,  on  pent  y  supposer 
^=6 ;  et ,  si  Pon  disigne  par  Q^  la  valeur  de  Q^  dans  cette  hypo- 
th&se,  IYgalit6  devient 

0=:(6— a)Q,. 

Or,  la  difiKrence  (ft — a)  n'est  pas  nulle,  par  hypoth^:  done 
Qft=0.  Done  Q  est  divisible  par  {x — b)  (77).  D^signant  le  quo- 
tient par  (y,  on  a : 

et  par  suite,  k={x—a)(x—b)Qf. 

Gette  ^alit6  ayant  lieu,  quel  que  soit  x,  on  peut  y  supposer 
x=^e;ei  die  devient: 

0=(c-.a)(c-6)Q'., 

O't  6tant  la  valeur  que  prend  alors  Q'. 
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Or,  les  difiRSrences  (c— a),  {(?—  6),  ne  sont  pas  nulles :  done  Q*. 
doit  Are  nul.  Done  Q*  est  divisible  par  (x—c);  et,  en  d^signant 
le  noQf ean  qaotient  par  Q^,  on  a : 

Q'=(a?_c)(y, 

d'oft  A=(a?— a)(a?— 6)(a?— c)Q'. 

Done  A  est  diYisible  par  le  produit  (x  —  a)  (j?— fr)  (x — c). 

EXERCICE8. 

L  TrouTer  la  condition  nScessaire  et  suffisante  pour  que  («"— a")  soit  di?i- 
sible  par  («•—«•). 
U  &ut  et  il  soffit  que  m  soit  divisible  par  n. 

Q.  Proaver  que  le  polynome 

eit  diTisible  par  le  produit  (s—  y)  (s—  jr)  (y  —  jr). 
in.  ProuTer  que  le  polynome 

9^yW-\-  y'%^tr+  x^s^y —  sry^x^  —  y^xfae^ — s'«*y^ 
•it  dhiaOde  par  le  m6me  produit. 

IV.  ProuTer  que  ,  si  m  est  impair,  le  polynome 

(a  +  &+ c)- — a- —  (>•— «■ 

«t  divisible  par  le  produit  (a+l)  (a+c)  (&+c). 
La  demonstration  des  exercices  II,  III,  IV,  s'appuie  sur  leth6or^me  du  n*  Sfj 

V.  Si  un  polynome,  entier  en  c,  a  pour  coefficients  des  nombres  entiers,  et 
ill  prend  des  valours  num^riques  impaires,  quand  on  y  remplace  x  par  0 
pur  1  successivement,  ce  polynome  ne  pourra  M  r6duire  k  zero  pour  aacune 
nlear  oitlere  attribute  k  m. 


CHAPITRE  IV. 

BE8  FRACTIONS  ALGEBMQVnBS. 

81.  DipnfiTiONS,  Lorsqu'une  expression  A  n'est  pas  diiasiUe 
par  une  expression  B,  on  indique  le  quotient,  comma  on  Fa  vu» 
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(S2)  par  la  forme  •«•  Gette  expression  porte  le  nom  de  fraction 

algibrique.  Le  dividende  A  est  le  mmiirateur ;  le  diTiseur  B  est  le 
din(nninat€ur ;  A  et  B  sont  les  termes  de  la  fracUon. 

Vne  fraction  algibrique  est  plus  g£n6rale  qu'une  fraction 
arithm6tique ;  car  les  termes  de  la  premiere  ne  sont  pas,  comme 
ceux  de  la  seconde,  assujeltis  k  6tre  des  nombres  entiers.  Mais 
nous  allons  montrer  que  les  regies  de  calcul  sont  communes 
auz  deux  genres  de  fractions. 

S  I.  Transformation  des  fractions  alg^briques. 

89.  Th^or^he.  On  n*dlUre  pas  la  vaieur  (Tune  fraction  algibri* 
quCj  en  multipliantses  deux  termes  par  une  mime  qiumtUi. 

Enefifety  soient  r  la  fraction  proposie,  etmie  multiplicateur. 

Reprisentons  par  une  lettre  q  le  quotient  de  la  division  de  a  par 
6 :  on  a,  d'aprfts  la  definition  mime  de  la  fraction, 

a=bq. 

Multipliant  par  le  m£me  nombre  m  ces  deux  quantit^s  igales, 

on  a  : 

am  =  bqm=ibmq; 

eU  divisant  par  bm  les  deux  produits  6gaux»on  obtient  r^galiti 

atn  am      a 

bm     ^'  bm      b^ 

qui  d^montre  le  ihior&me. 

La  mtme  formuh  prouve  que  Von  n^aUbre  pas  la  trafeur  ^rme 
flractum^  en  divisant  ses'deux  termes  par  tme  mime  quantiU. 

Le  principe  fondamental  itant  ainsi  le  mime  en  alg&bre  qu'en 
arithmetique,  les  consequences  seront  les  mAmes. 

85.  SiMPLinCATiON  DES  FRACTIONS.  On  simpHfie  une  fraction 
algibrique^  en  supprimant  les  facteurs  communs  i  ses  deux  ter- 
mes (82). 

Lorsque  les  deux  termes  sont  des  monomes,  il  est  toujours 
facile  de  d£couvrir  leurs  facteurs  communs. 

Soit,  par  ezemple,  la  fraction  /.j.  Le  plus  grand  commun  diviseurdet 
coefficients  est  4;  quant  auz  facteurs  litt^rauz  communs,  on  reconnait  imm^ia* 
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lement  on  facteur  a,  trois  facteurs  h,  un  facteur  c,  et  un  fiicteur  d.  Enles  sup* 
priioant,  on  obtient  la  Traction  simplifi^e  -r^Xn" 

LoTsque  les  deux  termes  sont  des  polynomes,  oh  trouve  en- 
core imm^dialement  leurs  facteurs  monomes  communs. 

12  a*b*  ^  8  a^b^ 
Aian,  dans  la  fraction       „^      ^.^ ,  on  apergoit  le  facteur  monome  4a'b  : 

si  on  lo  supprime.  la  fraction  se  r^duit  k  f  >  "~,f, . 

Hais  il  n*est  pas  aussi  facile  de  d^couvrir  les  facteurs  poly- 
nomes qui  seraient  communs  aux  deux  termes  :  la  recherche 
de  ces  facteurs  se  raltache  h  la  th^orie  du  plus  grand  commun 
diviseur  alg^brique,  qui  appartient  h  I'alg&bre  sup^rieure.  Ge- 
pendant  il  arrive  quelquefois  que  des  caract&res  particuliers 
permettent  de  les  determiner. 

Prenons  pour  ezemple  la  fraction 

a<  — 2a*  +  4a»~7a-h4 
a*-foa  — 6 

On  reoonnaSt  que  le  numirateur  et  le  d^nominateur  s'annulent  pour  Phypo* 
th^ae  a=1  :  ils  sont  done  (77)  divisibles  tons  deux  par  (a—  1).  Si  I'on  sup- 
prime  ce  facteur  commun,  la  fraction  se  r^duit  2L 

a+6 
De  m£me  la  fraction 

8 o»c»da— 72  yc'd* 

eac^(P—lBbc'<P 

peut  s'^eiire,  en  isolant  les  facteurs  monomes  communs  aux  termes  du  numi- 
rateur,  et  les  facteurs  communs  aux  termes  du  d^nominateur, 

8c»d^(a»--96»). 
6cM»(a— 3  6)  ' 

el,  sous  cette  fonne,  on  reconnaU  que  2(^  (a— 3&)  est  commun  aux  deux 
termes.  La  fraction  se  r^uit  done  k 

4d(a+3b) 
3c 

84.  R^ucnoN  des  fractions  au  M^ifs  d^nominateur.  On 
riduit  des  fractions  au  mime  dinominateurj  en  mullipliant  les  deux 
termes  de  ehamne  deUes  par  le  produit  effectui  des  dinominateurs 
de  tautesks  atures.  Ainsi  les  fractions 

a    c    e    g 
V  5'  7'  h' 
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deidennent,  par  cette  transformation^ 

adfh      cbfh      ebdh      gbdf  ^ 
Mfh'     bdfh'     bdfh'     bdffi* 

elles  n*ont  pas  change  de  valeur  (82) ;  elles  ont  pour  d6noml* 
nateur  commun  le  produit  des  d^nominaleurs  primilifis. 

On  pent  quelquefois  obtenir  un  d^nominateur  commun  plus 
simple quece  produit:  caril  suffit  de  choisir,  comme  en  arith- 
m£tique,  une  expression  divisible  par  chacun  des  d^nomina- 
teurs  particuliers.  Lorsque  ces  d6nominateurs  sont  monomes , 
ce  multipU  commun  est  igal  au  produit  du  plus  petit  multiple 
commun  des  coefficients,  par  les  facteurs  litt^raux  pris  chacoD 
avecleur  exposant  le  plus  61ev£. 

Soient,  par  exemple,  les  fractions 

A  B  C 

na^b'c*    I6a'6*'    WaS?' 

ie  plus  petit  multiple  commun  est  144  a'&^c^.  Les  quotients  de  cemonome  par  let 
d^nominateurs  sont  respectivement  \2l^(^,  %a<^,  8aV^.  Les  fractions  6<juifar 
lentes  soot  done 

Axnh*c*     Bx9ac»     CxBo^b* 
144a»6*c»  '    144o»5«c»'    144o»6<c^* 

Si  les  d^nominateurs  sont  des  polynomes,  la  recherche  d'un 
multiple  commun  plus  simple  que  leur  produit  ne  peut  s'ex^- 
cu(er»  en  g^ndral ,  qa'k  Taide  des  theories  de  Talg&bre  sup6- 
rieure.  Gependant  il  peut  arriver  que  des  considerations  parti- 
li^res  en  rournissent  Texpression. 

Solent^  par  exemple ,  les  fractions 

3^'  2b{a—by   4a(a  +  b)'    9a>(a'— M| 

Comme  a»  —  l)»=  (0  +  5)  (a— 6),  on  volt  que  i'ezpression  36 nV  (o^— ft")  eil 
divisible  par  chacun  des  dtoominateurs ;  les  quotients  sont  respectivement 

12a>(a»-l»^,      18a»5(a+6),     9tt6»(a— &),     46*; 

«C  les  fraetions  6quivalentes  sont 

24  o»  (o»— b^       J8a'6  (o+b)'        9fly  (o— b)«        4y(tf+2ft^ 
36tf6V-'F5'   36  o'b»  (a»-6»)'  36o>6»  (a>— M)«  36o%^o«-b»)' 

S II.  Operations  sur  les  fractions  a1g6briques. 

85.  ADDinoN.  Lorsque  les  fractions  ont  le  mime  (UnominaUurt 
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<m  additionne  les  nunUraieurSf  et  Fan  dontie  i  la  samme  k  dinomir 
nateur  eommun» 

Ainsi  ±+t+l+l  =  'i±th±ii 

car  les  produits  par  m  de  chacan  des  roembres  de  cette  formnle 
sont  (SO)  ^gaux  k  (a+b+c+d). 

Si  ks  fractions  ont  des  dSnominateurs  diffirents,  on  les  riduit  ou 
mikme  dinominatmi/r;  puis  on  applique  la  rhgle  prMdente. 

86.  SoirsTRAcnoN.  Lorsque  les  fractions  orU  le  mime  d^nominor 
teu/Tf  on  soustrait  le  second  num^rateur  dupremieTf  et  Von  donM  k 
\a  diffirenee  le  dinonUnaleur  c(Anmun. 

...  a       b      a — &. 

mm        m 

car  les  produits  par  m  des  deux  membres  de  cette  formule  sont 
igaax(50)&(a— 6). 

Si  les  fractions  ont  des  dinominateurs  diffSrents^  on  les  riduit  au 
mtme  dinominateur:  puis  on  (^lique  la  rtgU  priddente, 

87.  Multiplication.  On  multiplie  une  praetion  par  une  autre^ 
m  fmdtlpliant  les  numirateurs  entre  eux  et  les  dinominateurs  entre 
mXf  puis  en  dimsant  le  premier  produit  par  le  second. 

Sn  effet,  soit  h  multiplier  la  fraction  ^  par  la  fraction  p.D6si- 

gnoDS  par  qei^  les  valeurs  de  ces  deux  fractions » de  sorte  qu*on 
a,  par  definition : 

a=bqf      d=^Vq[. 

Mubiplions  ces  ^lit^s  inembre  k  membre;  nous  aurons : 

aol=bq.V^,    ou(2&)    aef  =  bVq^. 

DiTisons  mainteoant  les  deux  membres  par  btf^  nous  aurons : 

ce  qui  ddmontre  la  rfegle  inonoke. 

n  r&ulte  de  cette  r^gle  que  b  produU  de  phuimrs  fractions  mi 
tme  fraction  i gale  au  produit  des  numirateurs  dioisi  par  le  prodini 
des  dinominateurs. 
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Ainsi  6^7^¥' bb'b"....^ 


et  par  suite  (|j  =^. 

88.  DIVISION.  On  divise  urn  fraction  par  une  autre,  en  mutti- 
pliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  diviseur  renver$6e. 

n.  ti 

Soit,  en  effet|  &  diviser^  par  r>.  Posons  encore, 

et  divisons  ces  6galit£s  membre  h.  membre;  nous  aurons : 

a'  ~"  6'g'' 

V 
Hultiplions  les  deux  membres  par  r-|  nous  aurons  (87) : 

aV  _bqV 
o!b'~  V((b ' 

on  simpliflant  le  second  membre  (85), 

25!  — i 
db  ""  f 

c'est-i-dire  6      7  ~  6 '  F' 

ce  qui  d^montre  la  r&gle. 

g  III.  Des  ezposaots  n^gatifs. 

89.  DEFINITION.  On  a  vu  (S4),  que  le  quotient  de  la  division 
de  a"  par  a"  est  a*"'" :  mais  la  demonstration  suppose  que  ron 
a  m>n.  Si  Ton  a,  an  contraire,  m<jiy  le  quotient  doit  s'^crire 

sous  forme  de  fraction,  — •  On  pent  alors  supprimer  m  facteurs  6 

communs  aux  deux  termes.  et  la  fraction  prend  la  forme  -=,• 

D*un  autre  cdt^,  si  Ton  appliquait  la  r&gle  des  exposants  au 
cas  od  I'exposant  du  diviseur  sur passe  Texposant  du  dividende. 
on  6crirait : 

a^\a^=ia* 
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Par  suite,  on  conservera  it  cette  rftgletoute  sag£n£ralit£,  si  Von 
eonrimt  que  F expression  ar*  nprisente  la  fraction — • 

Nous  admettroDSf  comme  definition,  qu'une  lettre  affecUe  d'tm 
txjposafU  nigatif  exprime  une  fraction,  qui  a  pour  nwnirateur 
funiU^etpour  dinominateur  la  mime  lettre  affectie  du  n^meexpo- 
iaru  pris  positivement.  Et  nous  allons  voir  que  ceUe  notation 
permet  de  g^niraliser  quelques  th^or&mes. 

El  d'abordy  la  formule 

ajant  lieu,  par  definition  >  quand  m  est  positif ,  est  Traie,  par 
cela  meme,  pour  des  vaieurs  negatives  de  m.  En  efiet,  si  I'on 
suppose  m= — m',— tn  deviendra  6gal  k  m';  et  les  deux  mem- 

bresde la  formule  [1]  deviendront a'^  et  — ^.  Or,   par    d^fini- 


tion,(r^s=  -5,  puisquc  m'  est  posilif :  done— ^  est  le  quotient 
de  1  par  -^  ou  a^  (88).  Les  deux  membres  sont  done  ^gaux. 

80.   GENERALISATION  DE    LA    R^GLE    OES    EXPOSANTS    POUR    LA 

MULTiPUCATiON.  Oua  d^moutre  (28),  pour  les  exposants  positifs, 

la  formule 

a'^Xa''=a'^.  [2] 

Getle  formule  est  encore  vraie,  si  Tun  des  deux  exposants,  ou 
tous  les  deux,  sont  n^gatifs. 

Supposons  d'abord  m  positif,  et  n  nigatif  et  ^gal  k — n\  nous 
aurons : 

a''Xa''=a'^X,a-^=a''>:  ^,=^. 

Uais-^rza"*"^,  en  Yertu  de  laregleg^neraledela  division  (89) . 

Done  a*  X  a* =«•"*', 

ou,  en  remplagantn'par— n, 

cC^>:a''=a'^*\ 

Supposons  maintenant  m  et  n  n^galifs  tous  deux,  et  6gaux  A 
— m'  el—  n' ;  nous  aurons  : 

ce  qo'il  fallait  d^montrer. 
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91.  GENERALISATION  DB  LA  RkGLE  DES  EZPOSANTS  POUR  LA  DFTI' 

siON.  Oil  a  (89),  pour  des  yaleurs  positives  de  m  et  n,  la  foroooile 

Gelte  formule  est  encore  vraie,  si  Tun  des  nombres,  m  ou  n^  ou 
tous  les  deuXySont  n^gatifs. 
Supposons  d'abord  m=- — m%  et  n  positif ;  nous  aurons : 

Si,  au  eontraire,  m  est  positif,  et  n  n^gatif  et  6gal  &— n',  on  a : 

d 
Si  enfln  on  a,  k  la  fois,  m=— m',n= — n',  on  aura : 

I       1       a*' 

La  formule  [3]  est  done  vraie  dans  tous  les  cas. 

92.  GENERALISATION    DE    LA  rEgLE    DES  EXPOSANTS  POUR  I^S 

PUISSANCES.  Ona  d^montr^  (29),  pour  les  valeurs  positives  de  m 
et  de  n,  la  formule 

(a*)*=a*".  [4] 

Gette  formule  est  encore  vraie,  si  I'un  des  nombres  m  ou  n«  ou 
tous  Ics  deux,  sont  n^gatifs. 

Supposons  d'abord  m  positif,  et  n  n6gatif  et  6gal  h — n';  nous 
aurons : 

(a-)*==(a«)-'=  ^  ==  ^,  =a--'=a«<-0=a- 
Supposons  ensuite  fn=— m',  et  n  positif;  nous  aurons : 

(a-)*=(a-«r =(^)*  =  2k  =0-^"=  a<-^>=a- 
Supposons  enfln  m= — w',n= — n\  k  la  tois;  nous  aurons  : 


«»»» -Ma 


La  r^gle  est  done  gto^rale. 
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S IV.  Thdor&mes  et  applications. 

93.  THioRiME.  Si  pliuieurs  fractions  T>  t/>  rs- .  • .  sont  igcJes 

enire  elks^  on  obtient  une  fraction  igah  i  chacune  (TeHes^  en  divi- 
sant  la  somme  des  numirateurs  par  la  somme  des  dinominateurs. 
Ed  effet,  d6signons  par  une  lettre  q  la  valeur  commune  de 
toutes  ces  fractions ;  on  aura^  par  definition, 

a  =  bq,    a'  =  b'q,    aT^V'q...; 

d'oik,  CD  ajoutant  ces  ^galitte  membre  k  membre,  et  mettant  q 
en  factear  dans  le  second  membre, 

a+a'+a-'+....  ={b'^V+V+....)q 

Par  suite,  endivisant  les  deux  membres  par  (ft+ft'+ft*'+....)» 
il  yient : 

a+a'+ar+....  _        a^ 

ce  qu'il  fallait  d^montrer. 

CoROLLAiRES.  l""  On  peut,  avant  de  faire  Taddition,  multiplier 
les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  un  m6me  nombre  quel- 
conque.  Ainsi 

a_c^       a'_52^       a"  _(f\'' 
b~b\'      V^b'X"      6*'""6V*' 

Gomme  les  fractions  n'ont  pas  change  de  valeur,  on  en  conclut : 

b\+b'}!+b"r+. . . .  ""  5X  "■  6*  l-^J 

2*  Si  Ton  61&ve  chaque  fraction  au  carr6»  on  a,  en  les  suppo* 
sant  positives, 

6«  — 6'»  — ft^»  — •••  —  6»+6'»+6"*+....  ' 
d*ot,  en  extrayant  les  racines  carries  des  divers  membres, 


a_a'_^_         _)/a*+a'^^a"^+....        r„. 

Ainsi,  H  plusieurs  fractions  sont  igales^  chacune  d^elles  est  igah 
«u  quotient  de  la  racine  carrie  de  la  somme  des  carris  des  numi^ 
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rateursj  divisie  par  la  racint  carrie  de  la  somme  des  cairrii  des  difUh 
minateu/rs. 

94.  Th^orAme.  Si  plusieurs  fractions^  d  termes  positifs,  sont 
inigales^  la  fraction  formie,  en  divisant  la  somme  des  num^rateurs 
par  la  somme  des  di^nominateurs,  est  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  d^entre  elles.  Solent,  par  exemple, 

Si  Ton  pose  r  =  ?>    d'oii    a=bq, 

onenconclut:    a">b'qy    a^>b''q,    a'>b''q\ 

d'odi  en  ajoutant,  niembre  k  membre  : 

a  +  a'  +  a''  +  a''>{b  +  V+br+b')q, 

u  a+a'+a''+a'^ 

^^  pa'- suite,  jX^-^-X->^, 

a+a^-\2^_+ar      a 
^"  b  +  b'+b'  +  b'^V 

a" 
Si  I'on  pose  p  =9»    d'oti  a'^b'^q^ 

on  aura:  a''<Cb"q,    a'<:.b'q,    a<6g; 

puisy  ajoutant  membre  h  membre,  on  aura: 

a+a'+a*'+a-'<(6+y4-&"+6-)7. 

tfoM'ontire:  ^.±^,^^<5, 

b  +  b'  +  b'+b^^b"' 
ce  qu'il  fallait  d6montrer. 

On  d^montrera  ais6ment  des  corollaires  analogues  it  ceux  dn 
tb^or^me  (03). 

EXERCIGE8. 

I.  Verifier  la  formule 

EW  .   (g^-b*)  (v»~b')  (jy«-b»)      (g»^c»)  (y'^c^)  (I'-Q 
Vc*  "*■  b2(5J«.c»)  ■*"  c»(c»  — 6') 
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n.  verifier  la  formule 

IPs'     jy^^b*)   y-y)   ,  (y»-c»)  (jt»-ci)       ^ 

m.  y^rifier  la  formule 

P?  "^  (sr'-l)»)l>»(c»-6^)'*'  (c»— y^)  c»  (c»  -  6»)  -  (ya-6«)    (y^-c^)* 
IT.  ?6rifier  la  formule 

y.  verifier  la  formule 

1,1,1 
(o-6)(o-c)  (»+a)  ^  (6— a)  (&-c)  (»  +  &)  "^  (e— a)  (c-6)  (af+c) 

1 


Uf  +  O)  (»  +  &)  [x+c)  '   ' 

Lbs  fonxmles  1, 11,  III,  IV,  Y  se  y^rifient  en  r^uisant  les  deux  membrai 
an  m6me  d6nomioateur :  on  rencontre  alors  des  identitds. 
YI.  Simplifier  Texpression 

1  — o» 
(l  +  o*}'-(a+»)»" 

On  tioiiTB  ^ ;. 

YII.  Simplifler  I'ezpretsion 

1 


ia  +  b  +  (l  +  ob)gP 
(l+a6  +  (a  +  6)«( 


..fl+o^){l  +  aft+(a-f  b)gl  -(a+b){a+d+(14-al>)g). 


OntiDaTe 

Yin.  Yirifier  la  proportion 


1 

H/m 

!-«»• 

uuu 
C 

e 

6 

a+h 

a  +  26_ 

a+& 

e 

c 

c 

a+2b      a+Zh      a +  35 
IX*  Rfidoire  raipEeuion 

•»■        a^  1      +     1 


•t  Tirifler  qa'elle  est  on  polynome  entier  en  sp, 
Alo,  B.  I"  Partis. 
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X*  RMaire  Texpression 

•t    6rifier  que  la  somme  ne  contient  pas  de  d6noaitiiateum. 


CHAPITRE  V. 

DES  RiiDIGAUX  ALGfiDRIQUES, 

95.  DEFINITIONS.  On  a  vu  (29)  que,  pour  Clever  un  monome 
entier  k  la  puissance  m"',  il  faut  Clever  son  coefficient  k  la  puis- 
sance in%  et  multiplier  par  m  tons  les  exposants.  Par  suite,  si 
le  coefficient  d*un  monome  est  une  puissance  m"*  par&ite,  et  si 
ses  exposants  sont  tons  multiples  de  m,  on  extraU  la  radne  m"^ 
de  ce  monome^  en  extrayant  la  racine  m"»  du  coefficient^  ^  en  dii>i- 
sant  par  m  tons  les  exposants.  Ainsi 

Le  plus  souvent  il  n'existe  pas  de  monome  rationnel  dont  la 
puissance  m"*  soit  6gale  k  un  monome  donn6 ;  alors  on  ne  pent 
qu'indiquer  la  racine  m"*  k  I'aide  d*un  sigue.  On  disigne  par\/K 
U  nombre  dont  la  pmssame  m"*  est  igole  A  A.  Ge  nombre  se 
nomme  radical^  et  m  est  Vmdice^Axk  radical.  On  donne  aussi  le 
nom  de  radical  au  signe  seul  \l  • 

Lorsque  A  est  un  polynome,  il  n'arrive  presque  jamais,  qaesa 
racine  m"*  puisse  8*exprimer  par  un  autre  polynome;  d'aiileurs 
les  rdgles  qui  conduisent  k  sa  valeur,  quand  elle  existe  sous  cette 
forme,  ne  se  d6montrent  que  dans  la  seconde  partie  de  Talgd- 
bre.  Nous  Tindiquerons,  dans  tons  les  cas,  par  le  signe  v^A* 

96.  Des  diffErentes  valeurs  de  v^A.  Si  Ton  se  borne  k  con- 
sid^rer  les  nombres  positifs,  v^A  a,  d'aprfts  notre  definition,  une 
valeur  unique  et  d6termin6e.  Mais  les  conventions  faites  en 
alg^bre  nous  obligent,  dte  k  pr&sent,  &  lui  donner  un  sens  plus 
etendu.  II  peut  arriver  quatre  cas. 
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I*  Si  A  estpositif,  et  que  m  soit  pair,  la  racine  m^  de  A  a  deux 
Taleurs  indies  et  de  signes  contraires.  En  effet>  si  I'on  d^ye  k 

la  puissance  m^  le  nombre  yXl  quel  que  soit  le  signe  qui  Is 
pr^cfede,  on  obtient  toujours  A,  puisque  le  produit  d*un 
nombre  pair  defacteurs  n^gati£s  est  posilif  (40).  Par  exemple, 

%fk  repr^sente,  d'aprfes  nos  conventions,  —  2  et  +  2 ;  car  ces 
deux  nombres  out  fous  deux  pour  carr6  le  nombre  4. 
2""  Si  A  est  positif  et  m  impair,  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  U  rrun 

menXj  d'attribuer  k  VA  une  signification  plus  g6n6rale  qu'en 

arilhm6tique.  Ainsi  v^=  2. 

3*  Si  A  est  n6galif  et  m  pair ,  v^A  ne  repr^sente  aucun 
nombre  positif  ou  n^gatif ;  car  les  puissances  paires  d*un  nombre 
positif  ou  n^gatif  sont  toujours  positives  (40). 

4»  Si  A  est  n6gatif  et  m  impair,  posons  A=:— A';  alors 

7A=y  —  A'= — yA';  carm  itant  impair,  la  puissance  m**de 
— ^A^sera  —  A'ou  A (40).  Ainsi  ^—81=—  y 8=  —  2;  car  le 
cube  de  — 2  est  —  8. 

Ges  generalisations  sont,  en  algibre,  d'une  grande  importance ; 
elles  recevront  plus  tard  de  grands  d^veloppements ;  mais  il 
n'en  sera  plus  question  dans  ce  chapitre.  Nous  conHdirerons 
seulement  les  racines  positives  des  nombres  posUifs. 

S  1.  Transformation  des  radicaux. 

97.  Prikcipb  I.  Lorsqu^un  radical  est  multipli^  par  un  facteur^ 
on  peut  (aire  passer  ce  facteur  sous  le  radicaly  pourvu  qu*on  Vil^e 
a  une  puissance  marquee  par  Findice.  Ainsi 

ayb=ycrb7  [1] 

Pour  le  prouver,  il  sufflt  de  remarquer,  qu'en  eievantaVFet 

y  a"6  h  la  puissance  m%  on  obtient  des  r^sultats  ^gaux.  En  ef- 
fet,  la  puissance  m***  d*un  produit  etant  le  produit  des  puis- 
sances m"^  des  facteurs,  on  a,  pour  la  premiere  expression  : 

A'ailleurs  on  a,  pour  la  seconde,  d'aprfes  la  definition  m6me, 

(75=5)"=:  a-6. 
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La  inftme  formule  [1]  demontre,  qu'on  peut  faire  sorttr  un 
facteur  plod  sous  le  radical j  paurvu  qu'on  en  extraie  une  racine 
marquie  par  Vindice. 

98.  Principb  ]L  On  n*aUtre  pas  la  valeur  d'un  radical^  en  mul^ 
lipliant  Findice  et  Vexposant  de  ce  radicai  par  un  nUme  nombre, 
Ainsi 

y^a*='^a^  [2] 

Pour  le  prouver,  il  suffll  de  remarquer,  qu'en  6Ie?ant  ^H^  et 

"^0^  h  la  puissance  mp^^^  on  obtient  des  r^sultats  £gaux.  Et  en 
efiet,  la  seconde  expression,  61ev6e  k  la  puissance  mjir'y  donne, 
par  definition  y  a*'.  Quant  k  la  premiere,  comme  la  puissance 
tnp"*  d'une  expression  est  la  puissance  p**  de  la  puissance  m*' 
de  cette  quantity  (28),  on  a  : 

(7^)-'=  j(;^'H^)*  j'-=(a-)^=:fl-r. 

Les  deux  risultats  sonl  done  bien  ^aux. 

La  m6me  formule  [2]  d^montre,  qu*(m  peut  diviser  Vindice  et 
Vexposant  (fun  radicai  par  un  mime  nombrey  sans  alUrer  sa 
valeur. 

90.  Simplification  d'un  radical.  Lorsque  le  radicai  porte  sur 
une  quantity  ^lev^e  k  une  certaine  puissance,  on  peut  souvent 
lui  faire  subir  une  simplification. 

1*  Si  Pindice  de  la  racine  est  igal  au  degri  de  la  puissance^  les 
deux  operations  se  d6truisent.  On  a,  en  efiiBt  (9tt}  : 

y/a^=::a. 

2*  S^il  existe  un  facteur  commun  i  Vindice  de  la  racine  et  d 
Vexposant  de  la  puissance ,  on  peut  le  supprimer.  On  a,  en 
effet  (98)  : 

8*  S'il  se  trouve  sous  le  radical  un  facteur  dont  Vexposant  soit 
multiple  de  Vindice  de  la  radne,  on  peut  le  faire  sortir  du  radical, 
en  divisant  cet  exposant  par  Vindice.  On  a  (97) : 

'sJ(jr^h=aP  'yjb. 

100.  Reduction  des  radigaux  au  m£ms  indice.  Soient  deux 
radicaux  'yjc^  yj'5^\  on  peut  multiplier  Tindice  et  Texposant  da 
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premier  ^ar  n,  indice  da  second ;  puis  multiplier  Tindice  et 
Fezposant  du  second  par  m,  indice  du  premier  (08);  on  obtient 

ainsi :  "7^  ^^  '^b^.  Ces  radicaux  ont  le  m6me  indice;  car 
cet  indice  est  ie  produit  des  deux  indices. 

On  riduit  done  deux  radicaux  au  mime  indiee^  en  muUipliaint 
Findice  et  Vexposant  de  chacun  d'eux  par  Findice  de  V autre. 

On  riduit  de  rnhne  plusieurs  radicaux  au  mime  indice,  en  nvMif 
pliant  Vindice  et  Vexposant  de  chacun  d'eux  ^ar  le  produU  effectui 
des  indices  de  tous  les  autres.  Ainsi  les  radicaux 

y/'^j     yp,      ^7h     y/d?, 
deviennenl,  par  cette  transformation, 

'^'cF^y         ""'V^P^,  "Tf^CT^,         "^flP^* 

Ces  r^les  ont  beaucoup  d'analogie  avec  celles  k  Taide  des- 
qneQes  on  riduit  les  fractions  au  mdme  d^nominateur.  On  pent 
m£ine  pousser  l*analogie  plus  loin,  et  donner  aux  radicaux  un 
indice  commun  igal  au  plus  petit  multiple  commun  de  leurs  indices. 
fin  effet,  soic  (a  le  plus  petit  multiple  commun  aux  indices,  m^ 
n,  p,  g;  de  sorte  que  I'on  ait : 

yi=mm\    |x=nn',    r*=PP'i    «*=?«'; 

en  maltipliant  Tindice  et  I'exposant  du  premier  radical  par  m\ 
et  ceox  des  autres  par  n',  p',  q',  respectivement,  les  radicaux 
deviennenty  

%a**',     7^'*',     ^)/c-^,     7d^S 

oa  V^.     y^y    y^y    W^      ; 

S  n.  operations  surles  radicaux. 

iOi.  HuLTTPUCATiON.  LoTsquc  Ics  radicaux  onx  le  mime  indice, 
pour  (aire  leur  produit,  on  muUiplie  les  quantitis  plaUes  sous  les 
n^nes,  et  Ton  affecte  le  produit  du  eigne  commun.  Ainsi : 

Va  X  VS  X  v^  X  v^5=:  yabcd^  [3] 

Pour  le  prouver,  11  sufflt  de  remarquer,  qu'en  61evant  les  deux 
membres  k  la  puissance  m"*,  on  obtient  des  rfesultats  6gaux.  Car 
le  second  devient  abed,  par  dfefinition ;  et  comme  la  puissance  tn"" 
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d*un  produit  est  le  produit  des  puissances m*^  des  facteurs  (S9). 
le  premier  membre  devient : 

Cs/ixTbX  y/c  X  W  =  (T^T  Cs/bT  (V^-  iVdT  =  abcd. 
Si  les  radicaux  n'ant  pas  le  mhne  indicCy  on  les  ramtne  h  tm  in- 
Mee  eammv/n  (100),  et  on  applique  la  r^gle  pr6c^dente.  Ainsi: 

Si  les  radieaux  ont  fies  coefficients  numiriques  ou  lUtiraux,  on  en 
faU  le  produit.  Ainsi : 

i02.  Division.  Lorsque  les  radicaux  ont  le  mime  indies,  pour 
diviser  le  premier  par  le  second j  on  divise  lesquantiUs  placies  sous 
les  signes,  e$  Ton  affecte  le  quotient  du  signe  commun.  Ainsi : 


Va__    "/a 


[4] 


Pour  le  prouver^il  suffitde  remarquer,  qu*en  Levant  les  deux 
membres  k  la  puissance  m**,  on  obtient  des  r^sultats  6gaux.  Et, 

en  effet,  le  second  devient,  par  definition,  ^.  Qaant  au  premier^ 

comme  la  puissance  m**  d'une  fraction  est  le  quotient  des  puis- 
sances m*^  de  ses  deux  termes  (87),  il  devient : 


Si  les  radicaux  ont  des  indices  diffirents^  on  les  ramhne  au  mime 
mdice^  et  Ton  applique  la  r&gle  pr^c^dente.  Ainsi : 


\ coefficients^  one  ^ 


Si  to  TQAicavm  oinx  des  coefficients,  on  en  fait  le  quotient.  Ainsi : 

kky 

103.  Puissances  d*un  radical.  Pour  ilever  un  radical  a  une 
fmissance,  on  ilboe  i  cette  puissasice  la  qtumtiU  placie  sous  le  ra- 
dical. Ainsi: 
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¥our  le  pronyer,  il  suffit  de  remarquer,  qu'en  61evant  les 
M  deux  membres  h  la  puissance  m'^j  on  obtient  des  rteult^ts 
;  igwax.  El,  en  effet,  le  second  devient,  par  la  definition,  a"^. 

Qaant  aa  premier,  comme  la  puissance  m**  de  la  puissance  p** 
:  d'une  quantity  est  £gale  h  la  puissance  pm^  ou  k  la  puissance 

mp^  de  cetle  quantity,  et  r6ciproquement,  on  a  : 

i(V5^}-=f^.r=(v^-)""={(7^rj''=(«^)'=a^. 

Aprfts  Fop^ration,  on  simplifie  le  radical,  s'il  y  a  lieu  (99). 
Si  te  radiccd  a  un  coefficient ,  on  Velbve  i  la  mime  puissance. 
Ainsi :  ^  

(ftya•>=/^'ya•^ 

i04.  Raones  d'un  radical.  Pour  extraire  une  racine  d'tm 
radical  J  on  muliiplie  Findice  du  radical  par  Vindice  de  la  racine^ 
et  Ton  simplifie  ensuite  le  r^ultat,  s'il  y  a  lieu.  Ainsi : 

v/^=";/^  [6] 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu'en  ^levant  les  deux 
membres  k  la  puissance  mp'^,  on  obtient  des  rteultats  ^gaux. 
Et,  en  effet,  le  second  devient  alors,  par  la  definition,  a*.  Quant 
ao  premier,  comme  la  puissance  rnp"**  d'une  quantity  est  ^gale  h 
la  puissance  m***  de  la  puissance  p"^  de  cettc  quantity ,  on  a  : 

S  ni.  Des  exposants  fractioaiiaires. 

19J5.  DfemrnoN.  On  a  vu  (95)  que,  pour  extraire  la  racine  p"* 
d*une  quantity  a"*,  dont  Texposant  est  multiple  de  I'indice,  il 

suffit  de  diviser  Texposant  par  Tindice.  Ainsi  \/^  =  a"*.  Mais, 
a  la  division  n'est  pas  possible,  la  r^gle  ne  s*applique  plus,  et  la 

^  racine  p**  de  oT  s'6crit  alors  \/c^*  Si,  toutefois,  on  appliquait 

encore  la  rfegle  pr6c6dente  h  ce  cas,  on  devrait  6crire  d^.  On 
f  conscrvera  done  k  cette  rfegle  loute  sa  g6n6ralit6,  si  Ton  convient 

de  repr^senter  le  radical  y'a*  par  le  symbole  a'. 
Nous  admeltrons,  comme  definition,  qu*une  ktlre  a,  affectie 

dun  exposarU  fraclionnaire  — ,  reprisente  un  radical  qui  a  po%^ 
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exposarU  le  nunUrateur  m,  et  pour  indict  U  dinominateur  p.  Et 
nous  allons  voir  que  cette  notation  nous  permettra  d'^noncer 
plus  simplement  les  r^sultats  pr6c6dents. 
Mais,  avant  d'en  montrer  les  avantages,  nous  ferons  remar^ 

quer  qu'elle  n'implique  pas  contradiction ;  et  que  I'expression  a^ 

conserve  la  mfime  valeur,  si  on  y  rem  place  Texposant  —  par  une 

/^ 

fraction  6gale  -r  i  En  d'aulres  termes,  si  Ton  a  —  =  -t> 
°      p  '  p      p 

m  wi 

on  aura  aussi  dF  =  a*^, 

c*est-i-dire,  en  vertu  de  nos  conventions, 

Or  cette  derni&re  6galit6  est  6vidente :  car  si  Ton  r^duit  ces  deux 
radicaux  au  m6me  indice,  ils  deviennent  yja"^^  et  v/a*'" ;  et  Ton 

voit  qu'ils  ont  alors  le  mdoie  exposant,  puisque  T^galit^  —  =  — 
entraine  r6galit6  mp'  =  m'p. 

106.    GENERALISATION  DE  LA  rEgLE  DES  EXPOSANTS   POUR   LA 

icuLTiPLiCATiON.  On  a  d^montr6  (28),  pour  les  exposants  en  tiers 
et  positifSy  la  formule 

a*xa*  =  a*'+*.  [1] 

Gette  formule  est  encore  vraie,  si  I'un  des  exposants  m  ou  n,  ou 
tons  les  deuX|  sont  fraclionnaires. 

Supposons  d'abord  m  fraclionnaire  et  6gal  & -,  n  restant  en- 
tier  ;  nous  aurons,  d'aprfes  la  definition  et  le  principe  I  (97) : 

0^  X  a*  =  a«  X  a"  =  v^X  a*=  ^^><^===  V^fl?^; 
or,  si  Ton  applique  notre  convention  &  cette  derniftre  expres- 
sioUy  elle  devient,  a  «    ou  a^     ; 

done  a''Xa''=^a'^     • 

Si  maintenant  les  deux  facteurs  ont  des  exDOsants  fraction- 

p  r 

naires,  «i  =  -,  n=-,  on  aura: 
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or  ce  dernier  radical  peut  s'^crire,  d'aprte  nos  conventions. 


4  «*     ou    o«*«; 
done  a«xa«  =  a«**. 

107.  GENERALISATION  DE  LA  RilGLE  DES  EXPOSANTS   POUR  LA 

DIVISION.  On  a  (89),  pour  des  valeurs  enti^res  et  positives  de 
m  etden: 

a'^:a*= a"*-".  [2] 

Gette  formula  est  encore  vraie,  si  m  ou  n,  ou  tous  les  deux, 
sent  firactionnaires. 

Supposons  d'abord  m  = -,  et  n  entier ;  nous  aurons : 

or  ce  dernier  radical  peut  s'^crire,  d'aprfes  nos  conventions, 

a  «     ou   a«    ; 

^  ^-» 

done  a*ia*=:a^    . 

Supposons  ensuite  m  entier,  et  n  =  - ;  il  viendra  : 

or  ce  dernier  radical  s'6crit,  d'apr&s  nos  conventions, 

a  «     ou  a    «; 

e       »-£ 
on  en  oonclot :  a*:a^=a    * . 

Supposons  enfin  m=-,  n=:-;  il  viendra : 

et,  comme  ce  dernier  radical  s'^crit,  d'apr&s  nos  conventions, 

a«*     ou    a'  ^, 
on  en  conclut :  a« :  c?=  o«  ^. 

108.   GENERALISATION  DB  LA  REQLE  DES   EXPOSANTS  POUR  LA 
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FORMATION  DES  PUISSANCES.  On  a  d4moDtr6  (29),  pour  lea  Ta<^ 
leurs  enti&res  et  positives  de  m  et  de  n,  la  formule 

Gette  formuie  est  encore  vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tons  les  deuz^ 
sont  fractionnaires. 

Sapposons  d*abord  m=^tn  entier ;  on  a : 

(cry  =  (a«)"  =  (^5^*  =  v^^; 
et  comme,  d'apr^s  nos  conventions, 

on  en  conclut :  (a'")"=a'^*  =a^. 

Supposons,  au  contraire,  m  entier  et  n  =  - ;  on  a : 

(a»)»= (a~)«  =  v'Corprs  v'a^=a^ =a"''«  =  a"«. 
SupposonSy  enfln,  m=-,  n==-;  nous  aurons: 

109.  GENERALISATION  DE  LA  R&GLE  DES  EXPOSANTS  POUR  L'EX- 

TRACTION  DES  RAciNEs.  On  a  Yu  (iOtt)  quc,  pouT  dcs  valeurs  en- 
ti&res  et  positives  de  m  et  n,  on  a  la  formule 

^a*=a^^  [4] 

formule  d6montr6e  quand  n  est  divisible  par  m,  formule  de  con- 
vention quand  la  division  n'est  pas  possible.  Gette  formule  est 
vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tons  les  deux,  sont  firactionnairea. 

Supposons  d'abord  m  entier,  et  n= -;  nous  aurons : 


or,  d'aprto  nos  conventions,  "^o^  s'icrit 


a"«    ou    a« 


£,«  2 

done  ^a^srso*    =:a"*» 
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Supposons,  en  second  lieu,  m = - ,  n  restant  entier*  La  ra- 
cine,  d* indlce  - ,  de  la  quantity  a\  est  le  nombre  dont  la  puis- 
sance -  est  £gale  h  o^.  D^ignons  ce  nombre  par  x^  de  telle 
sorte  qae 

iD«=a*,    ou    \/s?=a\ 

Si  Ton  £l&ve  les  deux  membres  k  la  puissance  g^,  puis  si  Ton 
eztrait  des  r^sultats  la  racine  p^ ,  on  aura  successiyement : 

done  «=jya»=a*'«=rf». 

z  

Supposonsenfin  fn=i^,  n=-9  ya^  est  la  quantity  x,  dont 

la  puissance  -  est  6gale  k  of;  on  a  done : 

afl=a*  y    ou    s/x^=  y/oT, 

fievant  les  deux  membres  k  la  puissance  g^,  puis  extrayant  des 
rteultats  la  racine  f^,  nous  aurons  successiyement : 

a^=iyfoF^    x=^c^=:a^=cf' ^; 
done  x=  ^^=a*  *  «=  a*. 

iiO.  GENERALISATION  DANS  LE  CAS  OU  LES  EXPOSANTS  FRACTION- 

NAiREs  soNT  N^GATiFs.  Nous  ayons  suppose,  dans  ce  qui  pr^c6de, 
que  les  nombres  m  et  n  sont  positifs.  Les  diverses  formules  que 
nous  avons  gto^ralis^es  sont  encore  yraies ,  lorsqu*on  donne 
aux  exposants  fractionnaires  des  yaleurs  n^gatiyes,  pouryu  que 

Ton  conyienne  de  repr6senter  par  le  symbole  o"«  Texpression 

1  1 

"c  (89),  on,  ce  qui  est  la  mftme  chose,  r expression  — =  (iOtt). 
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En  efTet,  si,  pour  toutes  lesvaleurs  positives,  enti6res  ou  frac- 
tioiinaires  de  m,  on  a  toujours  la  forinule 

^      1 

a*' 

les  raisonnements  qui  nous  ont  servi,  dans  le  chapitre  pr6c^- 
dent  (80  k  02),  k  ^tendre  les  formules  aux  cas  oti  les  enpo- 
sants  sont  entiers  et  n^gatirs,  s*appliquent,  sans  modifications, 
aux  cas  oil  ces  exposants  sont  fractionnaires  et  n^gatifs. 

Remarquons  que  la  formule  [2]  (i07)  n'est  vraie,  quand  on  a 
m<Cnf  qu'autant  qu*on  adopte  la  nouvelle  convention  que  nous 
Tenons  de  faire. 

Une  seule  generalisation  reste  k  faire,  dans  le  cas  de  Textrac- 
tion  des  racines.  On  a  (iOO),  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  met  de  n,  enti^res  ou  fractionnaires,  la  formule 

5^a»=5=.  [4] 

Cette  formule  est  encore  vraie,  quand  m  ou  n,  ou  tons  les  deux, 
sont  n^gatifs. 
Supposons  d'abord  n  n^gatif  et  6gal  &— n'»  m  posilif,  on  a : 


or,  d'aprte  nos  conventions^  cetle  demi&re  expression  s'^crit  i 


a-,    ou    a-""'"; 
done  y^a*= a***  *  •*=  a*. 

Supposons  ensuite  m  n^gatif  et  ^gal  k  -^m*,  n  restant  posi- 

tif ;  "^a*  est  une  quanlitfe  a?,  dont  la  puissance  (— tn')  est  ^gale 
a  a".  Ainsi 

ar^'=arj    ou    ::w=a%    ou    af^=— =a-»t 
et,  par  suite,      ap=  v^a-*=a*'=a*'-*'=a*. 
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Supposons  enlinm= — m',  n= — n';  '^'cF^  est  la  quantity  a? 
qui,  flevfe  k  la  puissance  (— m*),  reproduit  ar^.  Ainsi,  Ton  a  : 

x-^=ar^,    ou    ^  =  J^;     d'oii    af^==a"'. 

On  tire  de  U :         » = V^a**  s=  a***  =  ar^ = a?» . 

So  rfeum^y  toutes  nos  formules  pour  la  multiplication,  la 
divisioo,  r616yation  aux  puissances  et  Teztraction  des  racines, 
sont  g6n6rales  :  elles  s'^tendent  k  toutes  les  yaleurs  positives  ou 
D^gatiyeSy  enti^res  ou  fractionnaires,  des  exposants  et  des  in* 

dices. 

S  lY.  Application*. 
ill.  RSNDRE  BATIONNEL   LB  D^OMINATEUR  DUNE  FRACTION. 

Lorsqae  le  dfinominateur  d'une  fraction  contient  un  ou  plu- 
deursradicaux,  il  est  souvent  utile,  principalement  au  point  de 
Toe  des  approximations  numiriques,  de  le  d6barrasser  de  ces 
radicaux,  de  le  rmdrt  ratiannel.  Nous  en  donnerons  quelques 
exemples. 

1*  Soit  -^  :  on  multiplie  les  deux  termes  par  ^ ,  et  Ton  a : 
•a 

m m^a 

8*  Soit  -= js\  on  multiplie  les  deux  termes  par  ^a— v^; 

le  d6nominateur  deyient  la  difference  de  deux  carris,  et  Ton  a : 

m      m  (y/g  —  y/?) m{}Ja — y^) 

3»  De  mftme  :     -r ==  —  4    \    ^'  • 

^a  —  yfb  ^  —  ^ 

4*  De  m6me  encore : 

a±Lsfb~     a*  — ^ 

5«  Soit  -s — '^ — y, ;  on  multiplie  les  deux  termes  par 

Va  —  v^  +  V^ 
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^a  ^  ^  —  ^ ;  alors ,  eu  consid6rant  ^  —  ^  comme  une 
seule  quantity  y  on  voit  que  le  d^nominateur  est  encore  le  pro- 
duit  d'une  sonune  par  une  difference ;  et  Ton  a  : 

m  fn{\/a  —  y/b  —  y/c) m{\/a^  yjb — yjcj 

^  —  y/b+y/c~  (v^a  — v^6)*  —c        a  +  6  — c— 2v^a6' 

et  le  d^nominateur  ne  contenant  plus  qu'un  seul  radical,  on  est 
ramen6  au  quatri^me  cas. 

6*  Soit  -7= 1=. p ;  on  consid^re  le  d6nominateur 

comme  compos6  de  deux  termes  (v^ — yJb)  et  (c—  yfS),  et  Ton 
mulliplie  par  leur  difference.  On  a  ainsi : 

m m{)fa — \/6 — c+y/d) 

V^a  — V^+c  — V^5     a+6  — 2v/a6— <?■— d+2cv^5 

m(v^a  —  y/S  +  y/d  —  c) 

~  (a+  6  — (J»— d)  —  2y/a5  +  2cv'5' 

et  le  d^nominateur  ne  contenant  plus  que  trois  termeSi  la  solu* 
tion  est  ramen6e  au  cinqui^me  cas. 

171 

?•  Soit  maintenant  ^.       3,-..  On  sait  que 

(«  +  p)(««-«p  +  p«)  =  ««+p». 

On  multipUe  done  les  deux  termes  par  V?  —  v^o^  +  ^»  et 
Ton  a:  _       _ 

8»  De  mfime : 

EXERCICES. 

L  Simplifler  Pezpression 


Ontrottfe 
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n.  y^rifler  que  la  yaleur 

anniile  I'expression  «*  +  3p^  +  ^q, 

quels  qoe  loient  p  et  4. 

m.  y§rifier  r^alitd 

11  II  II 

11  suifit  d'61everaii  carr6  les  deux  membres,  pour  obtenir  une  identlte. 
lY.  Rdduire  Tezpression 

»—  ^«*  — 1      »+  ^a;*  —  1 

On  tnmte  4*  v'a?'—  1. 

T.  Simplifier  I'ezprenion 

^?+  V^irya"—  V^i^—  V^V* 


On  troQte 


« 


ZlV^. 


VI.  Simplifier  rezpression 


Vo»+  \/a*b*  +  V  6^  +  V^a»6«- 


On  trouTe  (a*  +  b* )  * . 

VIL  Qoe  dayient  I'expression 


1  — gg     /I  +bag 
1  +  0*  Vl— &»' 

qaand  on  y  feit  »=-  V  "5  ""  ^' 

£Ue  devient  6gale  h  Funitd. 
YIU.  Que  devient  Pezpresslon 

qiiand  on  y  felt  2tt=  »+ 1,     2«=y  +  jt 

Elle  devient  6gale  it  j  + 1. 

TT,  Que  deyient,  dans  la  mdme  hypothec,  rexpressioQ 

BUe  deirient  *gal6  It  •J'  +  iJ' 


80  LIYRB  I. 

X.  Que  devient  i'expression 

quand  on  y  fait  «=-  (y  5—  y  jj 

EUe  devient  6gale  k   a-^h, 

XI.  Quedeyientrezpresssion 

V^oTg+  \/o— • 
^o  +  af  —  ^o— «* 

quand  on  y  fait  «=  furj  * 

EUe  deTient  ^gale  i  h. 


LITRE  IL 

DES  jfiQUATIONS  DU  PREIOER  DEGRlS. 


GHAPITRE  I. 

PBINCIPES  GEIVEEAUX  RELATIF8  AUX  EQUATIONS 

CONSIDEREES  ISOLEHENT. 

S  I.  D6fixutioiii. 

112.  &ALiTi.  Deux  quantit6s  sipartes  par  le  signe  :=  for* 
men!  une  6galU6. 

115.  Identity.  On  nomme  identiU  I'expression  d'une  £galit£ 
qui  a  lieaentre  denx  quantit4s  iium^riques,  ou  entre  deux  for- 
iDuIeSy  indipendamment  de  touts  vcUeur  particulihre  attribi^  attx 
iettres  qu*eUes  renferment.  Ainsi 

5  =  5,  8  =  7  +  1, 

sont  des  identity. 

1 14.  Equation.  On  distingue  plus  spicialement,  sous  le  nom 
d*iquatian,  une  igalUi  qui  rCa  lieu  que  pour  certaines  valmrs  par^ 
ticuUhres  des  Iettres  qu*Me  renfermef  et  qui  peut,  par  suite,  senrir 
k  la  determination  de  ces  valeurs.  Ainsi 

arc— 13=15— a? 

est  one  equation :  elle  n'a  lieu  que  pour  la  valeur  particuli&re 
af  =  7. 

Due  equation  a  deux  membres;  ce  sont  les  deux  expressions 
s^pardes  par  le  signe  =.  Le  premier  membre  est  k  gauche,  le 
second  est  k  droite  du  signe. 

Les  letlres ,  dont  certaines  valeurs  parliculiferes  transformeni 
rfiqualion  en  idenlite,  se  nomment  les  inconnues  de  I'equation; 
Alo.  B.  I**  Partes.  6 
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et  ces  yaleurs  particuli^res  sont  les  solutions  ou  les  racines  de 
r^quation.  On  repr6sente  ordinairement  les  inconnues  par  les 
derni^res  lettres  de  Talphabet,  x,  y,  z.... 

Resoudre  une  Equation,  e'est  determiner  ses  racines.  On  dit 
que  les  racines  d'une  Equation  virifient  cette  Equation,  saxisfont 
k  cette  Equation)  pares  qu'elles  la  transforment  en  identity. 

La  resolution  des  Equations  est  la  partiela  plus  importante,  et, 
d'apr^s  quelques  auteurs,  le  but  veritable  de  Talg^bre. 

its.  Equations  j^quivalentes.  On  dit  que  deux  Equations, 
qui  renferment  les  m^rnes  inconnues,  sont  iquvoaUnUs^  lors* 
qu'elks  admeUent  les  mimes  solutions.  On  peut  toujours  substituer 
k  une  equation  une  equation  equivalenie. 

116.  Equation  a  une  ou  plusieurs  inconnues.  On  distingue 
les  equations  d'apr^s  le  nombre  des  inconnues  qu'elles  renfer- 
ment :  ainsi  on  a  des  equations  k  une  inconnue  x,  k  deux  in- 
connues X  eXy^k  trois  inconnues  x^  i/,  z,  et  ainsi  de  suite. 

117.  Degr^  d'une  Equation.  Lorsque  les  deux  membres 
d'une  equation  sont  des  expressions  rationnelles  et  entiferes  par 
rapport  aux  inconnues  qu'elle  renfermcy  le  degri  de  Viquation  est 
la  somme  des  exposants  des  inconnues  dans  le  terme  oit  cette  samme 
est  la  plus  grande. 

ExEMPLES.  3«— 7=8  — 2a; 

est  une  Equation  da  premier  degrd^  k  une  inconnue  «. 

4dcy— 3fl?=2  — 5y 
est  une  equation  du  second  degr^.  k  deux  inconnues  x,  y. 

$  n.  Principes. 

ii8.  Th^or&me  I.  On  peut  ajouter  une  mime  quantiti  aux  deux 
membres  d'une  iquationj  sans  alterer  les  conditions  qu'eUe  impose 
A'ux  inconnues:  en  d'autres  termes,  on  forme j  par  cette  addition f 
une  equation  equivalente  a  la  premiere. 

En  ejQTet,  soient  A  et  B  les  deux  membres  de  cette  equation, 

A  =  B;  [1] 

ajoutons  aux  deux  membres  la  quantite  7y> :  nous  aurons : 

A+w=:B+w.  p] 
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Toule  solQtion  de  I'^quation  [1]  donne,  par  hypolh^se,  4  A  et 
k  B,  des  valeurs  num^riqnes  ^gales  :  done  si  Ton  ajoute  k  ces 
?alenrs  la  Taleur  Dum^rique  correspondante  de  tn,  on  obtient 
des  nombres  £gaux.  Or  ees  nombres  sonl  les  valeurs  numeri* 
ques  des  deux  membres  de  T^quation  [2].  Done  toute  solution 
de  Equation  [1]  virifie  J'dquation  [2]. 

R^eiproquement,  toute  solution  de  T^quation  [2]  donne  k 
(A+m)  et  i  (B+m)  des  valeurs  num6riques  6gales  :  done  si 
Ton  retranche  de  ces  valeurs  la  valeur  num^rique  correspon- 
dante de  m,  les  restes  sont  6gaux  :  or  ces  resles  sont  les  valeurs 
nuin^riques  de  A  et  de  B.  Done  toute  solution  de  F^quation  [2] 
itfi&e  r^quation  [1]. 

Les  deux  Equations  sont  done  ^quivalentes* 

119.  Remarque,  m  d^signant  un  nombre  quelconque  qui 
pent  etre  positif  ou  n^gatif,  on  n'ajoute  rien  k  la  g^n^ralil^  de 
r£nonc6  pr£c£dent,  en  disant :  on  peuty  sans  cMrer  la  signifi-- 
cation  cP'une  iquationj  augmenter  au  diminuer  les  deiuc  membres 
(fun  mtme  nombre. 

120.  Corollaire  I.  Transposition  des  termes.  On  peat  tow- 
jours  faire  passer  un  terme  quelconque  (Tune  iquation  (Tun  membre 
dans  Vautre,  pourvu  que  Von  change  son  signe. 

En  effet,  si  le  nombre  m  est  ^gal  et  de  signe  contraire  k  Tun 
des  termes  de  TSquation,  il  le  d6tniira ;  et  ce  terme  disparattra 
du  membre  oti  il  se  trouvait,  pour  reparattre  dans  Tautre  avec 
un  signe  different.  Par  exemple,  soit  l'6quation 

m  a}outant  (— •)  auz  deux  znembres,  on  obtient : 

2=5— 3«— «; 

etle  tenne  s  est  pa8s6,  comme  on  voit,  d'un  membre  ians  Tautrei  en  cban- 
geant  de  signe. 

121.  Corollaire  II.  On  pent  changer  simultaniment  les  signes 
de  tons  Us  termes  <fune  iquation.  Gar  cela  revient  k  transposer . 
tous  les  termes  du  premier  membre  dans  le  second,  et  tons  les 
tennes  du  second  dans  le  premier.  Par  exemple,  soil  Ffiquation 

S*«=:15— 2«; 
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titnsposons  tous  les  termes ;  nous  aurons  ; 

24—15=05—3; 

oii^  vo  qui  est  la  mdme  ohose, 

c— 3=2s— 15; 

et  tous  les  tennes  out,  comme  on  yoit,  change  de  sign«« 

122.  Th£orI:me  II.  On  pent  multiplier  Us  deux  mei.ibres  d'tme 
Equation  par  une  mime  quanliUj  sans  alUrer  les  conditions  qu*elle 
impose  aux  inconnues^  pourvu  que  la  valeur  numirique  du  mviiir 
plicateur  ne  soil  pas  nulle.  On  forme^  par  cette  mutUiplicalion,  une 
iquation  iquivalente  A  la  premibre. 

Pour  le  prouver,  soil  T^quation  propos6e : 

A  =  B;  [l] 

multiplions  les  deux  membres  par  m\  nous  aurons: 

Am— -Bm.  [2] 

Or  toute  solution  de  T^quation  [1]  donne  ii  A  et  &  B  des  valeurs 
num6riques  igales :  done  si  Ton  multiplie  ces  valeurs  par  la  va- 
leur num6rique  correspondante  de  m,  qui  riest  pas  nulle^  les 
produits  seront  6gaux.  Or,  ces  produits  sont  les  valeurs  corres- 
pondantes  des  deux  membres  de  Tiquation  [2] :  done  toute  so- 
lution de  r^quation  [1 J  est  solution  de  I'^quation  [2]. 

R6ciproquement,  toute  solution  de  liquation  [2]  donne  des 
valeurs  6gales  k  km  et  &  Btn;  done,  si  Ton  divise  ces  deux  nom- 
bres  par  la  valeur  correspondante  de  m,  qui  n'est  pas  nulle,  les 
quotients  sont  igaux;  et  comme  ces  quotients  sont  les  valeurs 
num6riques  de  A  et  B,  toute  soluUon  de  Tiquation  [2]  est  solu- 
tion de  rSquation  [1]. 

Ainsiy  les  deux  Equations  sont  iquivalentes. 

125.  Puisque  Ton  pent  multiplier  les  deux  membres  d'uue 
iquation  par  un  nombre  quelconque,  on  pent  aussi  les  diviser  par 
un  nombre  quelconque;  car  diviser  par  m,  revient  k  rtiultiplier  par 

— .  11  faut  seulement  que  le  nombre  m  par  lequel  on  divise,  ne 

soit  jamais  nul. 

124.  Remarque  importante.  Le  principe  pricident  suppose 
essenliellement,  que  le  multiplicateur  m  est  different  de  z&ro : 
les  Equations  [1]  et  [2]  ne  sont  iquivalentes  qu*&  cette  condition. 
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Et  en  effety  la  seconde  peut,  si  Ton  transpose  tous  les  tennes 
dans  te  premier  membre,  se  mettre  sous  la  forme : 

(A  — B)m  =  0.  [2] 

On  Toit  que  toute  solution  de  r^quation  [1]^  rendant  A  £gai  h 
By  on  A — B  6gdl  k  ziro,  v^rifie  encore  I'^quation  [2].  Mais  la 
r6ciproque  n*est  plus  vraie,  si  m  pent  6tre  nul ;  car  alors  Tiqua- 
iioii  [2]  pourra  £tre  y6rifi6e,  sans  one  A  devienne  6gal  k  B. 

Eiempli.  Soit  r^quation 

3— »=15— 2*.  [1] 

Multiplioiis  les  deux  membres  par  {x — 1) ;  nous  obtiendrons  U  nouvelle  dqua« 
lion 

(3 «- X)  (»—  1)  =  ( 15  - 2x)  (»- 1).  [2] 

La  solution  •=13^  qui  v^rifie  la  premiere,  T^rifle  dridemment  la  seconde. 
Mais  la  valeur  s= 1 ,  qui  annule  le  multiplicateur  {x — 1) ,  satisfait  k  la  seconde, 
puiaqu'elle  rend  nuls  sea  deux  membre  ;  et  cependant  elle  ne  y^rifie  pas  la  pre* 
Bkitee. 

Ainsi  la  multiplication  des  deux  membres  de  ViqiMion  par  un 
facUwr^  contenanl  les  inconmues^  pent  introduire  des  solutions  £traii- 
G±RSS.  Ces  solutions  introduites  sont  celles  de  FiqiuUion  qu*on  obtien- 
draii,  en  igalant  &  ziro  le  multiplicateur ^  comme  on  le  voit  dans 
Texemple  pricident.  Par  consequent,  lorsqu'on  aura  6t6  oblig6 
de  multiplier  les  deux  membres  par  un  pareil  facteur,  on  deTra, 
aprte  avoir  r6solu  Tiquation  r^sultante,  etudier  les  solutions 
obtenues,  et  rejeter  comme  etrang^res  celles  qui  annuleraieat 
le  facteur  sans  T^rifler  I'^quation  proposte. 

II  r^uKe  de  \k,  qu'en  divisant  les  deux  membres  par  une  expret' 
lion  contenani  les  inconnues,  on  s' expose  h  supprimer  une  ou  plu- 
sieurs  solutions :  mais  les  solutions  ainsi  sv/pprinUes  sont  celles  de 
liquation  qi/on  obtiendrait  en  igalant  i  ziro  k  diviseur.  Par  con- 
sequent,  lorsqu'on  aura  616  oblige  de  diviser  les  deux  membres 
par  une  pareille  expression,  on  derra  risoudre  non-seulement 
reqnation  resultante,  mais  encore  I'equation  auxiliaire  obtenue 
en  egalant  le  diviseur  k  zero,  et  etudier  les  solutions  de  cette 
demiere  pour  les  retablir,  si  elles  ont  ete  reellement  supprimees. 

Si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  m,  sans  contenir  les  incon- 
nues, est  une  expression  lilterale,  la  transformation  est  permise ; 
mais  11  faudra  eviter,  dans  la  suite  des  raisonnements,  les  hypo- 
theses qui  rendraient  cette  expression  egale  k  zero. 
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188.  GOROLLAIRB.  fivANOUISSEHENT.  DES  B^NOHINATEURS.  LOTS" 

qu^v/ne  Equation  rmferme  des  termes  fractionnaireSf  on  la  ramtne 
h  la  forme  mtihrey  en  multipliant  tous  les  termes  par  le  produU  des 
denominateurSf  ou  mime  par  kplm  petit  multiple  commwa  a  ious 
ces  dinominateurs :  et  Ton  obtient  ainsi,  ea  g^n^ral,  une  ^qnation 
iquivalente  k  la  premiere.  Gette  r6gle  est  la  consequence  ivi- 
dente  du  Th^or&me  II  et  des  principes  sarles  fractions. 

EuHPLB  I.  Soit  r6qiiation 

multiplions  les  deux  membres  parle  produit  «(«+!);  nous  aurons : 

2tf(«+l)=«+l  +  («— 1)  (a?+l)a;  +  3«, 
Ott  2x^  +  2x=»  +  l+«*— «  +  3».  [2J 

n  faul  remarquer,  toutefois^  que  le  facteur  «  (a;  +  l)i  ^^  ^  z^ro,  donae 
pour  solutions  s=0,  x=—l.  Ge  sent  les  seules  solutions  que  la  multiplica- 
tion ait  pu  introduire.  Or,  elles  ne  y^rifient  I'^quation  [2J  ni  Tune  nl  Tautre  : 
done  les  deux  Equations  [1]  et  [2 J  sont  ^ulvalentes. 

EzBMPLB  II.  Soit  r6quation 

_L.  +  _J__ I_  r,i 

On  Toit  qu'il  suflBra  de  multiplier  les  deux  membres  par  («'— a*);  car  ce  d^no- 
minateur  est  divisible  par  les  aulres  d^nominateurs  (x  +  a)  et  {» — a).  On  a  ainsi : 

af  +  a+«— o=l.  [2] 

Cbmme  rfiquation  af* — a'=0  n'a  pour  solutions  que  x=2-\-aet  x=z — a,  les- 
qnelles  ne  v^rifient  T^quation  [2]  ni  Tune  ni  Tautre,  les  dquations  [1]  et  [2] 
flont  ^quiyalentes. 


ExBHPLB  m.  Soit  encore  T^quation 

JEL.- 

«— 1 ^ 1 — » 


«»  •   1 

!  si  Fon  moltiplie  les  deux  membres  par  x — 1,  on  « : 

«— 1— a?=— 1— 6«+6.  [2J 

Qette  demi^re  Equation  admet  pour  solutions  6  et  1  :  mals  le  nombie  6  y^rifie 
mal  r^quation  [1];  et  la  yalear  «=1,  qui  annule  le  multipUcateur  (x-^  I), doll 
toercgetto. 

1S6.  THioR^ME  ni.  Lorsqu*on  Hive  &  une  mime  puissance  ks 
deux  membres  Sunt  iquation,  on  introduit^  en  giniral,  des  sobt^ 
HonsUrangires.  En  effet,  soit  r^qoation 

As=B.  [1] 


DBS  EQUATIONS  DU  PIEHIER  DEGRfi.  87 

Si  Ton  klhYe  les  deux  membres  au  carr6,  on  a : 

A«=B«.  [2] 

On  Yoit  qoe  toute  solution  de  la  premiere  est  solution  de  la  se- 
conde.  Mais  cette  derni^re,  pouvant  s'6crire  sous  la  forme 

A*— B«=0,    ou    (A  — B)(A  +  B)=0, 

renferme  k  la  fois  les  solutions  des  deux  equations, 

A  — B=0,    A  +  B=0. 

EUe  est  done  pins  g6n£rale  que  la  premiere. 

De  mftme  T^quation         A* = B* 

pent  s'6crire  A* — B« = 0, 

ou      (A— B)(A— *+BA-^+B»A«^-|-...,+B«-*)  =  0. 

Hie  admet  done,  outre  les  solutions  de  I'dquation  [1]  qui  anno- 
lent  le  premier  facteur,  celles  de  Tiquation 

A-"*4-BA-*+B«A-^+....+B-^±=0, 

qui  annulent  le  second  facteur. 

Lors  done  que  Ton  est  oblige,  pour  r6soudre  une  Equation, 
d'^leyer  ses  deux  membres  k  la  m6me  puissance,  il  faut,  apr^s 
avoir r^solu  T^quation  r^sultante,  ^tudier  les  Solutions  obtenues, 
et  rejeter  comme  6trang&res  celles  qui  ne  v^rifleraient  pas  r6* 
qnalion  propos^e.  Par  exemple,  soit  T^quation 

V9^^==«— 9.  [1] 

Sf  poor  i^soudre,  on  61dve  les  deux  membres  au  carr^i  on  a: 

9— «=»*— 18«+8U  12] 

Or,  on  peat  reeonnaltre  que  cette  demi^re  Equation  est  Y6rifi6e  par  «=  9  et 
par«=8.  Mais,  si  la  valeur  a;  =9  conYient  k  T^quation  proposte,  la  valeur 
f=g  ne  convient  pas,  et  doit  dtre  rejet^e. 

On  se  rend  compte  de  ce  r^sultat,  en  remarquant  que  T^a- 
tion  [2]  n'est  pas  seulement  le  carr6  de  I'^quation  [1];  elle  est 
aossi  le  carr6  de  T^quation 


— V^9 — x=x — 9, 
laquelle  admet  pour  solution  x=S. 
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BESOLUTION  BE  I/EQUATION  DU  PREMIER  BE6RE 

A  UNE  SEULE  INCONNUE. 

S  I.  R^le  pour  r^Boudre  Piqaation. 

ifi7.  ExEUPLES.  Les  principes,  exposes  dans  le  cbapitre  pr6- 
c6denty  sufflsent  pour  r6soudre  une  Equation  du  premier  degr6 
h  une  inconnue.  Bonnons-en  quelques  exemples, 

BxBMPLe  I.  Soit  I'iquation 

On  chasee  d'aboid  les  ddnominateurs  (12S) ,  en  multipliant  les  deux  membres 
par  84,  qui  est  leur  plus  petit  multiple  commun.  L'^uation 

252»— 112  — 21»=20»  +  16a«+ 1092  [2] 

est  faquivalente  k  la  premiere;  car  le  multiplicateur  est  num6rique  (122). 

On  faitensuite  passer  dans  unmembreles  termes  qui  contiennent  IMnconQue, 
et  dans  Vautre  ceox  qui  ne  la  contiennent  pas  (120)  :  on  obtient  ainsi 

252«— 21*  -  20a?—  I68»=  1092  + 112, 

0U|  en  r^uisant  les  termes  dans  chaque  membre, 

43«=  1204,  [3] 

Ration  dquivalente  k  T^quation  [2J,  d'apr^s  le  principe  (118). 

Enfln  on  diyise  les  deux  membres  par  43  (122),  et  Ton  obtient  l'6quation 
^uivalente 

af=:28.  [4] 

Or,  oette  demidre  Equation  est  T^rifi^,  quand  on  y  remplace  x  par  28  :  et 
elle  nti  pas  d'autre  solution.  Done  T^uation  [1]  admet  la  solution  28,  et  n'en 
admet  pas  d'auti'e. 

On  y^rifie  la  solution  en  remplagant  x  par  28  dans  T^quation  [1] ;  les  deux 

2 

membres  de?iennent  ^aux  k  75  r* 

3 

ExEMPLB  n.  Les  coefficients  peuvent  dtre  alg^briques.  Soit  T^quation 

(2a  +  b)y         ,_a:b;^  b         30^, 

a  (a+b)»    ^  (a  +  b)»     "^^^a*      a  +  b  '*' 

On  moltiplle  tons  les  termes  par  a  (a  +  ^)*i  plus  petit  multiple  commun  des 
d^nominateurs :  I'^quation  nouyelle 

(2a  +  &)^(o  +  &)*+a'^  [2] 

=3ac(a+b)*«  +  &(a+b)*«— 3a>5e  (a+b)> 

est  ^quivalente  it  la  premiere,  pourru  que  Ton  ne  fasse  pas  ultirieurement  I'hy- 
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pothte4i=0|  on  I'hypoth^  h=—a,  dont  chacune  annule  le  multipHca- 
teur  (114). 

On  bit  passer  las  tennes  iDconnus  dans  un  membra  at  les  tarmas  connus  dans 
i'antre.  L'^ation 

tt»b«+3o»bc(a+6)» 

=Zae  (a+b)»»+&  (a  +  6)»«—  (2a+b)  5*(a+&)  %        [Z] 

est  IqaiTalente  k  la  seconda. 
Pais  on  mat  s  an  factaur  oommun  dans  le  second  membre,  ca  qui  donne  : 

et  Ton  <fiTisa  las  danx  mambres  ^  le  coefficient  da  x.  On  a  ainsi  una  nouTalla 
Equation  : 

"■  3  ae(a+d}* +&(<»  +  b)*—  (2a+ 6)  b»  (a+ b)  *  '*^ 

qui  sera  6qaifalenta  anz  antres,  si  qaelqae  hypoth^  n*annule  pas  le  d6nomi- 
nateor. 
Or,  le  nnm^rataurast  igal  k  a'b  (a&+3«  (a  +  b)*) .  Les  danx  darniars  tanMs 

dn  d^minataur  penrant  s^icrire 

oa , en  rMaisant,  bla+h)  c^, 

DoDfile  dftnominatanr  s'terira : 

3ae(a+&]*  +  a*&(a  +  b), 
OQy  en  fflettant  a{a  +  h)  en  facteur  commun , 

a(a+5)(a&  +  3c(a+&)))« 
Done  enfln  la  Tsleur  de  x  pent  s*6crire  : 

tf&(ab+3c(a  +  &)M  p., 

""a(a+6)ia6-f3c(o+6)M'  ^  ' 

M,  en  sopprlmant  las  facteurs  commons , 

•  =  5+6-  16J 

Gomme  la  d6nominatenr  de  la  formule  [5]  devient  nnl,  soit  poor  a=0,  soit 

ctb 
poor  h=z^a,  soit  poor  c=—  '     4-m»»  ^^  f&udra  s'abstenir,  dans  les  appli- 
cations, de  ces  trois  hypotheses. 
On  ydrifia  ais^ment  qoe  la  solution  trouT^e  satisfait  k  I'^quation  [1]. 

188.  RiGLE  gAn^ralb,  Od  coDclat  de  ces  raisonnements  la 
rigle  suivante  :  Pour  r6soudre  une  iqiuUian  du  premier  degri  i 
uneinconnue:  l^an  chcuse  les  dinominateurs ;  9?  on  transpose  dans 
m  membre  les  termes  gut  renferment  rinconnuej  et  dans  Fautre 
ma  qui  ne  la  eontiennmt  pas;  Z*  on  rSduU  dans  chaque  membra 
kttenMs  semblables;  4°  on  dwise  le  terme  indipendani  de  I'inconnw 
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par  h  coeffMmU  de  cette  ineannue.  Le  qaoneni  est  la  yalear  de 
rinconnue,  sous  la  reserve  des  restrictions  que  nous  avons 
foonc^es.  On  v6rifie  d'ailleurs  cette  valeur,  en  la  substituant 
dans  I'fiquation  propos^e,  qui  doit  se  transformer  en  identity. 

S  U.  Squations  qui  se  nun^neDt  au  premier  degri. 

Une  iquationt  qui  n'est  pas  du  premier  degr£,  peat,  dans  cer- 
tains casy  y  £tre  ramentei  h  I'aide  de  quelques  transfornoations. 
Nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

189.  L'^quation  est  irrationnelle. 

EziMPLi  I.  Soit  I'^quition* 
81  fon  Alftre  lea  deoz  memhrea  an  carr^,  ii  Tient : 

ou,  en  £adsant  passer  les  tennes  inconnus  &  gauche ,  les  autres  k  droite,  et  sup- 
primant  ceux  qui  se  d^truisent, 

8^i==12,    ou    2^=3.  [3] 

fileyant  encore  au  carr6,  on  a  : 
[4]  4#=9,      d'oA     »=|.  PI 

Comme  toute  solution  de  T^quation  [IJ  y^rifie  toutes  les  sniyantes,  qui  en 

9 
sent  des  consequences,  etque  T^quation  [5]  n'admet  que  la  solution  «  =  -  ,    il 

4 

est  dair  que  Pdquation  [i].n'en  saurait  admettre  d*autre.  Mais  il  n'est  pas  cer- 
tain que  cette  yaleur  satisfait  effectiyement  i  cette  Aquatum:  car  on  a,  par  deui 
fois,  61ey6  r6quation  au  carr6,  operation  qui  pent  introduire  des  solutions 

^trang^res  (126).  0  est  done  n^cessaire  de  y^rifier  la  solution  trouv6e  par  une 

g 
aubstitudon  directe.  Or,  en  rempla^ant  d;  par  -,  le  premier  membre  de  I'^qua- 

Hon  [1]  deyient  : 


V4— =v/4+|=v/t=I' 

etle  second  4— V»=4— i/j=4  — 1  =  |. 

Lay6riflcation  rfinssit  done;  mais  elle  itait  indispensable. 

*  Dans  cette  Equation ,  v^4  +  «  et  y^x  d^signent  des  nombres  posiHfs :  nous 
laissont  de  odti,  pour  le  moment,  la  double  yaleur  qu'on  pent  leur  attribuer 
II  en  sera  de  mftme  dans  le  reste  de  ce  cbapitn. 
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n.  Soit  «nooro  I'^qoation 


Poor  Cure  disparaltre  nn  des  radicatix,  on  Visole  dans  on  menobr^  en  terivAnt 

et  Tqd  fl^Yo  au  carr6  las  deux  membres ;  il  Tient : 

00,  wmpliflunt  •!  ehasgeant  les  signes, 

VT=^=1^— 1.  W 

Slemit  de  nouvean  an  ean^,  ona: 

1— •=4»— 4V«+lf  W 

on,  ■nplifianft  at  tran^ofant, 

fitorait  an  cvrt  poor  la  troisiftme  fois,  nous  aTons  x 

Aioatioft  qua  Von  peat  toire,  en  mettant  toos  let  termw  dans  la  premier 

membra, 

«(16-25«)=0.  [8] 

Poor  qa'un  produit  de  deux  fitcteurs  soit  nul,  il  faut  et  ii  soffit  que  Ton  des 
facteuis  soit  nul.  Les  solations  de  I'^quation  [8]  soot  done : 

*      "'      *      25 

L'^qnatinn  [1]  n^admet  pas  d'autres  solutions  que  celles-U.  Pour  saToir  si  eUa 
tesadmet  elfeetiTament,  faisons  la  substitution  direete.  La  TSleur  0=0  doaaa : 

—  y— 1= 1 ,  06  qui  ne  signifie  rien  -,  et  la  valeur  '  =  97  donna  : 


25      V25      Vitt'"* 


on,  rMuisant,  6"~5~^» 

ee  qui  n'est  pas  vrai.  Ainri  aucune  des  deux  solutions  na  corniest  it  Piqua* 
tion  [1]. 
n  est  focile  de  voir  que  la  valeur  c^=0  yfirifie  I'^quation 


\li+)/x+  Vl-*=l; 


16 
que  la  Taleur  *=  :?  Y^rifie  Tdquation 


V«+v/«—  yi— «=1; 
el  qoe  oes  Equations  condnisent  toutes  deux  It  la  mdme  6quatioB  [f],  en  sui- 
nnt  la  m6me  marcbe  que  pour  Tdquation  propose 
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150.  L'gquation  ne  renferme  rinconnue  qu*ii  une  certaine 
puissance ;  alors  elle  peut  6tre  consid6r6e  comme  £tant  du  pre- 
mier degrdy  8i  Toil  prend  cette  puissance  pour  Tinconnue. 


ExEMPLB  ni.  Soft  Piqnatioii 


*      +7^1  =  26.  [1] 


1+2*^1— 2« 

On  multiplie  lesdeux  membres  par  le  produit  (1  +3«}  (I  — 2x) ,  ou  par  (1—  kac*); 
il  vient : 

•(1  — a«) + « (1  +  Jto)  =2b  (I  —44^ ,  m 

ou,  effectuant  les  multiplications,  et  supprimant  lestermes  qui  se  d^tniisent, 

2a=2b— 8ft«\  [3] 

Si  i'on  conaidtee  i^  comme  llnconnue^  cette  Equation  est  dn  premier  degrt, 
et  on  en  tire : 


[4] 


iSI.  L'6quation  ne  renferme  I'inconnue  que  sous  un  radical; 
elle  est  du  premier  degri,  si  Ton  prend  ce  radical  pour  in- 
connue. 

ExBKPLi  IV.  Soit  I'^quatkm 

ax — y       \/og  — b  ^_ 

Gomme  le  nom^rateur  de  la  premiere  fraction  est  divisible  par  son  dtoomlna- 
teur,  r^quation  peut  s'^crire  : 

pu,  en  cbassant  le  d6nom!nateur, 

e  Vfl«—  eb  —  ^ax  +  b  =^,  [3] 


Equation  du  premier  degr6,  si  Ton  prend  poor  inconnue  le  radical  yax.  On  a, 
en  transposant  les  termes  : 

(«— 1)  Va«=e'+c5— 6;  [4] 

et  par  suite, 

fileyant  cette  Aquation  au  carr6,  et  divisant  par  a^  on  a: 


DBS  EQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRfi.  93 


S  III.  Solution  de  quelques  problftmtt. 

Nous  donnerons,  dfts  h  present,  quelques  exemplesde  Tutilit^ 
dcs  Equations  dans  la  solution  des  problimes. 

m.  PBOBLiHB  I.  Trouver  VetcompU  en  dedans  d'un  kiUet  d$  1500 /V.  payable 
dans  5  moi$,  le  Unm  de  Vintirii  itant  6  pourlOO  par  an. 
L'escompte  en  dedans  d'un  billet  est  I'intdrdt  de  sa  Tileur  actuelle.  D^- 
i  gnons  cet  escompte  par«;  on  remettra  au  porteurl500 — «;  et  il  Ikudra  que 

cette  somme,  placto  k  6  pour  100  pendant  5  mois,  rapporte  un  int^rdt  x.  Or, 
100  £r.,  rapportant  6lr.  en  1  an^  lapportent  en  1  mois  0',50,  et  en  5  mois  2^50; 
1  fr.,  dans  le  mdme  temps,  rapporte  done  0'|025;  et  (1500 ^«)  rapportent 
OS025x(1500— dp).  On  doit  done  avoir  Tiquation 

(1600— «)x  0,025  =», 

oa,  en  effectuant  les  caleuls, 

1500X0,025 -0,025s=«, 

^uatioQ  du  prender  degri,  d'ot  Ton  tire 


i 


1500  X  0,025  _^^,^e 

•-~r;w5 — 3«>«»— • 

Onremetcraauporteur  du  billet  Texcisde  1500  fr.  sur  Tescompte,  ou  1463',41. 

18S.  PaoBLfiMB  IL  On  a  deux  lingots  d^argent,  dont  les  Hires  sontO^nb 
et  0,940;  q^l  poids  doit-on  prendre  de  chacun  d^euxpour  former  25  grammes 
^alliage,  au  litre  d«  0,900  7 

Soit  X  le  nombre  de  grammes  que  Ton  doit  prendre  dans  le  premier  lingot : 
(25 — x)  sera  le  poids  que  Ton  devra  prendre  dans  le  second. 

Le  poids  de  Targent  contenu  dans  x  grammes  du  premier  lingot  est  d^x  0,775. 

Le  poids  de  I'argent  contenu  dans  (25— dp)  grammes  du  second  lingot  est 
(25— J)  X  0,940. 

La  quantity  totale  d'argent  contenue  dans  TaUiage  est  done 

•X  0,775+  (25— »)X0,940. 

B'on  autre  oOtd,  puisquele  titre  de  Palliage  est  0,900,  la  quantity  totale  d'ar- 
gent que  les  25  granunes  d'alliage  contieonent  doit  6tre  6gale  k  25  X  0,900;  on 
doit  done  avoir 

«X0,775  +  (25— »)X0,940=25X0,900, 

Equation  du  premier  degrS,  dont  on  dMuira  jb=:6>',0606. 
Done  on  doit  prendre : 

du  premier  lingot 6c,0606, 

da  second  lingot. .  18*' ,9394 

184.  PROBLfiMK  m.  Paris  et  Rouen  sont  dUianis  de  137  ktlomitres.  Le  char^ 
b&n  cdUe  d  ParU  4',25  Us  100  kHogrammes^et  d  Kouen  4',75;  Us  frais  de  trans- 
port 6lant,  par  tonne  et  par  kilometre,  de  0^.09,  quel  est  U  point  du  ehemin 
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pour  lequel  Uy  a  avantage  igal  d  (aire  vmir  U  chafhcn  de  Vune  ou  de  Vautrt 
viUeP 

Soit  «  la  distance  du  point  cherch6  k  Paris ;  (137~«)  sera  sa  distance  k 
ftouen. 

Une  tonne  de  charbon  achet^e  k  Paris  coOte  kVjbO. 

Les  frais  de  transport  de  cette  tonne  k  la  distance  x  sont  ffX0»09« 

Le  prix  de  revient  d*une  tonne  acbette  k  Paris  est  done 

42,50  +  «X0,09. 

Une  tonne  aedette  k  Rouen ,  et  transport^e  k  la  distaace  (137  ^«),coAteTa  de 
m^me 

47,60+037— »)X0^. 
On  aurt  done 

42, 50  +  «X  0,09 = 47,50  +  (1 37  —  «)  X  0,09, 
Equation  du  premier  degr6,  d'oCi  Ton  tirera 

«  =  96k,2777...".; 
done,  distance  de  Paris  au  point  cherch6....        96\278, 

distance  de  Rouen 40S722, 

priz  de  la  tonne 51',16'i. 

i5tt.  Remarque  sur  la  mise  en  iSquation  des  PROBi^BfES. 
Mettreunprobleme  en  iquation,  c'est  cxprimer,  par  une  ou  plu- 
sieurs  Equations,  les  conditions  iinpos6es  par  son  £nonce  aux 
quantitfis  inconnues.  II  est  impossible  de  donner,  pour  y  arri- 
ver,une  rfeglecompI6lement  g^n^rale.  Nous  nous  bomerons, 
pour  le  moment,  h  Tindication  suivante. 

En  examinant  avec  soin  l'6nonc6  d'un  probl&me,  on  verra 
presque  toujours  qtfll  s'agit,  pour  le  r6soudre,  de  rendre  cer- 
taincs  qaantit^s  6gales  cntre  cites.  Apr^s  avoir  reconnu  quelles 
sont  ces  quantitSs,  on  cherchera  les  formules  qui  en  expriment 
les  valours ;  et,  en  6galant  ces  formules,  on  obtiendra  les  Equa- 
tions demand6es.  Reprenons,  par  excmple,  les  trois  probl6mes 
trait£s  plus  baut. 

Probl^meI.  Trouver  Tescompte  de  1500  fr.  payables  dans 
cinq  mois,  c*est  trouver  une  somme  qui,  plac^e  pendant  cinq 
mois  et  augmentSe  de  ses  int6r6ts  pendant  ce  temps,  devienne 
igale  h  1 500  fr. 

pROBLEME  II.  AUier  de  Targent  h  0,775  avec  de  Fargent  h 
0,940,  de  mani&re  k  former  25  grammes  d*alliage  k  0,900;  c'est 
faire  en  sorte  que  la  quantity  totale  d'argent  contenue  dans  les 
S5  grammes  d'alliage  soit  igak  k  e,900x  25. 
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PROBiiEMB  III.  II  faut  faire  en  sorte  qne  le  priz  d'une  tonne 
de  charbon,  transport^e  de  Paris  au  point  cherchS,  soit  igal  au 
prix  d'une  tonne,  transport6e  de  Rouen  au  m6me  point. 

RsiiARQUs.  Dans  presque  tous  les  probl6mes  relatifs  k  des 
nombres,  la  mise  en  Equation  n'est,  pour  ainsi  dire,  que  la  tra- 
daction,  dans  la  langue  algibrique,  de  r6nonc6  propose  en 
langage  ordinaire.  D  peut  arrlvercependant,  queF^nonc^  nepa- 
raisse  pas  poovoir  imm^dialemeut  se  traduireen  formule;  mais, 
en  s'attacbant  au  sens  plutftt  qu'aux  paroles,  oa  ne  trouvera 
presque  Jamais  de  difficult^  s^rieuse.  Nous  reviendrons  sur  la 
mise  en  Equation,  quand  nous  nous  occuperons  sp6cialement 
des  problfemes  du  premier  degr^. 


EXERGIGE8. 


I.  R^mudie  r^quation 


Z+2x     54-2Jg_  4j;^— 2 

i+2x     7+2aj~"     '7+16a?+4»»' 

On  trouTB  9  =2* 

IJ.  R^soudre  r6quation 

6~5ag       7— 2ap»    _3g4-l       Ite— 11  ,     1 
16        14(ap-l)"~     21  30       "''155' 

On  trouYe  x=4. 

1.T    «>u    ^        «      4(2x— 3)— 3  (3flf— 1)      3  /g»  +2\ 


'        On  troufe 


13 


IV.  R^udre  V^l  — \/»*— «"  =»— 

5 
On  troure  *=!     ®*      «— Ql 

Gette  demibre  Taleur  ne  conTient  pas. 


V.  R^udre 


On  Irouye 

uleur  qui  ne  conyient  pas. 
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VI.  Rteottdfe 
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On  trouye  ^^JlfTJ* 

VII.  R680udre  )fa+7x+  V^o— v«=V ** 

On  trouTO  «=o  ^     ^75     ' 


Vlll.  R^soudre 


i+5"  V  a»"*"V5S?+?* 


4a 
Ontroaye  ^""""J' 

Taleur  qui  ne  convient  pas. 


IX.  R6soudre        v/« + V'i  —  V^»—  V «  =  j  v/»+V?* 
On  trouve  gss~l,et  mssQ. 


&a* 


X.  R680udw  2«  +  2  V«M- «  —  ^'-gt  ^  y 

3a 
On  trouve  *=  -j-* 

yaT*  .  ya+«_5^ 

XI.  R^soudre  — j—  + — j — • 


On  .trouve  « — TTTZ 

XII.  R^soudre  I'&iuation 


Va— »+2^a+«=  v/a— af  +  >/a«  +  **. 


OntrouYe  «=—a,  »=0  et  «=-i^> 

Las  deui  derniires  ne  convieonent  pas. 
XIIl.  R6soudre  T^quation 


^/^  V't^+v^-\/i^=^«'^ 


On  trouv6  »=a. 


I 
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GHAPITRE  III. 


f  w 


VUIfCIPES  OENERAUX  RELATIFS  AUX  EQUATIONS 

SmULTAIVEES. 

S  I.  D^finitionf. 

186.STSTiMBs  D*iQUATiONS.  On  entend  par  systhm$  d*6quationSj 
Fensemble  de  plusieurs  Equations  qui  doivent  6tre  satisfaites  k 
lafois.  Si  chaque  Equation  ne  contenait  qa*une  seule  inconnuei 
on  la  r£soudrait  isoI6ment  d'apr^s  la  m6thode  da  chapitre  pr^- 
c^dent;  et  il  y  aurait  autant  de  probl&mes  distincts  qne  d'^qua- 
tions  k  r6soudre.  Mais  lorsque  les  inconnues  entrant  k  la  fois 
dans  plnsienrs  Equations,  la  question  devient  plus  difficile. 

On  nomme  sohuion  du  syst&me  tout  sysl&me  de  valeurs,  qui, 
mises  k  la  place  des  inconnues,  transforment  les  Equations  en 
identity. 

157.  Stst6mes  liQUiVALBNTs.  On  dit  que  deux  syst&mes  d'£- 
quations,  qui  renfennent  les  mdmes  inconnues^  sont  iquivalents^ 
lorsque  les  yaleurs  des  inconnues  qui  satisfont  k  Tun  et  k  Tautre 
sont  absolument  les  m^mes ;  ou,  en  d'autres  tennes,  lorsque  les 
Rations  de  chacun  des  syst&mes  entratnent  celles  de  Tautrc. 

Lorsque  deux  systftmes  sont  Equivalents,  on  pent  les  substi- 
tner  Ton  k  Tautre. 

S  n.  Principes. 

i38.  THioR^HE  I.  itant  donni  un  systbme  d^iquations,  on  pent 
substituer  i  I'unB  quelconqiie  (Tenlre  elles  riquation  oblenxie  en 
ajoutafU  membre  A  membre  les  iqiMtions  proposies.  Ainsi  les  sys- 
temes 

^A=:A',  rA  +  B+C+D=A'+B'+G'+D',     [«] 

(d=d',  (d=d', 

sent  Equivalents* 

.    En  etteij  tonle  solution  du  systEme  [1]  donne,  par  hypoth^se, 
des  valeurs  numEriques  Egales  aux  deux  membres  de  chacune 
Alo.  B.  !»•  Partie.  7 
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des  Equations  de  ce  syst&ine  :  douc  elle  rend  £gaux  aussi  les 
deux  membres  de  TSqualion  [a] ;  done  elle  v6rifiele  systeme  [2]. 
H^ciproquement,  toute  solulion  du  sysl^me  [2]  rendant  6gales 
les  valeurs  num6riques  de  B  et  de  B',  celles  de  G  et  de  C,  celles 
de  D  et  de  D',  rend  ^gales  celles  de  B+G+D  et  de  B'+  G'+D'; 
et  comme  elle  v6rifie,  par  hypolhise,  U^quation  [a],  U  faut 
qu'elle  rende  ^gales  les  yaleurs  num6riques  de  A  et  de  A'.  Done 
elle  v6rifie  le  systfeme  [1]. 

158.  Remarquss.  La  demonstration  prgcidente  est  ind£pen- 
dante  du  nombre  des  equations. 

On  peut  n'ajouter  les  unes  aux  autres  qu'une  partie  des  Equa- 
tions qui  composent  un  sy  stfeme :  I'^quation  r6sultante  remplace 
Tune  quelconque  de  celles  qui  ont  seryi  h  la  former. 

OnaU  droUj  avatU  cFajoiUer  ks  iquations  membre  &  membre^ 
de  multiplier  chactme  d'ellespar  un  nombre  quelconque\  car  cette 
operation  (i&2)  n'alt^re  pas  les  conditions  qu'eiles  imposent 
aux  inconnues. 

11  va  sans  dire  que  Ton  peut,  dans  I'application  du  theor^nie, 
soustraire  membre  k  men]J>re  certaines  Equations,  an  lieu  deles 
additionner. 

140.  Th^orjime  II.  LorsqueFune  des  Equations  d'unsystbme  est 
rdsolvte  par  rapport  a  u/ne  inconnue^  on  peut  remplacer  cette  vncon- 
nue  par  savaleur  dans  les  autres  iquations  :  on  ramtne  ainsi  le  sys* 
thme  a  un  aiure^  ay  ant  wne  inconnue  et  une  iquation  de  moins. 
Ainsi  le  systEme 

»=A, 

B=B'.  [1] 

C  =  C', 

D=D', 

dans  lequel  B,  B',  G,  G',  D,  D'  renferment  toutes  les  inconnues 
d*une  mani^re  quelconquci  et  oh  A  peut  renfermer  toutes  les 
inconnues  k  Texception  de  x^  est  Equivalent  an  systEme 

X  =A, 

Bi=B'i,  PI 

Di=iyi. 
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dansIequelB|y  B'l,  d,  G'l,  Di,  D^  sont  les  expressions  obtenues 
en  remplacant  x  par  A  dans  B,  B',  G,  G',  fi,  D'. 

Id  effet,  toute  solation  du  syst^me  [l]rendant  ^gales,  parhy- 
potb^y  les  Yaleurs  nuin^riques  de  os  et  de  A,  il  est  permis  de 
remplacer  d»  par  A  dans  les  Equations  suivantes :  or  les  r^sultats 
6gaui,  que  Ton  obtient  ainsi,  sont  les  yaleurs  numiriques  des 
membres  des  Equations  da  systfeme  [2].  Done  ce  dernier  syst^me 
est  v£rjfi6  par  la  solution  du  premier.  R^ciproquement,  toute 
solation  du  systdme  [2]  rendant  x  6gal  h  A,  il  est  permis  de  rem- 
placer  A  par  x  dans  les  Equations  suivantes,  ce  qui  ram^ne  au 
systime  [1]. 

Les  deuic  systftmes  sont  done  Equivalents. 

Gette  demonstration  est  ind^pendante  du  nombre  des  Equa- 
tions. 

141.  Sluomation.  Lorsque,  dans  les  Equations  B=fi',Gs=:C', 
D=D',  on  remplaceiB  par  A,  cette  inconnue  disparalt  des  Equa- 
tions. On  dit  alors  qu'elle  est  ilimirUe.  En  gEnEral,  Mminer  une 
inconnue  entre  m  Equations,  c*est  remplacer  le  syst^me  proposE 
par  un  systEme  Equivalent^  dans  lequel  (m—  1)  Equations  ne 
contiennent  pas  cette  inconnue. 


CHAPITRE  IV^ 

RESOLUTION  B*UN  NOMBRE  QUELCONQUE  D'EQUATIONS 
DU  PREKIER  DEGEE  ENTRE  UN  NOMBRE  EOAL  D'lN- 
GONNUES. 

■ 

14S.  On  peutf  en  gEnEral,  dEterminer  les  valeurs  d'un  nom- 
bre quelconque  d'inconnuesy  lorsqu'on  connalt  entre  elles  un 
nombre  Egal  d*Equations  du  premier  degrE.  Nous  allons,  dans 
ce  chapitre,  exposer  les  mElhodes  qui  fournissent  les  solutions, 
en  commengant  parle  cas  le  plus  simple,  celui  de  deux  Equa- 
tions k  deux  inconnues. 


V         ^     J 
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S  1.  B6soIution  d*uii  syst^me  de  deux  Equations  it  deux  inconnaw. 

145.  Forme  g^n^rale  de  L'^QCATioif  du  premier  DEGRi  a 
DEUX  iNCONNUES.  Si  Toii  d^signe  les  deux  inconnues  par  x  et  y, 
une  Equation  du  premier  degr£  ne  peut  renfermer  que  trois 
sortes  de  lermcs  :  1"*  des  termes  du  premier  degr6  en  x;  fi^'des 
termes  du  premier  degr6  en  y;  3*  des  termes  tout  connus.  Or 
on  peut  toujours  faire  passer  dans  Tun  des  membres  tous  les 
termes  qui  couliennent  soil  x,  soit  y,  et  y  riunir,  par  raddition 
des  coefficients^  tous  ceux  qui  renferment  h  m6me  inconnue. 
Si  Ton  fait  de  mfime  passer  dans  Tautre  membre  tous  les  termes 
connus,  et  qu*on  les  r6unisse  en  un  seul,  I'iquation  prendra  la 
forme  • 

aX'{'by=C9 

a,  bf  c  d^signant  des  nombres  connus.  G'est  sous  cette  forme 
que  nous  mettronsles  Equations  que  nous  aurons  k  r^soudre. 

144.  I*'  Gas.  II  peut  arriver  que  Tune  des  Equations  ne 
renferme  que  Tune  des  inconnues.  Soit,  par  exemple,  le 
syst^me 

3a?+7y=:79,  [l] 
8a?  =  80.     [2] 

L'^quation  [&]«  qui  ne  renferme  que  x,  foumit  imm^diatement 
(128)  sa  valeur,a;=  10.  Si  Ton  subslitue  cette  valeur  dans  1*6- 
qualion  [1],  elle  devient 

304-7y=79, 

Et  comme  elle  ne  contient  plus  alors  que  I'inconnue  y,  elle  en 
fournit  (128)  aussi  la  valeur,  y  =7. 

Ces  deux  valeurs,a?=10,  y=7,  vfirifient  6videmmentle  sys- 
l^me.  D'ailleurs  il  ne  saurait  exister  d'autre  solution ;  car  T^qua- 
lion  [2]n*admet  que  la  solution  a;=10;  et  pour  cette  valeur, 
r^quation  [l]  n'esl  v6rifi6e  que  par  y=7. 

Ainsi,  pour  r6soudre  le  systfeme,  dans  ce  cas  particulier,  oti 
rdsout  celle  des  iquations  qui  ne  renferme  qu'une  des  inconnues,  on 
substitue  dans  V autre  Equation  la  vaieurtrouvee  pour  celte  inconnWj 
et  Von  risout  Cequation  risultante  qui  fournit  Fautre  inconnue^ 
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14B.  2*  Gas.  Les  deux  Equations  renferment  les  deux  incon- 
nues.  On  ramftne  ce  cas  au  pric^dcnt,  en  61iminant  Tune  des 
iocoDDues  entre  les  deux  Equations  (141).  On  peut  employer 
plusieurs  proc6d^s  pour  op^rer  cette  Elimination. 

M^thode  par  subshtution.  Soient  les  deux  Equations: 

7a?+3y=47,    [1]   ( 

6a?— 5y=10.     [2]  (  ^  ^ 

On  pent  (118, 122)  remplacer  I'Equalion  [1]  par  TEquation 

47— 7a? 

qu'on  obtient  en  faisant  passer  7x  dans  le  second  membre,  et 
en  diyisant  ensuite  les  deux  membres  par  3  :  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle,  risoudre  Fiquation  par  rapport  a  j.  LesyslEme  (1)  estainsi 
rempIacE  par  le  systEme  Equivalent : 

47  — 7a?    .,.    I 
«=-T-'  f^^  (2) 

6a?-5y==10.  [2]    ) 

On  pent  maintenant  (140)  remplacer  y  par  — —  dansl'Equa- 

tion  [2] ;  et  Ton  oblient  le  systEme  Equivalent : 
;  47— 7a?  r.,) 

6.-1(^1=1^  =  10.  [4]J  ^' 

Et  TEquation  [4]  ne  renfermant  plus  que  Tinconnue  x,  on  est 
ramenE  au  premier  cas.  On  rEsout  done  cette  Equation  :  elle 

donne 

18a?— 235  +  35a?=30; 

d'oil  Ton  tire  (128),  a?=5.  Et  cette  valeur,  substituEe  dans  TE- 
quation  [3],  donne  t/=4.  Ces  deux  valeurs,  ap=5,|/=4,  for- 
mant  la  solution  unique  du  syslEme  (3),  fournissent  la  solution 
unique  du  syslEme  Equivalent  (1). 

La  mEthode  est  gEnErale,  et  conduit  k  la  rEgle  suivante  :  On 
risout  tune  des  iquations  par  rapport  d  Vtme  des  inconnues,  et  ton 


t 
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SUBSTITUE  sa  valeur  dans  Vautre  Equation,  Comme  atte  demUre  ne 
renfermeplus  alors  que  Vautre  inconmie,  on  la  risout^  et  on  obtimt 
la  valeur  de  celteinconnue.  Puis  onsubstitue  cette  valeur  dans  V ex- 
pression de  lapremibre  inconnue,  operation  qui  foumit  la  valeur  de 
eelle-ci. 

146.  METHODS  PAR  ADDITION  ET  sousTRACTiON.  ReprcnoDS  le 
syslime  : 

7rr+3y  =  47,     [1]  ] 

6a?--5y  =  10.     [2]  )  ^  ' 

On  peut  toujours  rendre  6gaux  les  cocflicicnts  d*une  mgrne  in- 
connue  dans  les  deux  6quations;  ilsuffit,  pour  cela,  de  multi- 
plier les  deux  membres  de  chacune  par  le  coefficient  dont  cetle 
inconnue  est  affect^e  dans  Tautre.  Ainsi,  en  inultipliant  la  pre- 
miere Equation  par  5  et  la  secondcpar  3^  on  obtient  (122)  le 
systftme  Equivalent : 

35ic+15y=235,    [3]  I  ,  . 

18a?— 15y=30.       [4]   )  ^  ^ 

Les  deux  coefficients  de  y  Etant  alors  ^gaux  et  de  signes  con- 
traires,  on  61iminera  cette  inconnue  en  ajoutant  Ics  deux  Equa- 
tions. On  obtiendra  ainsi  une  Equation 

53a?=265,  [5] 

qui,  combinEe  avec  Tune  des  Equations  (2)  ou  avec  Fune  des 
Equations  (0,  formera  un  systfeme  (3)  Equivalent  au  premier. 

On  sera  ainsi  ramcnE  au  premier  cas  (144).  On  tirera  de  [5] 
a?£=5$  et  substituant  cette  valeur  dans  Tune  des  Equalions,  dans 
TEquation  [1],  par  exemple,  on  obtiendra  la  valeur,  y=4. 

La  mEthode  est  gEnErale,  et  conduit  h  la  rEgle  suivante :  On 
muUiplie  chacune  des  iquations  par  le  coefficient  dont  Vune  des  in- 
connues  est  affeotde  dans  Vautre;  on  ajoute  alors  Vune  a  Vautre,  ou 
Von  RETRANCHE  Vum  dc  Vautre  les  deux  iquations  resultantes^  sui- 
vant  que  les  coefficients  igaux  deVinconnu^considdrie  sont  de  signes 
contraires  ou  demtme  signe.  On  obtient  ainsi  une  equation  a  une 
inconnue^  qui  foumit  la  valeur  de  cetle  inconnue.  En  substituant 
cette  valeur  dans  Vune  des  iquations  proposies^  on  en  tire  la  valeur 
de  Vautre  inconnue . 

147.  Remarque.  Si  les  coefficients  que  Ton  veut  rendre  Egaux 
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ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  on  pent  prendre  pour  coefficient 
conmun  leurplus  petit  multiple  commun :  il  suffit,  pour  cela,  de 
djyiser  ce  plus  petit  multiple  par  chacun  des  coefficients  de 
rinconnue  h  ^Ilminer,  et  de  multiplier  chaque  Equation  par  le 
quotient  correspondant.  Soit,  par  exemple,  le  syst^me 


36a; 


+  7y=323,  (  r 

-lly=377.)  ^*J 


Le  phis  petit  multiple  commun  ^  36  et  II  54  est  108 :  les  quotients  de  108 
par  36  et  54  sont  3  et  2.  On  multiplie  done  la  premiere  Equation  par  3,  et  la 
Kconde  par  2;  et  Ton  a  le  syst^me  6quiYaIent : 


+  21y=969,J  ,, 

— 2!2y  =  764;|  ^^ 


108ap  +  21y=969, 
108a; 


eomzne  les  coefficients  de  •  ont  le  mfime  signe^  on  retranche  la  seoonde  Equa- 
tion de  la  premiere ;  ce  qui  donne : 

43y=215; 
d'oA  y=5;  et,  par  suite^  «=8. 

i48.  Autre  remarqub.  Lorsque  Ton  a  trouvfi,  par  la  m^thode 
prfec^dente,  la  valeur  d'une  des  inconnues,  on  pent  chercher  di- 
rectement  la  valeur  de  V autre  inconnue  par  la  mtme  mithode^  au 
lieu  de  la  dMuire  d*une  substitution. 

AiDsii  dans  Texemple  pr6c6dent,  pour  obtenir  x,  on  mul- 

tipliera  la  premiere  Equation  par  11  et  la  seconde  par  7 ;  ce  qui 

doonera : 

r396a?4-77y=3553, 

(378a?— 77y =2639; 

et,  en  ajontant  les  deux  r^sultats,  on  trouvera^ 

774a?=6192; 
d'oii  Ton  tirera :  a? = 8 . 

Gette  Taleur  de  xne  pent  diffi^rer  de  celle qu'a fournie  lasub- 
stitution :  car,  d'apris  les  raisonnements  pr6c6dents,  le  sys- 
ttme  [1]  est  Equivalent  h  Tun  quelconque  des  deux  systfemes, 

1^1  {36x+7y=323,  J36^+7y=323;        W 

or  chacun  de  ces  derniers  ne  fournit  qu'une  solution ;  il  est 
done  nicessaire  que  cette  solution  soit  la  m6me  pour  ces  deux 
systimes. 
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140.  GoROLLAiRE.  On  Yoit  qu'en  gtntvBl  un  syst^me  de  deux 
Equations  du  premier  degr6  h  deux  inconnues  admet  une  solu- 
tion unique  et  d/terminie. 

%  U.  Risolation  d'un  syst^me  de  trois  Rations  it  trois  inconnues. 

150.  R&GLE.  Pour  rdsoudre  un  systbme  {I)  de  trois  iquatiom  a 
irois  inconnues  x,  y,  z,  on  elimine  lune  des  inconnues^  z  parexerrh 
p(6,  d'abord  entre  deux  des  trois  equations,  puis  entre  la  demibreet 
Vumdes  deux  autres :  on  emploie,  pour  cela,  soit  la  milhode  par 
substitution  (i4B),  soit  la  m6lhode  par  addition  et  souslraction 
(146).  On  obtient  ainsi  deux  iquations  ii  deux  inconnues  x  el  y,  qui 
combinies  avec  Vune  des  iquations  proposies^  forment  un  systbme 
(2)  iquivdlent  au  premier :  les  raisonnements,  pour  le  prouver, 
sont  ceux  que  nous  avons  employes  dans  le  paragraphe  pr^c^- 
dent.  On  risout  le  systbme  des  deux  iquations  enxety;et  svl?sti' 
tuant  les  vaJeurs  trouvies  pour  ces  inconnues  dans  Vune  des  dqua- 
tions  proposieSf  on  obtient  la  valeur  de  z. 

151.  ExEMPLB  I.  Soit  d'aboid  k  rdsoudre  le  systbme 

3a;  +  2y  +  4;r  =  19, 
2«  +  5!/  +  3jr=21, 
3a?—   y+  %=z  4. 

Pour  appliquer  la  mSthode  prSc^dente,  nous  devons^  par  ezemple,  d6duire  de 
Tune  des  iquations  la  Taleur  d'une  inconnuei  et  la  substiluer  dans  les  deux 
autres.  Comme  on  peut  choisir  Tune  quelconque  des  trois  inconnues,  et  la  dMuire 
de  Tune  quelconque  des  trois  Equations,  il  y  a  neuf  mani^res  de  commencer  le 
calcul ;  on  voit  que  la  plus  simple,  dans  Texemple  propos^^  consiste  k  prendre 
la  yaleur  de  y  dans  la  troisi^me  6quation^  parce  que  Ton  n'introduit  pas  ainsi  de 
d6nominateur.  On  obtient : 

et|  par  tuhstitution  de  cette  expression,  les  deux  premieres  Equations  dd« 
viennent : 

j3«  +  2(3a;  +  jr-4)  +  4jr==19, 

(2«  +  6(3«  +  ;f  — 4)  +  3*  =  21; 

ou    cnrMuisant,  I  9*  +  6*=27j 

ou,  curcuui»«u»,  1 17a;  +  ax  =  41. 

Ces  ^quations^  r^solues  par  les  m^thodes  expos6es  {14^5/ 14cO),  donneni 

a;=I,  *=3. 

m 

Puis  ces  valeurSi  substitutes  dans  Texpression  de  y, 

y  =  3ar  +  jj— 4, 
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domient  y=3; 

et  la  solution  chfirchde  est,  ptr  consequent, 

«=1,  y=i2,  jj=3. 

n.  Soit  encore  i  r^soudre  le  syst^me  d'^quations : 

c»  +  c»x  +  cy+jr=0; 

nous  appliquerons  la  seconde  m^thode  (14.0).  Comme  2  n'a  pas  de  coefficient, 
nous  retrancherons  success! veroent  la  premiere  Equation  de  chacune  des  deux 
autres;  et  nous  obtiendrons  les  deux  Equations  nouyelles,  ind^pendantes  de  x^ 

1 63— a»  +  (ft*— a»)«  +  (&  — a)  v=0, 
}c»  — a^  +  (c*— a»)a:  4- (c- a)  y=0. 

Or  la  premiere  de  ces  Equations  est  divisible  par  (5  ^ a),  la  seconde  par  (c — 0} ; 
si  Ton  supprime  ces  facteurs,  ellcs  devienhent : 

j&»  +  a5  4-a*+(b+a)«  +  y=0, 
I  c' +  ac  +  a*  +  (c  +  a)  a  +  y  =  0. 

Pour  les  r^udre,  on  peut  proc^der  de  la  m^me  maniere,  et  soustraire  la  pre* 
miere  de  la  seconde ;  on  obtient  ainsi : 

c»  — 6»  +  o(c— 6)  +  (c— b)«=0; 

ou,  en  diyisant  par  (c  —  6), 

c  +  6  +  a  +  «=0. 

Deli  on  tire:  «=— a  — 6— c, 

et,  par  suite, 

y=— 6*— 06— o'— (6+a)«=a&+ac+5c. 

Enfin  ces  valours  de  x  et  y,  substitutes  dans  Texpression 

X  =  —  o*—  a'x  —  ay, 
dtmnent 

M::^^a*+a^{a+h-\-c)'-a{db-{-ae-^bc]=:-^abe. 

S  111.  Resolution  d'un  nombre  quelconque  d'6quations  du  premier  degr6. 

IttS.  R£glb  g^n^rale.  Pour  risoudre  un  nombre  qutlconque 
^iquatums  renfermant  un  nombre  igai  d'inconnueSyOn  peut  diduire 
detune  d^elUs  la  valeur  d'une  inconnuej  el  substituer  (140)  celie 
vakur  dans  Unites  les  autres :  celles-ci  contiennent  alors  une  incon^ 
nue  de  moins;  e(,  en  complitant  leur  syslhme  par  Viquation  qui 
foumit  texpressUm  de  la  premUre  inconnue^  on  obtient  un  sysiime 
iquivaknt  au  systhme  propose. 

On  peut  aussi  iliminer  Vinconnue  entre  Vune  des  6quations  ef 
toutes  ks  atUres,par  lamithode  d'addition  et  de  soustraction  (146) : 
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an  ohtient  encore  un  systeme  equivalent  (138),  enjoignam  A  fen- 
eembh  des  iqiuitions  nouvelles  Equation  donX  on  s^est  senri  pour 
faire  disparattre  cette  inconnue. 

Dans  tous  les  cos,  la  resolution  d*un  systtme  de  n  Equations  a  n 
inconnues  est  ramenie  ainsi  a  la  risolution  de  (n —  1)  equations  a 
(n  —  1)  inconnues.  La  resolution  de  ces  demihres  se  raminera  de 
mhne  d  celle  de  (n — 2)  equations  &  (n — 2)  inconnues;  et^  en  con- 
tinuant ainsi,  on  sera  conduit  i  une  equation  ne  contenant  qu^une 
inconnue. 

Le  systkne  iquivalent  au  systeme  propose  renfermera  alors  n 
equations  J  ainsi  composees :  la  demihre  ne  renfermera  qu*une  inr 
connuey  la  (n — I)"'  renfermera  cette  inconnue  et  une  autre,  la 
(n  — 2)~  cantiendra  ces  deux  inconnues  et  une  troisitme.,,.;  enfin 
la  premiere  contiendra  toutes  les  inconnues.  Et  U  est  evident  qu^on 
pourra  resoudre  successivement  toutes  ces  equations  en  commengant 
par  la  demihre  et  en  remontant  jusqu'a  la  premidre,  et  qu'on  oh- 
tiendra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  inconnues. 

153.  ExEUPLB.  Soit  le  systdme 

»+2y  +  3x+4i;=30,\ 

2a?  — 3y  +  5;i  — 2»=  8,  /  j-j, 

3«+4y— 2;j—  v=  1,1  '  ' 

4«—  y+6;r— 3t?=  8./ 

La  premiere  6quation,  r^olue  par  rapport  i  x,  donne: 

«=30— 2y  -  3Jf— 4r; 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  les  trois  autres,  on  trouve : 

7y+    ;r  +  10t?=  57,1 

2y  +  lU  +  13r=  89,}  p] 

9y+  6jr  + 190=112. 1 

De  mdme,  la  premiere  des  ^nations  [2],  r&olue  par  rapport  k  jr,  donne : 

ji=57— 7y— lOt?; 

et,  en  substituant  cette  yaleur  dans  les  deux  autres,  on  a: 


75y  +  97«=538,j  ^, 

«=230.  i  ^  ^ 

On  tire  de  la  demiire  |f= 


33y+41 

230  —  411? 


33       ' 
et  substituant  cette  yaleur  dans  la  prdc^dente,  on  a: 

126«=504.  W 
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Abui  le  gjstbme  6quiTalent  au  syst^me  propose  est  form 6  par  les  Rations  : 

'ir=30  — 2y  — 3;r  — 4t?, 

iar=57— 7y  — lOv, 

230 -41v 
iy=— 33— .  [6j 

126t?=504. 

Or  la  demi^re  de  ces  Equations  donne  i7  =  4.  Cette  valeur,  substitute  dans  la 
pr6c6dente^  donne  y=2.  Ces  deux  vale urs,  substitutes  dans  la  seconde,  don- 
nenti=3.  Et  enfin  ces  trois  Ysleurs,  substitutes  dans  la  premidre^  donnent 
«=1.  Ainsi  la  solution  est  flr=l,  y=2,  ;r=3,  v  =  4. 

ItMl.  M^THODE  DE  Bezout.  On  r^sout  aussi  les  Equations  du 
premier  degr6  par  una  autre  milhode,  drte  des  coeffidenls  tnd*- 
termirUs,  dont  remploi  est  souvent  plus  commode. 

Solent  n  Equations  du  premier  degr&  k  n  inconnues, 


a«-ia?+&n-il/4-c, 


■• i 

1-1^ -f-  •••  ='2»-f/ 


[1] 


Ajoutons  ces  Equations,  membre  k  membre,  apr&s  les  avoir 
mnltipli^es  respectivement,  k  Fexception  de  la  premiere,  par 
des  nombres  ind^termin^sXi^Xs,. . .  X,».i ;  il  viendra  : 

I        et  cetle  nouveUe  Equation  peut  (159)  remplacer  une  des  pro- 
poses, qudsque  soient  les  nombres  Xi,  Xiv  •  ^-i- 

Or  nous  pouvons  determiner  ces  nombres,  de  mani^re  que 
les  coeflicients  des  inconnues  j/,  z,. . .  soient  nuls,  c'est*ii-dire 
que  les  equations, 

cM-ciXt4-...+Cn-iX,^=o,  y  [3] 
\ 

soient  satisfaites ;  caril  suffira,  pour  cela,  de  rfesoudre  (n— l) 
AlualioDS  h  (n—  1)  inconnues. 

On  r6soudra  done  le  syst^me  [3]. 

Si  Ton  substilue  alors  dans  Tfequalion  [2]  les  valeurs  trouvfies 
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pour  A|y  >fy  ...  K-Jii  cette  Equation  ne  contiendra  plus  que  laseule 
inconnue  x;  car  elle  se  r6duira  k 

elle  permettra  douc  d'en  determiner  la  valeur,  qui  sera : 

w  etant  connU|  le  syst^me  ne  contiendra  plus  que  (n  — 1)  incon- 
nues. 

La  m^thode  que  nous  yenons  d*indiquer  permet,  comme  on 
volt,  de  r^soudre  n  Equations  h  n  inconnues,  pourvu  que  Ton 
sache  r6soudre  un  syst^me  contcnant  une  inconnue  de  moins. 

Gomme  nous  Savons  r^soudre  deux  Equations  k  deux  incon- 
nueSy  nous  pouvons,  d'apr&s  cela,  r6soudre  un  syst&me  de  trois 
Equations  k  trois  inconnues;  partant,  un  syst^me  de  quatre 
equations  k  quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra 
ainsi,  quel  que  soitle  nombredes  Equations  propos^esja  valeur 
de  cbaque  inconnue. 

158.  Modification  a  la  h^thode.  La  methode  des  muUipU- 
caleurs  permet,  d*ailleurs,  d'obtenir  directement  chaque  incon- 
nuoi  sans  calculer  aucune  des  autres.  II  suffit,  pour  cela,  de 
proc^der  pour  chacunc,  comme  on  Ta  fait  pour  x.  Si  Ton  veut 
obteniry,  parexemple,  on  ^galera  k  ziro  les  coefGcients  des 
(n —  1)  autres  inconnues ;  on  trouvera,  en  r6solvant  ces  (n  —  1) 
Equations,  de  nouvelles  valeurs  pour  les  indetermineesXi,X|,..X,^; 
ety  en  substituant  ces  valcurs  dans  TSquation  [2],  on  obtiendra 
une  equation  en  y,  qui  permettra  d'en  determiner  la  valeur. 

Les  valeurs  que  Ton  obtient  par  ce  precede  pour  a;,  y,  x,.. 
ne  peuvent  differer  de  ccUes  qu'a  fournies  le  premier.  En  effet, 
requation  [2]  doit  etre  v6rifl6e,  quels  que  soient  les  nombres 
^1  ^f-.^i;  il  est  done  permis  d*y  faire  les  hypotheses  qui  an- 
nulent  tons  les  coefficients  moins  un.  Le  second  procede  fournit 
done  la  solution  demandee  :  et  comme  cette  solution  est  uniquoi 
il  faut  qu'elle  soit  la  mftme  que  celle  qu'on  a  obtenue  par  le  pro- 
eede  primitif. 

156.  EzBMPUi.  Appliquons  cette  m^thode  k  la  resolution  da  syst&me: 

3«— 4y+  h»=  9, 

7»+2l/-10x=18,  \  [V 

6ff— 6y'lSjr=s  6. 
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On  moltiplie  la  deuzidme  ^quatioD  par  Xi^  la  troisi&me  par  y^,  et  Ton  ajoute 
les  prodoits  k  la  premi&re ;  on  a  ainsi  : 

(3  +  7>i  +  &yaJ+(— 4  +  2X1— 6>4)y  +  (5-10X,—15Xj)a 
=  9+18X,  +  6>».  [2] 

Pour  obftenir  «,  on  6gale  k  z^ro  les  coefficients  de  y  et  de  x ;  ce  qui  donne  : 

4—4+   2X,—  6X,=0,  J   X,— 3Xa=2, 

\      5-10X.-15Xj=0,  (2Xi  +  3Xa=l. 

Ed  rtelvant  oes  deaz  ^nations,  on  trouve  Xi  =  1,  Xa  =  —  z.  On  substitue  oes 

«$ 

niears  dans  I'equation  [2]  3  elle  devient : 

(3  +  7-|)«=9  +  18-2;    d'oa    «=3. 

Pour  obtenir  y^  on  annule  les  coefficients  de  a;  et  de  ;r;  on  a  ainsi : 

j3+  7Xif  5)^=0, 
15  — lOX,— 15)4=0. 

14  13 

En  rteolvant  ces  deoz  6quations^  on  trouTe  Xi=  "  77)  ^  =  ft  •  On  substitue 

ces  nleon  dans  I'^qaation  [2],  qui  devient : 

V       11    11/^        11  ^ir         "    2 

Enfin,  pour  obtenir  jt,  on  icrit  les  deux  Equations 

j     3+7Xi+5Xa=0, 
J-4+2X,— 6)4=0, 

1  17 

qui,  risolues^  donnent  Xisz^,  >«=— z?.  L'^quation  [2]  devient,  pour  ces 

valeurs  : 

/        10  .  255\        -J   .  18_i02.     ,   .  U, 

157.  Gas  ot  les  coEFFiciENrs  des  inconnubs  sont  de  grands 
ROMBREs.  Lorsqu*on  a  k  r6soudre  un  systime  dans  lequel  les 
incoDnues  ont  de  grands  coefficients,  il  est  ordinairement  avan- 
tageax  d'employerlamdthode  de  substitution.  R^solvons^  comme 
exemple,  le  syst^me  suivant : 

1,2345»  + 1 ,3579y  +  8,642jr  —  9,765744 1=  0,  [1] ) 

7,447a?  +5,225y  -6,336*  -0,611321=0,  [2]  | 

l,5380a+4,444,4y—5,6789Ji  + 1,20011  =0.  131/ 

U  premiere  d«  ces  Rations  donne,  pour  valeur  de  jr, 

L2345+  1.3579y— 9J65744 
^  8;642  "' 
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Cette  valeur,  substitute  dans  r^quation  [2],  donna  : 

7,44Tx  +  5.225»  +6,336X  LH3«i±iaLZ:M65!«  _.0,6im7=0. 

En  multipliant  to  us  les  termes  par  le  ddnominateur  8,642,  on  obtient : 

64,356974*  +  45.154450y—  61,875754  +  7,821792*  +  8,6036S4y 
—  5,283088=0, 

ou  72,17877»+53,758lOy— 67,16884=0.  [4] 

Lamdme  valeur  de  jr,  substitute  dans  I'dquation  [3],  donnera: 

l,5380.+4,4444y  +  5,6789xi^2545f±l^^ 

d'oii      l3,29L396s+38,408505y  — 55,458684+  7,010602s -h  7,1 11378y 

+  10,371351=0, 

c'est-Mire  20,30200  x+  46,1 1988y  -  45,08733=0.  [5] 

La  question  est  maintenant  ramende  h  la  resolution  de  deux  ^quatfons  k  deux 
inconnues  [4]  et  [5].  On  tire  de  Tdquation  [5] 

_     20,302s -45,08733 
^""  46,11988         ' 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  T^ation  [4],  on  obtient 

72,17877s— 53,7581  X SgTTggg ^^»  16884= 0. 

La  multiplication  par  le  ddnominateur  46,11988  donne 

3328,877s  —  1091 ,397s  +  2423,809-3097,358=  O9 
ou  2237,480s— 673,549=0. 

Done  #=-^52^=0  301030 

2237,480       ''*"'"^" 

Pour  trouver  la  valeur  dey,  on  a  d^abord 

20,302s=  6,11151; 
dono  45,08733  —  20,302s  a  38,97583, 

€t  J'-46ji988-^'^*^^^- 

Si,  maintenant,  dans  r6quation 

-_      l,3345s+  l,3579y  —  9,765744 
""  8,642  ' 
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nous  wtiirttnonii  ks%iky  leun  valflors  numiriquds,  noos  auroot 

1,2345s  =0,3716315, 
l,3579y= 1,1475586; 
dose  9,765744— 1,2345^;  -  1  |3579y= 8,246564, 

Lap  trois  incofuiies  sont  done 

•=0,301030,    y  =0,8450980,    jr =0,0543435. 

V6riflcatioD. 


1,23459=0,3716215 
l,3579y  =  1,1475586 
8,642jr  =8,2465637 


1,53800=0,46298414 

4,4444y=3,75595355 

1,20011000 


w 


9,765744  — 9,765744=0. 

7,447«  =2,241770         6,336)1=6,046080 

6,225y  =4,415637     .  0,611327     }  fj] 

6,657407  '  6,657407 
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5,4190477.    5,678G2=5,4190477. 
$  lY.  Simplifications  et  remarques  diyenes. 

itl8.  Gas  ot  toutes  les  inconnues  n'entrent  pas  a  la  fois 
DANS  TOUTBS  LES  ^UATioifs.  H  peut  arriver  que  chacune  des 
Equations  ne  contienne  pas  toutes  les  inconnues.  Gette  circon- 
stance  abrtge  le  calcul ;  car  on  peut  consid^rer  comme  61iminte 
d'ane  Equation  une  inconnue  que  cette  Equation  ne  renferme 
pas.  n  faut  alors  commencer  Top^ration  par  r^limination  de 
rinconnue  quientre  dans  le  plus  petit  nombre  d'iquations. 

CoDM6naMf  par  example,  le  sjstime 

a»— 2X+  ¥=41,  [1] 

7y— 5X—    1=12,  [2 

4y  — 3«+2tt=  5,  [3 

Sy— 4u4  3<=  7,  [4 

9f— 5«=n.  [5 
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Oo  Toit  qae  t  n'entre  que  dans  deux  Equations;  on  tire  done  de  [2]  : 

l=7y-5r— 12;  ^2] 

et  I'on  substitue  cette  yaleur  dans  [4]  j  qui  devieot : 

24v— 15*— 4m=43.  -s] 

En  joignant  cette  Equation  [6]  aux  Equations  [1],  [3]  et  f5],  on  forme  on  sy  >- 
:cme  de  quatre  Equations  i  quatre  iDconnues  «,  y,  x,  u. 
Or  OP  n*entre  que  dans  les  Equations  [1]  et  [3].  Oa  tire  done  de  [3]  : 

et  Ton  substitue  eette  yaleur  dans  [1],  qui  devient : 

Uy— 2<+7tt=56.  [7] 

En  joignant  cette  Equation  [7J  aux  equations  [5]  et  [6] ,  on  obtient  un  syst^me 
de  trois  Equations  k  trois  inconnues  y,  x,  ii. 
Gomme  y  n'entre  que  dans  les  Equations  [6],  f7]i  on  tire  de  [7]  : 

v= — HE — i  m 

•t  Ton  substitue  cette  valeur  dans  [6],  qui  deWent : 

"lU+18tt=69.  f8] 

Cette  Equation  et  I'^quation  [5]  ferment  un  syst^me  de  deux  6quationa  k  deur 
inconnues. 

?i— 11 
On  tire  de  [5l  :  «  = — g — ; 

et|  substituant  cette  valear  dans  T^quation  [8] ,  on  a : 

0 

^nation  k  une  inconnue,  d'oi!L  Ton  tire  :  jK=a8. 
Par  suite,  rSq nation  [5]  donne  :  ti  =  2; 

ensuite  I'^quation  [7]  donne  :  y =4; 

puis  r^quation  [3]  donne  :  «=5, 

et  enfin  T^quation  [2]  donne  :  1  =  1. 

189.  Artifices  particuliers.  II  arrive  quelquefois  que  les 
Equations  pr^sentent  une  certainc  sym^trie  par  rapport  aux  in- 
connues;  on  pent  alors  ordinairement  employer  des  proc6d6s 
plus  exp6ditifs  que  les  mdihodes  g6n6rales.  Nous  ne  saurions 
(lonner  de  r6gle  k  cet  6gard ;  mais  nous  allons  indiquer,  k  I'aide 
de  quelques  exemples,  les  artifices  les  plus  usitis. 
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L  Soit  le  syst&me 

•+y+jr  +  «=a,  fl] 

y+*  +  «+«=6,  [2] 

*+<+«+ »=c,  [3] 

l+«-f«  +  y=d,  [4] 

v  +  z-i-y+x=e.  [5] 

Sffoa  ajouta  ces  cinq  Equations  membre  k  membre,  on  remarque  que  chaque 
iaeonnue  entre  quatre  fois  daos  la  somme ;  de  sorte  que,  si  Ton  d^signe  par  s 
la  aoznme  des  seconds  membres,  (a  +  5  +  c  +  d  +e),  on  a  T^quation 

4(«+y  +  s+<4-»)  =  «, 
ou  as+y+;f4.«  +  f?=:i.  [e] 

Ainsi  la  somme  des  cinq  inconnues  est  d6term'm6e.  Et,  puisque  chacune  dea 
Equations  proposes  contient  quatre  de  ces  inconnues,  11  suffira  de  les  retran- 
eher  sQccessivement  de  T^quation  [6]  pour  obtenir  chaque  inconnue.  On  aura 
ainsi : 

„=-  — a,    «=—&,    y=j-c,     *=5-d,    <=5-e. 

EzfiMPLB  II.  Calcvler  les  longueurs  des  trots  e6tis  d^un  triangle,  eonnaissani 
Ittkngueurs  des  droites  qui  joignerU  chaque  sommetau  milieu  ducdUopposi, 

I>teignons  par  a,  &,  c,  les  longueurs  inconnues  des  trois  cdt^s,  et  par  a,  p,Y 
les  loDgaeors  des  medianes  correspondantes.  La  g6om6trie  fournit  ImmMiate- 
meat  les  trois  Equations : 

Sil'on  ^oute  ces  trois  Equations  membre  k  membre,  on  a  : 

^Mk  Ton  tire  ais^ment  : 

Ainsi  Ton  coxmalt  la  somme  des  carrSs  des  trois  cdt6s.  Si  Ton  retranche  main 
tenant  I'dquation  [1]  de  T^quation  [4],  b*  etc'  disparaissent ;  et  I'on  a  : 


a^=|(*'+P+f)-2«^-f ; 


d'oa  I'oa  d«duit 


a*=|ft?'  +  2Y»-«')- 


AiA.  B.  IM  Partu. 
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On  obtiendrait  de  infime  b'  et  c' ,  en  retranchant  successiTement  les  ^quatloiu 
[2]  et  [3]  de  T^quation  [4].  Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  qa'on  pane 
de  r^quation  [IJ  k  I'^quation  [2],  en  changeant  b>  en  c*,  e'  en  a>,  a>  en  b*^ 
ft' en  p';  on  obtiendra  done  la  valeur  de  &*,  en  appllquant  oette  permutation 
de  lettres  ^  la  formule  qui  donne  a' ;  et  Ton  aura  : 


On  trouyera  de  mdme 


b'  =  |(2«*+2T»-p«). 


c»=|(2a»+2p»-rt. 


Les  carr^s  a\  b',  ci*  6tantconnus,  les  c0t6B  euz-mdmei,  o*  5j  0  fcmt,  par  U 

m6me,  d^terminSs. 

ExEMPLB  ni.  R^soudre  le  syst&me 


{ 


a?  _y X V 


On  ad&nontr6  (08)  que  Ton  a  : 

o  "*  5""  c~"  3  ~"  TOa+nb+pc+  qd ' 
or  le  num^rateur  du  dernier  rapport  est  k ;  done  on  a: 

ak 


«= 


On  a  de  mdme  y  = 


tna-f  rib  +  pc  +  gd* 

bk 
ma  +  nbi-pc+qd' 

ck 
tno  +  fib+pc+gd* 

dk 
ma-f  nb+pc+gd" 


$  y.  Des  cas  oiJL  le  nombre  des  inconnues  n*est  pas  6gal  an  nombre 

des  Equations. 

160.  Gas  ot  le  nombre  des  Equations  surpasse  celui  dks 
INCONNUES.  Soit,  par  exemple,  un  syslftme  de  trois  Equations 
entre  deux  inconnueso?  et  y.  En  r^solvant  deux  de  ces  trois^qua- 
tioDS  par  Tune  des  m^thodes  connues,  on  obtiendra  les  yaleurs 
de  xei  de  y,  qui  seules  peuvent  verifier  le  syslfeme.  Mais,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  que  ces  valeurs  satisfossenl  k  la 
Iroisi^me  Equation.  Si  cette  condilion  n'est  pas  remplie,  le  sys- 
lime  est  impossibk. 


\ 

I 


I 
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Pai  exemple,  le  syst^me:      jsx— 2y=l, 

|8»+  y=12, 
est  impossible,  puisqu'en  r^lvant  les  deux  premieres  Rations,  on  trouTe 
s^l,  y=t;  et  que  ces  valeurs,  substitutes  dans  la  derniSre,  conduisent  a 
rimpossibilitd,  10=12. 

En  g^niral,  si  Ton  donne  (m+p)  Equations  entre  m  incon- 
noes,  on  pourra  r^soudre  m  de  ces  Equations,  et  obtenir  ainsi 
les  Talenrs  qui  seules  peuvent  v^rifler  le  syst^me ;  mais  il  faudra 
qae  ces  yaleurs ,  substitutes  dans  les  p  Equations  restantes,  les 
Tdrifient :  sinon,  le  syst&me  sera  impossible. 

Si  les  coefficients  des  inconnues,  ou  quelques-uns  d'entre  eux> 
sont  des  lettres  dont  la  valeur  n'est  pas  d6termin6e ,  les  valeurs^ 
obtennes  pour  ces  inconnues  seront  des  formules  dependant  de^ 
ces  lettres ;  et  la  substitution  de  ces  formules  dans  les  p  Equa- 
tions restantes  fournira  p  relations,  qui  exprimeront  les  conditions- 
ntossaires  et  sufflsanles  que  devfont  remplir  les  coefficients  lit- 
K^raux,  pour  que  le  syst^me  soit  possible.  On  donne  h  ces  rela» 
lions  le  nom  d'Sqiuuions  de  condition. 

IX  +  y=2a, 
2«+3y=  a+2b, 
3»  +  4y=2a-i-3b— 1. 

Les  deux  premieres  Equations  donnent  fr=a+&9  y=a  — &;  et  ces  valenrs, 
substitutes  dans  les  deux  demi^res^  fournissent  les  Equations  de  condition, 

|7a— &=2a+3&— 1; 
desquelles  on  tire :  a=3^  6=4. 

Si  Ton  admet  ces  valeurs  de  a  et  de  b,  le  syst^me  est  possible,  et  la  solutioxv 
est: 

ap=7,  y=— 1. 


161.  Gas  od  le  nombre  des  inconnues  surpasse  celui  des 
I     Equations.  Soit ,  par  exemple ,  un  syst^me  de  deux  Equations 
entre  (rois  inconnues  Xy  y,  z.  Si  Ton  regarde  une  des  inconnues, 
-2' par  exemple ,  comme  connue^  la  resolution  du  syslfeme  four- 
nira, comme  valeurs  de  a?  et  de  i/ ,  deux  formules  qui  contienr 
dront  X.  On  pent  doncdonner  k  %  des  valeurs  arbitraires;  et 
pour  cbacune  d'elles,  les  formules  fourniront  pour  x  et  pour  y 
des  yaleurs  correspondantes.  U  sysUnie  admettra  done  im  nombr$ 
infini  de  soltaions.  On  voit  alors  qu'il  est  ind6tenfnin6. 
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Ed  gto^raly  si  Ton  donne  m  Equations  entre  (m-f-p)  incon- 
nues^  on  pourra  consid^rer  comme  connuesp  de  ces  inconnues, 
et  r^soudre  les  m  Equations  par  rapport  aux  m  autres;  on  ob- 
tiendra,  pour  valeurs  de  ces  m  inconnues,  m  formules  contenant 
les  p  premieres.  On  pourra  done  donner  k  ces  p  inconnues  telles 
valeurs  que  Ton  Youdra;  et  les  formules  fourniront  les  valeurs 
correspondantes  des  autres.  Le  syst&me  est  done  ind£tennin6. 


EXEMPLB.  Soit  le  sysl^e:     I  ^"*"^^7f  "".^'-f* 


On  r6sout  par  rapport  i  a;  et  II  y,  en  faisant  passer  dans  les  seconds  membres  les 
terznes  en  s  et  en  U  On  trouve  ainsi  les  deux  formules : 

^      18  — Jif  +  12< 

*= -^ , 

2  +  10x-< 
^  7 

Si  Ton  pose  arbitrairemefU,  %=^2,  1=1,  on  trouve  x=k,  y=:3. 
$  YI.  Des  cas  d'impossibiUt6  et  d'ind4termination. 

162.  Gas  D'iMPOssiBiLiTifi.  Lorsque  le  nombre  des  inconnuet 
est  ^gal  au  nombre  des  Equations,  11  arrive  quelquefois  que  le 
m^thodes  de  resolution  conduisent  h  des  r£sultats  contradic 
toires. 


1-  Soit  le  systftme  :  j  „?*     Jo^ "?! 

^  |21«— 28y=15. 


Appliquons  la  m^thode  d'addition  et  de  soustraction  (146)  :  pour  ^liminer  \ 
multiplions  la  premiere  Equation  par  7,  et  la  secondo  par  3 ;  U  vient : 

j63a;— 84y=42, 
|63a?— 84y=45; 

Equations  ^videmment  incompatibles,  puisque,  en  les  soustrayant  Tune  de  Taulr 
on  aurait : 

0=3. 

Le  systeme  propose  est  done  impossible;  et  1' impossibility  se  manifesle  p 
cette  circonstance,  que  I'^limination  d'une  inconnue  fait  disparaltre  Tautre,  i 
sorte  qu'il  ne  reste  plus  qu'une  ^galite  entre  deux  nombres  in^gauz. 

2«— By +  4;r=7, 
?•  Soitlesjsttoe:  {  3«— 2y+  ;f=8, 

ll«— 9y+7a=30. 
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En  ilifflinaDt  jr,  d^abord  entre  lea  deux  preosi^res  dquations,  puis  entre  les  deux 
demi^res,  on  obtient  les  deux  6quationS| 

J 10*— 5y=25, 

qui  sont  ^ridemment  incompatibles.  Le  syst^me  est  done  impossible ;  et  rim- 
possibiliU  ae  manifeste  par  cette  circonstance,  qu'en  61iminant  jr,  on  obttent 
deui  ^qnations^  dontla  difference  conduit  encore  k  T^galit^  absurde  :  0=1. 

105.  Gas  D'lif determination.  11  arrive  aussi  parfois,  qu*eii 
r^olvant  un  sysl&me  d'^quations,  on  renconlre  des  ^galitis  qui 
ODt  lieu,  qaelles  que  soient  les  valeurs  des  inconnues. 

1.  sort  le  syst^me  :  |65«+45y=155: 

Si  Ton  ebercbe  A  61iminer  y,  en  multipliant  la  premiere  Equation  par  6  et  la 
leoonde  par  7,  on  trouTe : 

}45&r+315y=1085| 
{455*+315y=1085, 

Equations  identiques.  Ainsl  les  deux  iquatiow  proposiet  retUrerU  Vune  dam 
I  autre.  On  n*a  donCy  A  proprement  parlor,  qu'une  seule  Equation  k  deux  inoon- 
naes :  et  le  nombre  des  solutions  est  infini  (161).  On  TOit  que  Tind^termination 
se  manifeste  par  cette  circonstance^  que  r^limination  de  Tune  des  inconnues  fklt 
disparattre  Tautre,  et  qu'll  reste  une  identity :  0=0. 


f     2*  Soit  le  tyst^me  - 


2«— 3yH-4x=  7, 

3«— 2y+  x=  8, 

11«— 9y  +  7;r=31. 


L'i^Iimination  de  f  entre  les  deux  premieres  ^uations^  puis  entre  les  deux  dep- 
nicres,  conduit  anx  deux  Equations, 

I  J 10*— 5y=J5, 

1 10»— 5y=26, 

qui  soDi  encore  Identiques.  Comme  ces  deux  Equations,  eombin6es  avee  rune 
des  trois  premidres,  ferment  un  syst^me  ^iyalent  au  syst^me  propose,  on  toU 
qu'on  n'a,  en  r^aliti,  que  deux  Equations  k  trois  inconnues.  Le  systdme  est  done 
ind^termini ;  et  lind6termination  se  manifeste  encore  par  cette  circonstanoe, 
qae  rumination  de  deux  des  trois  inconnues  conduit  A  une  identitd. 


EXERGICE8. 


1.  Rfcsoudre  le  systftme :  I  *+«y— *» 

OntrouYe:  e=-  ,  ,  .>         y  =  -m.« 
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n.R^„drel..y.t6me:     \%rJ^P^^^lT'' 


III.  R^soudre  le  systSme : 


On  prend  -  et  -  pour  inconnues  auziliaires,  et  Ton  troova : 

ap — bq*         ^     bp-^aq' 
fV.  R6soudre  le  syst&me  : 

(a»— 5«)  (5«+3y)=2a6(4a-6), 

Ontrou?6:  «=.m:f        y= 


Y.  R6«oudre le  sysftme :    f   ^_zW20=rx^y/^^ 

(3V20— «=2Vy— «• 
Ontrouve:  ff=16,  y=25. 

i«— y  +  j8f=0, 
(a+b)af— (a  +  c)y+(6+c)jr=0p 

Ob  troupe : 

1  I  1 

^=, .w.. .1        V=Tz — rrrr— iTf        *= 


Ia*  +  a*x+a*y4  a;r+u=0| 
c^  +  e*x+c^y  +cjf +tt=0, 
d<+d>a;  +  d'y  +  di  +  u=0. 

Ontrouve:  »=— (a+6+c+d),  y=a6  +  ac+ad4-bc+W+cd, 
jj=— (a5c+a5d+acd+5cd),  u=a&cd. 

(!)-<5)-+(i)-='- 

YUI.  Rteudre le syBt^me :  ^a»+b*  +  c"=d", 

g*  _  y  _y»  . 
a"+"     6"+"    c*^*  * 

et  61iminer  a,  b,  c,  entre  ces  ecpiations. 

—  (i)-=©-,  (j)-=(i)-,  ©-Ki)-, 


•■ 


et  aP** -J.  y«*"-|-jj"+ •=(!"+•, 
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Qd  troura: 


1  ,  1  ,  1__1 
t>  calcaler;  «»^  +  &1/' +  c;i». 

•—— — 37=  f 

On  ehercbe  d'abord  la  somme  s  des  inconnues  : 

k(6-mXo-»»Xd-m)+/(a-fn)(c-fn)(d-fn)H-p(a-inX6-*n)Cd-m)+9(a-m)(6-m)(c-in) 


(m^mXb-myc^mXd'm)-i'm  { ( 6-mXo-m)(d-m)+(a-m)(c-fn)(<<-m)H-(a-mX6-m)(d-m)-i-(a-mXl>-mX  c-«»)  I ' 
Pais  on  a:      «=■ — ,        ii=r ,        x=^ ,        «=^5 . 


CHAPITRE  V. 

RESOLUTION  DES  PROBLEHES  DU  PREMIER  DEGBE. 

164.  La  resolution  d'un  probl^me  comprend  trois  parties 
distinctes  :  l""  la  mise  en  iquation;  2^  la  risolution  des  iquations; 
d*  la  discussion  dc  la  solution. 

On  dit  qu'un  probUme  est  du  premier  degri,  lorsque  ron  est 
conduit,  pour  le  r^soudre,  k  des  Equations  du  premier  degr6. 
Nous  avons  appris  &  trouver  les  solutions  de  ces  sortes  d'6qua« 
lions  :  nous  n'avons  done  k  nous  occuper  maintenant  que  de  la 
premiere  at  de  la  troisi^me  parlie. 
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S  I.  De  U  mise  en  Equation. 
168.    RfeGLE  POUR  LA  MISE  EN   EQUATION  D*UN  PROBLiME.  NollS 

avons  d6ja  di(  (tS5),  qu'il  est  impossible  de  donner,  pour  obte- 
nir  les  Equations  d'un  probl^me,  une  rfegle  compl^tement  g6n6- 
rale  :  on  se  borne  ordinairement  k  I'indication  suWante. 

Aprbs  avoir  itudii  avec  soin  Venonci  du  problbme,  on  repriurUe 
par  les  kttres  x,  y, ...  fes  nombres  dont  la  eonnaissance  foumirait  la 
solution  :  on  indique  sur  ces  lettres  et  sur  les  donnies  la  s6rie  des 
operations  que  Von  devrait  effectuer^  si,  aprhs  avoir  trouv6  ks'valeurs 
des  incdnnues,  on  voulait  verifier  qu'elles  satisfont  i  toutes  les  eon- 
ditions  de  Vinonci.  Ces  calculs  de  virification  conduisent^  en  g^ni" 
ral,  a  des  risullats  qui  doivent  Ure  dgaux ;  en  igalant  ks  formules 
qui  reprisentent  ces  risultatSy  on  obtient  les  Equations  du  probkme. 

Montrons  par  des  exemples  comment  on  applique  cette  r^le. 

lee.  ProblAmb  I.  Vh  riservoir  plein  d^eau  peut  itre  vxdi  par  deux  robineU 
k,  B,  d'inigdie  grandeur.  On  ouvre  le  robinet  k,  et  Von  fait  couier  le  quart  de 
Veau.  Puis  on  ouvre  le  rohinet  B,  et  on  ks  laisse  eouler  tous  les  deux.  Le  reser- 
voir aehh)e  de  s$  vider;  et  il  emptote,  pour  cda^  cinq  quarts  d^heure  de  plus  que 
le  premier  A  n*a  mis  de  temps  pour  vider  le  quart  de  Veau.  Si  Von  eiU  ouvert 
les  deux  robinets  dis  le  commencement,  le  reservoir  eiU  M  vidi  un  quart  d^heure 
plus  tot.  On  demande  eomhien  de  temps  il  faudrait  au  robinet  k,  f^il  itait  eeul 
ouvertf  pour  vider  le  reservoir. 

Soit  X  le  nombre  d'heures  employees  par  le  robinet  A  pour  vider  seul  le  re- 
servoir. 

Pour  en  vider  le  quart,  le  robinet  A  emploie  un  temps  f . 

Pour  vider  les  trois  autres  quarts,  les  deux  robinets,  ouverts  ensemble^  em- 

X     5 
ploient  un  temps  t  +  t  . 

Par  suite,  pour  vider  le  reservoir  entier,  ik  emploiendent  les  -  de  ce  temps, 

9 

D'un  autre  c6t^  le  temps  total  employ^  dans  I'ezpSrlence,  pour  vider  d*abord 
le  premier  quart  k  Taide  de  A,  puis  les  trois  autres  quarts  k  Taide  de  A  et  B,  est 


HhD- 


X  ,  5 


Puisque  ce  temps  est  sup^rieur  d'un  quart  d'beure  k  celui  qu'auraient  employ^ 
A  et  B  ouverts  ensemble  d^  Torigine,  c'est-k-dire  k  -+- ,on  adoncr^quation: 

0     9 

8"*"8~'5"*"4     4' 

« 

qui,  r6solue»  donne :  c = 4^ 
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TiriliealunL  Le  temps  employ^  par  le  robmet  A,  pour  yider  le  quart  du  riser- 
YoiTj  est  1  heure  :  par  suite  le  temps  employ^  par  lesdeux  robinets,  pourvider 
Jes  tfois  autres  quarts,  est  1^  +  \^,  ou  f ^  ;  et  le  temps  qu'ils  emploieraient  k 
Ti'der  le  rftserroir  entier  est  les  |de  f  d'heure  ou  3  heures.  D'un  autre  c6X&, 
daos  FezpSrience,  le  rterroir  a  6t6  vid6  en  1^+  ^,  ou  en  3^  1/4;  Texp^rience 
a  doncdiir6{  d'heure  de  plus,  comme  Texigeait  T^nonc^. 

109.  PaoBLfiMB  II.  Un  renardf  poursuivi  par  un  l^ier ,  a  60  sauts  d'avance: 
il  en  fait  9  ^  pendant  que  le  livrier  n*en  fait  que  6;  mais  3  sauts  de  l^Ker  va- 
lent  7  sauts  de  renard.  Conibien  le  livrier  fera-t-il  de  sauts,  avant  d^atteindre 
le  remard  ? 

Soit «  le  nombre  de  sauts  que  fera  le  livrier,  avant  d'atteindre  le  renard. 

Puisque  trois  sauts  de  Uyrier  valent  sept  sauts  de  renard,  x  sauts  de  Uvrier 

Taodront-r-  sauts  de  renard  :  premiere  expression  du  chemin  (^valud  en  sauts 

de  renard),  qua  doit  parcourir  le  l^yrier. 

lyun  autre  cdt6,  pendant  que  le  l^yrier  fait  6  sauts,  le  renard  en  fait  9  : 

9x 
done,  pendant  que  le  l^Trier  fait  %  de  ses  sauts,  le  renard  fait  -^  des  siens,  et, 

9x 
piusqne  ce  dernier  a  60  sauts  d'avance^  60  +  -t-  est  une  seconde  expression  dv 

chemin  (6valui  ayec  la  mdme  unit^) ,  que  doit  faire  le  livrier 

On  a  done  I'^uation  :  -o-  =  60  +  -^y 

3  0 

qui,  r^solue,  donne  :  9^ 72 sauts. 

Virification.  Les  72  sauts  de  livrier  valent  {  de  72  ou  168  sauts  du  renard. 
Or,  pendant  que  lel^yrier  en  fait  72,  le  renard  en  fait  IQS;  et  ces  108  sauts, 
ajouib  aux  60  sauts  que  ce  dernier  a  d'avance,  compldtent  bien  les  168  sauts 
de  renard,  chemin  du  livrier. 

168.  PROBL&HE  III.  On  demande  de  trouver  un  nombre  de  quatre  chifftesy 
nchant :  1*  que  le  ehiffte  des  centaines  est  igal  d  la  somme  du  chiffre  des  vnt- 
Us  side  celui  des  dixaines;  2*  que  le  chiffre  des  dixaines  est  ^gal  au  double  de 
lafOiiiii«  du  chiffre  des  mille  et  de  celui  des  unit^ ;  3*  qu'en  divisant  le  nom- 
bre parla  somme  de  ses  ehiffres,  on  a  pour  quotient  109  etpour  rests  9;  4*  qu'en- 
fn  en  retranchant  le  nombre  du  nombre  formi  avec  les  mhnes  ehiffres  rangis 
dwi  Vordre  inverse,  on  obtient  pour  reste  819. 

D^ignons  parx,y,  X,  v  les  chiifres  des  unites,  des  dizalnes,  des  centaines 
et  del  mille.  La  premiere  condition  donne  imm^diatement  I'^quation, 

jr=  x+y,  [l] 

etlaieconde,  y=2«+2».  PI 

Le  nombr«  cherchd  a  pour  valeur  lOOOt?  +  100;r+  lOy +« :  done  la  3«  condition 
dooner^uation  : 

1000©+ 100x+10y+«=l09(*+V +*+'')+••  W 


122  LITRE  il. 

Kniin  la  quatriime  condition  fournit  I'^qoalion : 

1000»+100y  +  10X+P— a000c  +  100'+l^+*)=^l^-      W 
Avant  de  rtsoudre  ce  syst&me  de  quatre  fequations,  on  ampUEe  )m  deux  der- 
nitaiy  qoi  le  r6dauent  4 

»•—    *— Uy—  W»=l,  £3] 

On  ttiiiiine  d'aboid  jr  entre  [1] ,  [3]  et  [4],  et  Ton  trwvm  : 

99«— 12y— 13»=l,  15] 

101s— lllv=9i.  [6] 

Poison  tiimuM  y  entre  [2]  et  [5],  ce  qui  donne  : 

75«— 3?s=l.  [7| 

Bnfin  on  61Unine s entre [6]  et  [I]:  etl'on  tiouTe: 

«=1; 
et,  par  suite,  »=2,    y=6,    X=S. 

Le  nombre  clierch6  est  done  1862. 
La  Ydrification  se  fkit  imm^diatemenL 

£69.  n  arrive  parfois  que  les  conditions  d*£galit6,  doonfes 
par  r^noncfi,  paraissent  surabondantes. 

PaoBLiHB  lY.  Vn  pere  partage  ton  Mritage  entre  see  enfantt  de  la  maniire 
tuivante :  il  donne  au  premier  une  somme  a  el  to  n^partie  du  reite :  ildonne 
au  second  une  somme  2eL  et  la  n"*  partie  de  ee  qui  rette,  apris  le  pritiioemeiii 
de  ees  sommes :  il  donne  au  troisihne  une  somme  3a  ef  to  n"*  partie  de  ee  qui 
rests,  Et  ainsi  de  suite.  II  arrive  que  Vhiritageest  entUrement  partag^,  et  qu0 
tous  les  enfants  ont  refu  des  parts  igales.  On  demande  la  valeur  de  PMritagef 
U  nomhre  des  enfants  et  la  part  de  chacvn  d*eux, 

D6signons  par  s  la  yaleur  de  Th^ritage. 

La  part  da  premier  enfant  est : 

,  «— a  »+(n— l)a 

»     '  n 

11  reste  pour  lee  autres : 

X l_i 1—         on  ^  ■. 

n         '  n 

Le  second  enfant  prend  d'abord  2a. 
II  reste  alors  : 

{n-D    jx^a)     ^       ^^    (n-l)g-(3n>-l)a 

La  part  du  second  enfant  est  done  : 

o^      (n>l)a;-(3n~l)a        ^    (n-1)  g+ (2n>--3yi+ l)a 
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Puiiqney  d'l^rte  T^nonc^  lea  parts  doirent  dtre  ^gales^  on  aura  T^ation : 

•4-(n— l)o_(n— l)a;-f(2n^~3n+l)  a 
n         '^  S»  '• 

En  r^MlTant  cette  ^nation,  on  trouve  : 

Comme  nous  n'ayons  employ^,  pour  trouver  la  formule  de  Ph^ritage,  que  let 
expressions  des  deux  premieres  parts,  il  est  nScessaire  de  calculer  leurs  valeori, 
et  de  constater  qu'elles  sont  ^gales  k  celles  dont  Texpression  n'a  passerri,  puU 
de  ddterminer  le  nombre  des  enfants.  Or,  la  part  du  premier  est : 

»+(n-l)a               (n-.i)»a+ (n— l)a  ,       ,. 

^ — -—t      OQ    ' ^  i-,    ou     (n— l)a. 

U  part  du  second  est  : 

(n— l)a?  +  (2n»— an+1)  a_  (n--iya-K2n'— 3n  +  l)a 
n»  ""  n» 

=  i — _L-=(n— l)a. 

la  part  da  troisidme  est,  d'aprds  Tenoned  : 

GlVon  yeirait  de  mdme,  que  toutes  les  parts  sont  Sgales  It  (n— 1)  a. 

£o  divisant  la  valeur  de  Th^ritage  par  la  part  d'un  enfant,  on  aura  le  nombre 
deseoOuits.  Ce  nombre  est  done  (n— 1). 

Et  Ton  reconnatt  que  toutes  les  conditions,  de  Tdnonci  sont  remplies. 

170.  Ehploi  d*inconnues  auxiluires.  Lorsque  r£nonc6  d'an 
problime  ne  permet  pas  d'apercevoir  ais^ment  les  relations  qui 
domnt  exister  entre  les  donn^es  et  les  r6sultatS|  on  pent  quel- 
quefois  faire  usage  iHnconnues  auxUiaires^  que  Ton  ^limine 
ensmte  entre  les  Aquations  qui  les  renferment.  En  voici  un 
exemple,  tir6  de  VArithmdtique  universelle  de  Newton. 

PaoBLiHs \,  Ha  fallu  n  hcBufs  pour  manger  en  t  jours,  Vherbe  cTun prtf, 
^iont  la  surface  est  a,  ainsi  que  celle  qui  y  croissait  uniformSment  pendant  ee 
t«Tnpt.  n  a  faUtt  n'  hoBufs  pour  manger  en  \!  jours,  Vherbe  d'un  autre  pri,  dont 
kk  surface  est  a',  ainsi  que  celle  qui  y  croissait  uniformiment pendant  ce  temps. 
On  dmande  coianbien  il  faudra  de  hosufe,  pour  manger  en  0  jours ,  Vherbe  d*un 
^f^iisihMpri,  dont  la  surface  est «,  ainsi  que  Vherbe  qui  y  eroit  uniformimeni 
pMdmi  ce  temps. 

On  suppose  que  la  hauteur  de  I'herbe  6tait  la  mfime  dans  les  trois  pr6s,  avant 
Rntroduction  des  boBufe;  et  on  la  d^signe  par  y  :  on  suppose  encore  que  Tat 
tongcmentdelTierbe,  en  un  jour,  est  la  mfime  pour  les  trois  surfaces  ;  cton  ]« 
f^rtsente  par  x  :  y  et  x  sont  des  inconnues  auziliaires.  Soit,  d'aUleurs,  •  U 
wuQbn  des  bc9u&  k  introdoire  dans  le  troisi^me  pr6. 
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Puisque  Ja  hauteur  de  Therbe,  dans  le  premier  pr6,  crott  chaque  jour  d*ime 
quantity  x,  son  accroissement,  pour  t  jours,  sera  U;  et  la  hauteur  totale  de 
IHierbe  serait  y  +  tgj  aubout  de  ce  temps.  Par  suite,  le  volume  total  de  cette  faerlM 
est  a  {y  +  tx).  Or,  cette  quantity  est  mangle  par  n  boeufs,  en  { jours  :  done  un 
leul  boeuf,  en  un  jour,  en  mange  une  quantity  repr^ntde  par  I'expression 

II  est  Evident,  que  les  quantit^s  mangles  par  un  boeuf,  en  un  jour,  dans  le 
second  et  dans  le  troisi6me  pr6,  sont  respectivement 

a'jyi-rz)       tt(y+ef) 

Comme  ces  quantity  doirent  6tre  6gales,  on  a  ainsi  les  Equations  : 

^(y+tx)  _  a'jy-^-fx)  _  tt(y  +  ei) 

On  tire  d'abord  de  la  premiere  y  en  fonetion  de  x ;  et  Ton  trouTe  : 

{an'-^a'n)tifz 

^■~    a'nt—an't  * 

Puis,  on  remplace  dans  la  seconde 

nt  6a;      ' 

y  par  cette  vaJeur  :  jr  disparatt  de  lui-m6me;  et  Ton  trouye  enfln 

_  tt  ( an't^i^-^  t)  +  a'ntif  —  6) ) 

Newton  donne  Tapplication  num^rique  suivante  : 

a  =  3  X  arpents,  1=4  semaines,  n  =  12  boeulii* 

a' =  10  1'=  9  n'=2l 

a  =24  •  =  18  »=36. 


§  IT.  De  la  discussion. 

i71.  Ge  que  c'est  que  discuter  une  solution.  Lorsqu'on  a 
mis  un  probl^me  en  Equation,  et  qu'on  a  r6solu  le  syst&me  ainsi 
obtenu,  la  solution  convient  aux  Equations,  &moins  qu'ellene 
86  pr6sente  sous  une  forme  illusoire  dont  nous  parlerons  plus 
loin.  Mais  cette  solution  ne  convient  pas  toujours  au  problime 
pos£.  U  pent  arriver  en  efTet,  que  certaines  conditions,  impost 
auxinconnues  par  la  nature  de  la  question,  mais  non  repro- 
duites  par  les  Equations,  rendent  le  probl&me  impossible.  £tu* 
dier  les  causes  de  cette  impossibility,  c'est  discuter  la  solution. 
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Lorsqae  les  donn^es  sont  representees  par  des  IcUres^  et  que, 
par  suilei  les  valeurs  des  inconnues  sont  exprim^es  par  des  for- 
moles,  il  pent  arriver  que  le  probldme  ne  soit  possible  qu'autant 
que  les  valeurs  des  donn^es  sont  renferm^es  entre  certaines 
limites.  Determiner  ces  llmiles,  en  dehors  desquelles  il  y  a  im- 
possibiliie,  c*est  discuter  la  solution. 

Enfin,  etudier  toutes  les  circonstances  remarquables  que  pen* 
▼ent  presenter  les  formules,  entre  les  limites  determin6es  par 
h  discussion,  c*est  encore  discuter  la  solution. 

Donnons  quelques  exemples  : 

198.  Pbobl^mb  YI.  Dans  une  iociiU  de  10 per sonnes,  on  a  fait  une  colkete 
pour  les  pauvres  :  chaque  homms  a  donni  6  francs  ^  ehaque  femme  a  donni 
k  francs.  La  samme  totals  recueillie  est  de  45  francs.  On  demande  combien  il  y 
acaU  dHwrnmes,  eombien  de  femmes? 

Soient  xeiy  les  nombret  d'hommes  et  de  femmes.  On  a  d'abord  : 

Pnisque  chaque  homme  a  donn^  6  francs,  x  hommes  ont  donnd  6a;. 
Puisque  chaque  femme  a  donn6  4  francs,  y  femmes  ont  donnd  4y.  Done  on  a : 

6x+4v  =  45. 

En  reliant  ces  deux  Equations,  on  trouve : 

DisccssioN.  Cette  solution  fractionnaire  est  la  seule  qui  coDvienne  auz  Equa- 
tions :  d*ailleurs,  ces  Equations  sont  la  traduction  fiddle  et  complete  de  PEnoncE. 
Done  le  probl^me  ne  saurait  avoir  d'autre  solution.  Mais,  la  nature  de  la  ques- 
tion exige  que  la  solution  soit  composie  de  nomhres  entiers :  puisque  les  nom- 
hres  trouvis  sont  fractionnaires,  le  problime  est  impossible. 

193.  PaoBLfiHE  YII.  Une  personne  emploie  un  ouvrier  pendant  13  journe'es 
d'^U,  et  lui  retient  sur  son  salaire  22  francs  pour  quelques  digdts  quHl  a 
tausis.  Une  autre  fois,  elle  emploie  le  mSme  ouvrier  pendant  17  joumies 
d^lHver;  elle  lui  donne  par  jour  2  francs  de  moins  que  pour  unejoum^e  d^iti; 
fMis  elle  ajoute  d  son  salaire  28  francs  pour  le  ricompenser  de  son  xele. 
Chaque  fois,  Vouvrier  a  repi  la  mime  somme.  On  demande  le  prix  d^unejour" 
Me  d:iiL 

Soit  s  ce  prix;  (2c— 2]  sera  le  priz  d'une  joum6e  d'hiver. 

La  premiere  fois,  Fouvrier  are^u  (13«— 22). 

La  seconde  fois,  il  a  re^u  17(a;  — 2)  +28. 

On  a  done  I'dquation : 

17(af— 2)+28  =  13«— 25* 

£n  la  r6soIvant,  on  trouve:        «=•— 4. 

Discussion.  Cette  soluUon  nigative  vErifle  I'Equation,  et  la  vErifle  seule.  Le 
probUme,  dont  cette  Equation  traduit  I'EnoncE,  ne  saurait  done  en  avoir  d*autre. 
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Or  la  naturtf  de  la  question  exige  que  la  soluH(m  soit  tin  nombre  potitif; 
puisque  ee  novr^re  est  negatif,  le  jprohlime  est  impossible. 

174.  Problevb  Vni.  Trouver  un  nomhre  de  deux  ehiffres,  iel  que  le  quadruple 
du  ckiffre  des  unitis  surpasse  d^une  unit4  le  triple  du  chiffre  des  dixaines;  et 
qu'en  retranckant  de  ce  nomhre  le  nomhre  renversi,  on  ait  36  pour  reste. 

Solent  X  le  chiffre  des  dizaines  et  y  le  chifTre  des  unites  :  on  a  ^yidemment 

les  Equations : 

4y-3x=  1,J 

10*4-y  — lOy— «=36. 1 

En  r^solyant  ce  syst^me,  on  trouve : 

x=n,       y=13. 

Discussion.  Cette  solution  entiere  et  positive  est  la  seule  qui  y6rifie  les  Equa- 
tions. Le  probl^me  n'en  pent  done  pas  admettra  d*autre.  Mais^  la  nature  de  la 
question  exige  que  les  deux  nomhres  cherchis  xoteni  plus  petits  que  10  :  puis- 
qu*ils  difpasserU  cette  limite,  le  prohleme  est  impossible. 

Ges  exemples  sufflsent  pour  montrer  que  la  solution  d'un 
systfeme  d'iqualions  peut  ne  pas  convenir  au  probl^me  qui  I'a 
fourni,  parce  qu*elle  ne  remplit  pas  certaines  conditions  impo- 
s6es  aux  inconnues,  conditions  qui  ne  sont  pas  formellement 
Rentes  dans  les  6quations.  Mais  ce  n'est  Ik  qu'un  des  points  de 
Yue  souslesquels  on  peut  envisager  la  discussion  des  probidmes. 
II  en  est  un  autre  beaucoup  plus  important :  nous  voulons  parler 
des  solutiom  nigatives  et  de  leur  interpritatum. 


S  in.  Des  solutions  nSgatives  des  probltoes  du  premier  degi^ 

k  une  inconnue. 

178.  Solutions  n^gativks  des  Equations.  II  n'y  a  aucune  re- 
marque  k  faire  sur  les  nombres  n6gatifs  que  Tod  rencontre 
comme  solution  d'une  ou  de  plusieurs  Equations.  Ces  nombres, 
subslitu6s  aux  inconnues  et  trait6s  conformfiment  aux  conven- 
tions, rendenl  le  premier  membre  de  chaque  Equation  6gal  au 
second.  Mais  lorsque  les  inconnues  repr6sentent  des  grandeurs 
k  determiner,  il  semble  que  les  solutions  negatives,  n'exprimant 
aucune  grandeur,  doivent  Mre  consid6r6es  comme  un  symptdme 
d'impossibiiit^,  et,  par  suite,  rejetfies  comme  inadmissibles. 
C'est  en  effet  ce  qui  aurait  lieu,  si,  dans  la  mise  en  Equation,  on 
pouvait  toujours  exprimer,  d'une  manifere  g6n6rale  et  pour 
tons  les  cas,  les  conditions  du  problfeme  propos6.  Mais  bien 
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Bowenl  a  n'en  est  pas  ainsi;  et  les  solutions  negatives  peuvent 
trouYer  alors  une  interprttation  qu'il  est  important  d'6ludier. 

176.  Considfirons  d'abord  une  Equation  h  une  inconnue  : 

ax+b  =  a'x  +  b'.  [1] 

Supposons  qu'en  la  r6solvant,  on  ait  trouv6,  pour  «,  one  va- 
leur  negative— «;  cela  signifie  que  I'on  a  Tfigalitft : 

a(— a)  +  6=a'(— ot)+6', 
c'est-i-dire,  6 — oa  =  6' — a'a ; 

par  consequent,  «=+«  est  solution  de  Tfiquation : 

b—ax=V^a'x.  P] 

Si  I'on  compare  les  Equations  [1]  et  [2],  on  voit  qu'elles  ne 
dilRrentque  par  le  signe  des  termes  qui  conliennent  Finconnue. 
TfflJoRiBlB.  Tcute  solution  nigative  d'une  iquation  du  premier 
degri  i  une  incannitej  itant  prise  posiiivement,  satis  fait  done  a  une 
iqMm  que  Von  obtient,  en  changeant^  dans  la  premihre,  le  signe 
des  termes  oil  figure  Finconnue. 

177.  Remarque.  II  arrive  souvent,  comme  nous  allons  le 
montrer,  que  cette  nonvelle  Equation  correspond  h  un  pro- 
bteme  pen  different  du  propos6,  et  quelquefois  a  ce  problfeme 
lai-mfime,  entendu  dans  un  sens  plus  g6n6ral ;  on  obtient  alors 
fa  solution  du  probUme  modifU  ou  givUralisi,  en  prenant,  avec  le 
tigne  4->te  valeur  negative  trouvie  pour  Finconnue. 

Une  pareille  remarque  ne  pent  fitre  d6velopp6e  d'une  ma- 
niftre  g^n^rale ;  il  est  essentiel  d'6tudier,  h  part,  son  application 
dans  chaque  question  particulifere.  G'est  ce  que  nous  allons  faire 
dans  les  probl^mes  suivants. 

178.  PBOBLiKB  IX.  Dew  mobiles  M  e<  N,  qui  iuivent  une  ligne  droite,  pcnieni 
de  deuc  points  ketB,  siMs  d  une  distance  d  Fun  de  Vautre  (A  d  gauche,  B  d 
drotfe);  ils  marchent,  dans  le  mime  sens,  de  gauche  d  droite,  avee  des  vitesses 
V  ft  m'.  Apris  ambien  de  temps  se  reneontreront-ils  ? 

Soit  s  le  temps  cfaerch^ ;  le  premier  mobile,  dont  la  vitesse  est  v,  parcourt  un 
espace  v  dans  Tunit^  de  temps,  et  par  suite ,  dans  le  temps  s,  il  parcourt  vx;  le 
second,  pendant  le  m6me  temps,  parcourt  Tespace  v'x.  Puisqu'ils  partent  en 
m^ine  temps,  il  faut,  pour  qu'ils  se  rencontrent,  que  le  premier  ait  parcouni  un 
^ce  d  de  plus  que  le  second;  on  doit  done  avoir  Tdquation  : 

vflp— t'»=d;  fl] 

tf'o4  Pon  dWuit :  «=     ^ 


«— t 
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Discussion.  Si  «  est  plus  grand  que  t/,  celte  valeur  de  x  est  positive  et  foumit 
la  solution  demand^.  Mais  si  t;  est  moiadre  que  t/,  cette  solution  est  negative. 
Pour  I'interpr^ter^  remarquons  que,  prise  positiyementi  elle  satisfait,  en  verlu 
du  tli6ortoe  (176),  k  I'^uation : 

v'x—vx=d.  [2j 

Or  cette  Equation  ei prime  6videmmenty  que  le  chemin  parcouru  par  le  mobile 
N  surpasse  de  d  !e  chemiii  parcouru  par  le  mobile  M ;  et  cette  condition  rdpond 
k  la  question  suivante : 

En  supposant  que  let  deux  mobiles  soient  en  marche  depute  un  temps  indi- 
fniy  combien  y  oA^l  de  temps  qaHls  se  sont  rencontris  ?  Cai ,  dans  cette  hypo- 
th&se,  la  rencontre  a  eu  lieu  k  gauche  de  A. 

Si  done  on  veut  donner  cette  ezteosion  au  probleme,  2a  valeur  nigaiive  de  z 
exprime  un  temps  d^d  6couli. 

On  comprend  d*ailleurs  que,  si  Ton  a  v<t/,  le  mobile  H|  qui  est  en  arri&re 
du  mobile  N,  et  qui  va  moins  yite  que  lui,  ne  pourra  pas  le  rencootrer  ultirieu- 
rement,  mais  qu*il  a  dft  le  rencontrer  avant  T^poque  actuelle. 

179.  pROfiL^MB  X.  Les  dgesde  deux  individus  sont  a  el  b;  apris  combien 
de  temps  Vdge  du  premier  sera-t-il  double  de  celui  du  second? 

Soit  X  le  temps  cherchd ;  T^quation  du  problSme  est  ^yidemment : 

a  +  x=2{b  +  x);  [II 

ft  Ton  en  dMuit:  x=a^2b. 

Discussion.  Si  a  est  plus  grand  que  26 ,  cette  yaleur  de  x  est  positiye,  et  fait 
connaltre  la  solution.  Mais,  si  a  est  moiodre  que  2b,  cette  solution  est  negative ; 
prise  positiyement,  elle  satisfait  alors  (176)  h  I'^quation, 

a— x=2(6— «);  [o] 

qui  correspond  ^videmment  k  la  question  suivante : 

Combien  y  or-t-il  de  temps  que  Vdge  du  premier  individu  itait  double  de  ce- 
lui du  second  ? 

Si  Ton  accepte  cette  extension,  la  valeur  negative  de  z  exprime  encore  un 
temps  ^couU, 

Remarquons  que  le  rapport  actuel  des  deux  &ges  est  ?;  si  done  il  est  plus  grand 

que  2  (si  a>  2&),>comme  il  va  en  diminuant  k  mesure  que  le  temps  s'^oule,  il 
arrivera  une  6poque  oil  il  deviendra  6gal  a  2 :  c'est  le  cas  de  la  solution  positive. 
Au  contraire,  sMl  est  actuellement  plus  petit  que  2  (si  a<ib),  comme  il  se 
rapproche  toujours  de  Tunit^,  il  ne  sera  jamais  egal  k  2  dans  I'avenir  :  il  n'y  a 
dooc  pas  de  solution  dans  ce  sens.  Mais  si,  en  m6me  temps,  a  est  supdrieur  a 
b;  il  y  a  eu  une  6poque  ott  le  rapport  des  ftges  a  6t&  6gal  k  2 ;  c'est  cette  ^oque 
qu'indique  la  solution  negative. 

Ajoutons  que ,  si  a  est  inf§rieur  k  6,  le  probl&me  n'a  ^videmment  pas  de  so- 
lution; et  Ton  volt  qu'en  effet  la  formule  a;=2&— a,  applicable  k  ce  cas,  donne 
kx  une  valeurplus  grande  que  &,  qui  n'est  pas  acceptable. 

180.  PaoBLfiME  XI.  On  donne  sur  une  droile,  deux  points  ketBile  premier 
€H  sUu4  d  gauche  d^un  point  0,  d  une  distance  Hf  et  le  second  est  situe  d 
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droife,  a  uru  distance  b.  D4lerminer,  sur  cette  ligne,  un  troisiime  point  X^  tel 
qu'eit  prenant  le  milieu  M  de  BX,  puis  U  tiers  de  AM,  d  partir  de  k,  le  point 
dMenmi  coineids  anee  U  point  0. 

f 1 1 I I 

A  0  X         M  B. 

Supposons  qae  le  point  cherch^  X  soit  plac6  k  droite  du  point  0. 
Soit s lidistance  OX,  que  nous  prenons  pour  inconnue.  Comme  on  a  M- 
(lemmeDt,  d'aprte  la  figure  : 

&  =  OM  +  MB 

OP  =  OM  —  MX 


et  que  MB  =  MX,  U  en  r^sulte : 


0M=.^±■, 


'onc-  AM  =  a4-^^--. 

Mais  d'aprb  Tdnoncd,  AM  =  SAO  =  3a. 

n  en  r&uUe  T^quation : 

3a  =  a  +  -^:  [Ij 

d'ou  Ton  dMuit :  «  =  4a  —  6. 

DiSGusooif.  Si  b  est  plus  petit  que  4a,  cette  raleur  de  »  est  positive,  et  donne 
la  solutioD.  Mais,  si  4a  est  moiadre  que  b,  la  solution  est  negative ;  prise  po- 
sitiFemcDt,  elle  satisfait  done  (196)  k  T^quation : 

3a  =  a+5^.  [2] 

Or  cette  Equation  est  celle  k  laquelle  on  est  conduit,  en  supposant  le  point  X 
plac6  k  une  distance  s,  k  gauche  du  point  0.  Car,  en  faisant  la  figure  pour  cette 
hypoth^,  on  trouve  ais4ment : 

b=0M  +  MB,  h^m    '  hj-^x 

^       '    d'oti    OM=%p^,    et   AM=»a+i^; 
ff=:MX*OM;  2     '  •   2     ' 

done  3a  =  a  +  — ^ .  [2] 

Ur^sulte  de  Ut,  que  2a  valeur  nigcUive  d9  z,  fournie  par  r4quation  [1],  doit, 
dans  u  cos,  ^tre  portie  dcms  vn  sens  oppos4  d  celui  que  Von  avait  supposi  dans 
la  mise  en  Equation. 

i8l.  Remarque.  II  ne  faut  pas  croire  que  les  solutions  ii6ga-> 
lives  s*interpr&leat  toutes  aussi  naturellement  que  les  pr^cd- 
denles.  On  ne  doit  pas  m6me  afBrmer,  d*une  mani^re  g6n6rale, 
i\\iune  valeur  nigativty  IrouvU  pour  un  temps  &  venir^  exprime  un 
umpspassS;  ni  que  les  longueurs  negatives,  i  porter  sur  une  ligne, 
i  partir  (Tune  origine  fixe,  doivmt  toujour s  ttre  compUes  en  sens  op^ 
Alo.  B.  I"  Partib.  ' 
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posiicdui  quieorrespand  auxvalmrspoHUves.Ii  en  est cependant 
ainsi  dans  la  plupart  des  cas ;  et  nous  allons  en  donner  la  raison. 

182.  PouRQuoi  l'om  Dorr  comptbr  dans  le  pass^  les  yalgurs 
NiiGATivES  Du  TEMPS.  Supposons  que,  X  d6signant  le  temps  qui 
doit  s'icouler  depuis  F^poque  actuelle  jusqu*iL  un  certain  ivine- 
ment,  on  ait  trouY6,  pour  T^quation  d*an  problime : 

B+Aw=B'  +  A!x.  [1] 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  temps  qui  doit  s'6couler  ii  partir  de 
l*£poque  actuelle,  on  avait  cherch6  le  temps  qui  doit  s*6couIer& 
parlir  d'une  6poque  ant^rieure  de  i  ann^es ;  si,  par  exemple, 
on  avail  pris  pour  inconnue  la  date  de  T^vinement,  en  nom- 
mant  Xi  ce  temps,  on  aurait  6videmment : 

et,  par  suite,  au  lieu  de  l'6quation  [1],  on  aurait  eu : 

B  +  A  (a?t— 0  =  B'+A' (a?t-l);  [2] 

et  ce  serait  Ik  I'^quation  du  probl^me,  si  Ton  prenait  x%  pour 
inconnue. 

Supposons  que  la  valeur  de  Xgj  que  Ton  en  d£duit,  soit  posi- 
tive, mais  moindre  que  (,  et  ^ale,  par  exemple,  it  (I — «} ;  on 
aura,  en  la  substituant  dans  T^quation  [2],  Tigalitd  : 

B— A«  =  B'— A'«; 

par  oh  Ton  voit,  que  I'^quation  [1]  a  pour  solution :  a?=— «. 

Une  soluHon rUgativej  j.= — a,  trouvie  pour  riqvuUion  [i],  n- 
gni/ie done,  que  livinemefa  est  postMeur  de{i  —  a)  annies  &  une 
ipoque  antirieure  de  i  annies  a  Vipoque  actuelle,  ^est-drdire  qu'U 
precede  de  a  annies  Vipoque  actuelle. 

185.  Remarque.  L'6quation  [1]  est  construite,  par  hypothtee, 
pour  des  valeurs  positives  de  x :  par  consequent,  Tiquation  [S] 
est  construite  ponr  des  valeurs  de  x^  plus  grandes  que  I,  c'est-ih 
dire  pour  des  ^poques  post6rieures  k  I'^poque  actuelle.  En  ap- 
pliquant  cette  derni^re,  comme  nous  Tavons  fait,  k  une  dpoque 
antirieure,  nous  avons  fait  une  hypoth^se  qui  pourrait  u'6tre 
pas  admissible.  Le  raisonnement  precedent  n'est  done  pas  tout 
&  fait  gSn^ral. 

184.  PoURQUOI  L'ON  DOrr  compter,  en  sens  GONTRAmS  DU  SENS 
CONVENU,  LES   YALSDRS    NEGATIVES   DES.  DISTANCES.    SuppOSOUB 
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maiiitaiant  que,  m  d^gnant  la  distance  k  porter  sur  one  ligne, 
i  partir  d'un  point  donn6  0^  et  dans  nne  certaine  direction,  k 
droits  par  example,  on  ait  trouvj,  pour  Equation  d'un  probldme, 

B+Aa?=B'+A'a?.  [1] 

Si,  an  lieu  de  chercher  la  distance  du  point  inconnu  k  Tori- 
gine  domite  0,  on  avait  cherch6  sa  distance  x^  k  une  origine  0', 
sitote  k  gauche  de  la  premiere,  k  une  distance  d,  on  aurait  eu : 

0^=r:d-f-^>    ou    x=x^—d; 

etj  par  suite,  an  lieu  de  TSquation  [1],  on  aurait  eu,  pour  iqoar 
tion  du  probiime : 

B+A(aH— d)=B'+A'(a^— d).  [»] 

Supposons  que  cette  Equation  foumisse  pour  Xt  une  valeur  po- 
sitiYe,  mais  moindre  que  d,  que  je  repr^sente  par  (d — a) ;  pour 
ayoir  la  position  X  du  point  cherch6,  il  faudra  d'abord  porter  la 
distance  d  de  0'  en  0,  puis  porter  en  sens  contraire  la  distance 
8  de  0  en  X.  Le  point  cherchft  sera  done  k  gauche  du  point  0,  et 
k  une  distance  a  de  cette  origine.  Or,  en  substituant  k  x^,  dans 
r^aatiQn[2],  sa  valeur  (d— a),  on  a : 

B— Aa=B'— A'oi; 

d*oik  11  r6sulte,  que  T^quation  [1]  a  pour  solution :  x= — a. 
•    One  iohuion  nigatioe  x=— a,  traufoie  pour  tiquaiion  [1],  it- 
gnifie  ^donCf  que  le  poira  cherchi  est  situi  &  gauche  du  point  0^  Hi 
une  distance  a  de  cette  origine. 

18B.  BiMARQUK.  Nous  remarquerons,  comme  an  n*  188, 

que  le  raisonnement  pr&^Ment  n'est  pas  tout  k  fait  g^n^ral ;  il 

suppose  que  Tftquation  [2],  qui  est  construite  pour  les  points  si- 

Voks  k  droite  du  point  0,  puisqu'on  I'a  d^duite  de  T^quation  [1], 

s'applique  aussi  aux  points  situ6s  k  gauche.  Or  cela  n*a  pas  ton- 

ioars  lieu ;  et  nous  en  donnerons  un  exemple. 

186.  PBOBLftuB  XU.  Un chemm  de  ferprend 0' ,  10, par  UmiM  etpar  kiUmkn, 
pour  1$  tnmipori  du  marehandiset;  on  pay$,  en  outre,  un  droit  fixe  de  3',75 
9»  wagondetOOdhUogrammes.AqueUedietaneepeut'On  transporter  bOionnee 
PowZfr.f 

Soit « Ja  dktMoe»  cherchte. 

^  tonnes  oorrespondent  k  25  wagons;  le  droit  flze  k  payer  est  dano  de 

8J5X25. 
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Ed  outre,  pour  le  transport  k  la  distance  9,  le  droit  proportionnal  est 

0, 10X50x;r. 
L'6quation  du  probl^me  est  done  : 

3,75X25+(0,10X50X«)=3;  |1] 

^t,  en  la  r^solvant,  on  trouve  :   a;=—18|lS. 

Discussion.  Gette  valeur  n^ative  ne  signifie  ici  absolument  rien.  Gar  les  priz 
du  transport  de  50  tonnes,  i  18^,15,  d  droUe  ou  d  gauche  du  point  de  depart, 
sont  ezactement  les  mdmes;  par  suiU»,  si  le  point  cherch6  se  trouTait  k  gauche, 
k  18^,  15,  comme  semble  I'indiquer  la  solution  negative,  il  y  en  aurait  un  autre, 
situ6  a  droite.  k  la  mdme  distance;  et  P^quation,  qui  est  construite  pour  ce  cas, 
roumirait  la  solution  «=+ 18,15.  On  reconnalt,  d'ailleurs,  d  priori,  que  le  pro- 
bl^me  est  impossible ;  car  le  droit  fixe,  6tant  3', 75x25,  est  sup6rieur  au  prix 
total  que  Ton  devrait  payer,  pour  ce  droit  et  pour  le  transport. 

On  pent  s'assurer  que,  dans  ce  cas,  le  raisonnement  du  n*  184  est  en  d^faut. 
fin  effet,  supposons  que,  les  50  tonnes  devant  6tre  port^es  vers  la  droite,  on 
prenne  pour  origine  un  point  0  situ6  k  une  distance  d,  k  gauche  du  point  de 
depart;  la  distance  Xi  du  point  cberch6  k  cette  origine  sera  (s-f  4);  et  Ton 
aura  s:=ffi — d.  L'^uation  du  probl^me  deviendra  done  : 

3, 75x25+0, 10X50x(«i-d)=3.  [2] 

Si  cette  ^nation  (qui  est  construite  pour  les  points  situ6s  k  droite  du  point  de 
depart,  puisqu'on  Ta  d6duite  de  T^quation  []])  6tait  applicable  aux  points  situes 
d  gauche,  le  rabonnement  (184)  pourrait  6tre  continue,  et  uine  valeur  de  Si, 
positive,  mais  moindre  que  d,  correspondrait  effectivement  k  un  point  situ6  i 
gauche.  Mais  T^quation  [2]  ne  conyient  nullement  au  cas  du  transport  effectu^ 
vers  la  gauche.  Dans  ce  cas,  en  eflfet,  le  chemin  parcouru  doit  6tre  repr6sent6 
par  <t  — flTi;  et  il  faut  prendre,  pour  Equation  du  problime,  I'^uation 

3,75x26+0,10X50x(d— «i)=3,  [8] 

qui  diff^re  de  V^quation  [2]. 

$  IV.  Introduction  des  nombres  n^ti&  dans  I'tooncd  d'un  probl&me. 

187.  AvANTAGEs  DE  GETTE  INTRODUCTION.  II  est  quelquefois 
avantageux  d'introduire  des  nombres  n^gatifs  dans  les  donn^es 
jnSmcs  d'uuc  question.  Pour  montrer  comment  on  peut  y  6tre 
conduit,  et  de  quelle  nature  est  Tavanlage  qu'on  y  trouve,  nous 
reprendrons  le  probl^me  du  n^  178. 

Deux  mobiles  M  et  W,  suivent  la  droite  AA',  en  marehant  daiu  le  mime  sent 
A  A' :  M  part  de  .A  avee  la  Vitesse  v,  en  mime  temps  que  W  part  de  A'  avec  la 
fritesse  v'.  Apres  combien  de  temps  se  rencontrent-Hs  f 

En  nommant  x  le  temps  inconnu,  et  d  la  distance  AA',  on  a  trouvi  l*6quation 
11 V8): 

vx^v'»=d. 
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Onavu^  que  cette  ^uation  foumit  la  solution  du  problSme,  lors  m^me  quec 
est  moindie  que  v',  pourvu  qae  Ton  regarde  la  valeur  D^gatiye  de  s  comme  re- 
prftseDtant  un  temps  dtjk  6coul6. 

Pour  gin^raliser  encore  davantage,  supposons  que  les  deux  mobiles  ne  mar- 
chentpastoQS  deux  dans  la  direction  AA' :  on  peut  consid6rer  trois  cas  dis- 
tiittts. 

1*  Le  mobile  M  marcbe  vers  la  droite,  et  le  mobile  Iff'  vers  la  gaucbe; 

i:l -J^I 

A  A' 

ils  se  rencontrent  entre  A  et  A',  aprSs  avoir  parcouru^  Tun  vx  et  I'autre  ffx;  et 
par  coDs^quent  Tdquation  du  probl&me  est : 

vx-\-v'x=d. 

2*  If  marehe  fers  la  gauche,  M'  vers  la  droite ; 

1 -I' 

Les  mobiles  ne  se  ren con treront  jamais;  mais  en  nommant  x  le  temps  6coul6 
depais  leur  rencontre  entre  A  et  A',  ils  auront  parcouru,  Tun  vx  et  Tautre  v% 
qaand  ils  seront  arrives,  Tun  en  A  et  Tautre  en  A'.  On  aura  done  : 

vX'\-v^x^d, 

3'  Enfin,  si  Ton  suppose  que  les  mobiles  marchent  tons  deux  vers  la  gauche, 


A  A' 

U  rencontre  aura  lieu  &  gauche  de  A;  et  T^quation  du  proU&ffle  sera,  dans  ca 

cas:  v's— ts=d. 

l^s  Equations  relatives  aux  quatre  cis  sont  done,  en  r6sum6  : 

t9^xfxz=d,  quand  M  et  M'  marchent  vers  la  droite ; 

%i+v^x=d,  quand  M  marcbe  vers  la  droite,  M'  vers  la  gauche ; 

rap+v'«=d,  quand  M  marcbe  vers  la  gauche,  M'  vers  la  droite;  asdesigne 
alors  un  temps  d^jk  ecoule; 

«'s~t»=d,  quand  M  et  M'  marchent  vers  la  gauche. 

Or,  ces  quatre  Equations  pen  vent  se  rMuire  a  une  seule,  ce  C[ui  est  dvidem- 
mentun  avantage,  si  Ton  convient  de  reprdsenter  par  des  nombres  n^gatifs  {—v) , 
{~v')les  vitesses  dirig^es  vers  la  gauche.  D'apr^s  cette  convention,  11  faut,  en 
eilet,  remplacer  dans  la  seconde  des  Equations  ci-dessus,  %/  par  (—1/);  dans  la 
troisi&me,  t?  par  (— c);  dans  la  quatridme,  v  par  (— tj),  i/  par  (— t/)-  De  plus, 
dans  la  iroisi&me,  oil  Tinconnue  d^signe  un  temps  ^coul6,  il  faut  remplacer  a 
par  (-»). 

Us  ^uations  deviennent  toutes,  par  ces  substitution!  : 

««— i/«=d; 
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en  sorte  que  la  formula,  ap^-— -y, 

que  Ton  en  dMuit,  conyient  a  tous  les  cas. 

Ainsiy  ravantage  que  Von  retire  de  Vintroduction  desnombret  ni^ 
gatifs  dans  les  donnies  d'une  qy^tion,  estderiduire  a  une  seule  les 
iquations  qui  correspondent  aux  diffSrents  cas  du  probleme,  ety  par 
suitey  de  n^avoir  a  considdrer  gu'une  seule  formule  pour  les  ri- 
soudre. 


S  v.  Des  solutions  negatives  des  probldmes  du  premier  degr6 

k  deux  incGnnues. 

188.  Nous  n'avons  consid^r^Jusqu*^  present,  que  les  solu- 
tions negatives  foumies  par  une  Equation  h.  une  inconnue.  Le 
cas  de  plusieurs  Equations  donne  lieu  k  des  remarques  enti^re- 
ment  semblables.  Supposons  qu'en  r^solvanl  le  systdme : 


l=X!  t" 


a'X'\'b 

on  ait  trouY^,  pour  Tune  des  inconnues,  ou  pour  toutes  les  denX; 
des  valeurs  negatives.  Solent,  par  exemple,  rr=oe,  y=— p.  Ge8 
valeurs  satisfaisant  aux  Equations  [1],  on  aura  les  £galit6s: 

a«-6p  =  c,j 
a'«— 6'p=c';l     L^J 


et  par  cons£quent|  les  yaleurs  a?==a,  y=p,  satisfont  au  sys- 

t&me : 

aa?  —  &y  =  c, 

a' 


^^hy  =  cA        . 


Ainsi,  en  prenant  positivement  la  solution  negative  y=— ^ 
on  satisfait  &  un  syst^me  qui  diff^re  du  propose  par  le  change- 
ment  de  signe  des  termes  en  y.  On  verrait  de  mfime  que,  si  la 
valeur  de  x  6tait  native,  on  pourrait  la  prendre  avec  le  signe  +f 
pounru  qu'on  changeAt,  dans  les  6quations  propos^es,  les  signes 
de  toot  le«  termes  en  m. 

THrioRfeBiE.  En  gMral^  lorsqu'en  risolvant  un  systbme  fiqua- 
Kow,  on  trouve  pour  quelques-unes  des  inconnues  des  valeurs  ni" 
gatives,  on  peut  prendre  t^^tes  les  valeurs  des  inconnues  avec  U 
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ri^  -f;  ^^  ^^^  ^^^^ors  Us  solutions  cTun  nouveau  systtme^  lequel 
nediffhredusysttmeproposij  que  par  le  changement  de  signe  des 
termes  gut  contiennent  ks  inconnues  dont  les  valeurs  sont  negatives. 

i89.  RjBHARQUE.  Les  Equations  nouvelles^  auxquelles  satisfont 
les  valeurs  negatives  des  inconnues  prises  positivement,  cor- 
respondent quelqnefois  k  un  probl^me  pen  different  du  propose, 
on  ^ceprobl^me  lui-mdme,  entendu  dans  un  sens  plus  g6n6- 
ral.  On  obtient  alors  la  solution  du  probl^me  modifi6  ou  g6n^- 
Talis6,  en  prenant,  avec  le  signe  +?  les  valeurs  n^gatires  Irou- 
Y^es  pour  les  inconnues.  Mais  cette  remarque^  comme  dans  le 
cas  des  Equations  h  une  inconnue,  ne  pent  6tre  d^velopp^e  que 
Bur  des  questions  particuli6res. 

Consid^rons,  par  exemple,  te  problftme  suivant. 

§•••  PBOBLftMB  Xin.  Un  riservoir, de  eapaMU  y,  etx  remplt,  dans  un ttmpsX^ 
por  n  roNnelr,  versant  chacun  la  mime  quantiti  iTeau,  et  par  la  pluie  tomMB 
vniforrnHnent  sur  un  toitdont  la  surface  est  s.  Un  autre  riservoir,  de  capaeitiV, 
tst  rempli,  dans  le  temps  t',  par  n'  robinets  semhlahles  aux  pricidents,  etpar 
(a  plm'e  tombant  uniformiment  sur  un  toit  s'  avee  la  mime  intensiti  que  sur  le 
toil  s.  Viduire  de  ces  dennies  la  quantiti  d*eau,  z ,  versie  par  ehaque  robinet 
dans  runiti  de  temps,  et  la  quantiti  y  versie  par  la  pluie,  pendant  ehatpis 
witi  de  temps,  sur  ehaque  uniti  de  surface  de  toit, 

Puisqa'un  robinet  verse^  dans  TuDit^  de  temps,  une  quantity  d^eau  6gale  hx,n 
robinets f  dans  le  temps  t,  Terseront  nxU 

la plaie  versanti  daois  Tunit^  de  temps,  une  quantity  d'eau  ^gale  k  y,  sat 
l*BBit^de  surface,  versera,  dans  le  temps  t,  sur  la  surface  <,  une  quantiti6 
d'aau  lyl;  on  aura  done  Tiquation : 

nxt  +  sytssiv.  [1] 

Kd  ezprimant  que  le  second  reservoir  est  rempli  dans  le  temps  f ,  on  aura  de 
a^me  P^ation  ! 

•t  les  Equations  [1]  et  ft]  permettront  de  calculer  x  et  y, 

Supposons  maintenant,  qu'en  les  r^solvant,  on  trouve  pour  x  une  yaleur  po« 
■live  a,  et  pour  y  une  yaleur  negative—  p.  l\  faudra  en  conclure  (t99),  que  lea 
valeurs  s = c^y  =  p  satisfont  aux  Equations  : 

nxt  —  syt  =«» 

Wxf'-sryi'=v', 

Ces  Rations  correspondent  k  un  problSme  qui  diflffere  du  propos* ,  en  ce  qu« 
I*  pluie,  qui  remplit  les  rfiseryoirs,  doit  6tre  remplac6e  par  une  cause  qui  leur 
«liye  une  quantity  d'eau  proportionnelle  au  temps  et  II  la  surface;  par  exemple, 
par  r^vaporaiion  du  liquide. 
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Si,  au  contraire,  on  trouvait  pour  m  une  yalear  n6gaUTe,  oette  valour ,  pilie 
positivement,  satisferait  auz  Equations  : 

Ces  Equations  correspondent  k  un  probldme  qui  diffdre  du  propose,  en  oe  que 
les  robinets  qui  versent  de  Teau  dans  les  r^ervoirs ,  doivent  dtre  remplaces  par 
un  nombre  igal  de  causes  qui  en  enl^vent ;  par  ezemple,  par  des  oriGces  ou  par 
des  pompes^  eolevant  une  quantity  x  d'eau  par  uniU  de  temps. 

i9i.  REflfARQUBs.  Les  remarques  faites  (182,  i&4),  au  sujet 
des  yaleurs  negatives  trouv6es  pour  un  temps  ou  pour  une  lon- 
gueur, 8*&ppliquent  sans  modification  au  cas  oil  les  Equations 
contiennent  plus  d'uneinconnue. 

Ajoutons  qu'il  y  a  d'autres  grandeurs  que  les  longueurs  et  les 
temps,  qui  peuvent  6tre  aussi  complies  en  deux  sens  opposes. 
Ainsiy  les  temperatures  au-dessus  ou  au-dessous  de  z^ro,  les  la- 
titudes (g^ographiques  ou  celestes)  bor^ales  ou  ausfrales,  les 
forces  altractives  ou  r^pulsives,  Factif  ou  le  passif  d'un  nigo- 
ciant,  sont  des  grandeurs  susceptibles  d'etre  representees  par 
des  nombres  positifs  ou  n^gatifs. 

Remarquons  enfin,  en  terminant,  qu'il  n'est  pas  n^cessaire 
d'introduire  les  nombres  negatifs  dans  renonce  des  probl^mes ; 
on  est  libre  de  faire  ou  de  ne  pas  faire  ces  conventions.  Mais  si 
Von  veut  girUraliser  les  formvltSj  c'est^i-dire  si  Von  veid  qu'une 
seule  et  unique  formule  reprisente  la  solution  (Tun  probleme  dans 
tous  Us  cas^  ces  conventions  sont  obligatoires ;  ilfaut  reprisenter  un 
changement  de  sens  par  un  changement  de  signe. 

§  VI.  Des  solutions  infinies  ou  ind^termin^es. 

193.  Des  soluhons  dites  infinies.  Lorsque  la  formule,  qui 
fournit  la  solution  g^ndrale  d*un  probleme,  se  pr^sente  sous  la 
forme  fractionnaire^  ii  peut  arriver  que  certaines  hypotheses, 
faites  sur  les  lettres  qu*elle  renrerine,  annulent  son  denominateur, 
sans  annnler  ^on  numerateur.  Gette  formule  prend  alors  la 

forme  ^  =  ;:•  Nous  verrons,  dans  la  discussion  generale  des  for- 

mules  (chap,  vii),  que  Tequation  qui  I'a  fournie  est  alors  impos- 
sible. Mais  ii  n'en  est  pas  toujours  ainsi  du  probieme  qui  y  a 
conduit ;  on  peut  seulement  affirmer  que  la  quantite,  prise  pour 
inconnue,  cesse  alors  d'exister. 


1 

t 
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PrenoDS  pour  exemple  la  question  suivante : 

f •••  PBOBLftMB  XIV.  Deux  eercks,  de  rayons  R  et  r,  rum  ifUHieurs  fun  d 
t<Mtre,ttmt  siUUs  dans  un  mime  plan;  la  distance  de  kurs  centres  est  d.  On 
devMnde  le  point  otl  la  tangents  commune  ext^eure  rencontre  la  droite  qui 
joinl  les  centres. 

D^gQons  par  x  la  distaDce  qui  86pare  le  point  cherche  du  centre  du  plus  petit 
cerde.  Si  Tod  joint  ehaque  centre  au  point  de  contact  correspondant,  on  forme 
denx  triangles  semblables,  qal  donnent  imm^diatement  la  proportion : 

DiscQsaioii.  Tant  que  r  reste  plus  petit  que  R,  la  valeur  de  x  est  positive,  et  la 

formule  permet  de  construire  le  point  cherch6.  Si  la  valeur  de  r  se  rapproche  de 

eelle  de  R,  celle  de  x  augmenle,  puisque  son  num^rateur  crott,  et  que  son  d6- 

oominateur  dimioue;  le  point  s^^loigne  done  sur  la  ligne  des  centres.  Comme 

on  peut  rendre  la  diffiftrence  (R  — r)  assez  petite,  pour  que  la  fraction  f2]  soit 

aossi  grande  que  Ton  voudra^  les  rayons  des  cercles  peuvent  diff^rer  assez  peu, 

pour  que  le  point  soit  aussi  61oign^  que  Ton  voudra.  Enfin  lorsque,  k  la  limite, 

rz=R,  lafraction  est  deyenue  plus  grande  que  toute  grandeur  assignable.  Le 

point  de  rencontre  ^iloigne  done  indiliniment,  et  les  deux  droites,  nese  renconr 

fraiU  pliu,  sont  paralleUs.  On  volt  que,  dans  co  cas,  I'^quation  |1J  prend  la 

forme  impossible  :  ==  1 ,  et  que  la  formule  prend  la  forme  singuli&re  : 

«=^;  11  n'y  a  plus  alors  ni  Equation  ni  formule,  et  le  point  de  rencontre 

n'ezistepltts;  mals  c'est  pr^cis^ment  dans  ce  r6sultat  que  consiste  la  solution  du 
probl&me. 

194.  Remarque.  Lorsque  le  d6nominateur  d*unc  fraction  di- 
minuey  la  fraction  augmente ;  et  elle  peut  augmenter  indefini- 
ment,  si  le  d^nominateur  diminue  ind^finiment.  D*apr6s  cela,  on 
dit  quelquefois  que,  le  d^nominaleur  devenant  nui,  la  fraction 
devient  infinie;  et  Ton  6cril  qu'elie  a  pour  solution  a;  =  oo  .  G*est 
\h  une  locution  incorrecte ;  la  fraction  dont  le  dirhominateur  est 
nul  fie  repriserUe  rien.  Si  les  donn^es  d'un  probl&m^  varieut  de 
telle  manifere,  que  le  d^nominateur  de  la  valeur  de  Tinconnue 
tende  vers  z6ro,  Tinconnue  elle-mfime  augmente  sans  limites; 
BiaiSy  lorsque  le  d^nominatcur  est  acluellement  nul,  la  solution 
Q'eziste  pas,  et  Tiquation  est  impossible. 

i9tt.  Des  solutions  ind^terminees.  Lorsque  la  formule,  qui 
donne  la  solution  d'unprobl^mey  se  pr6sente  sous  la  forme  frac- 
(iofljiaire,  il  arrive  parfois  encore,  que  cerlaines  hypotheses  par- 
ticuli&res,  faites  sur  les  lettres  qu*elle  renferme,  annulent  k  la 
fois  son  num^rateur  et  sou  d6nominateur.  Gette  formule  prend 
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alors  la  forme  ^=5*  Nous  verrons  plus  loin  (cbap.  vn),  que  le 

systftme  qui  I'a  fournie  est  alors,  en  g^n^ral,  kuUtermitU ;  ce* 
pendant  cette  inditennination  peut  n'Atre  qn'apparente. 
Donnons  des  exemples  de  ces  deux  cas. 


PROBLfiHB  TV.  On  a  dewe  UngoU;  le  premier  contierU  a  grammes  dV 
et  b  grammee  Sargent ;  U  second  corUieni  a'  grammes  (for  e(  \f  grammes  d^argem. 
Quel  poids  de  chacun  de  ces  lingots  faut-il  prendre  pour  en  former  im  trot- 
tUme,  contenant  a  grammes  d*or  et  p  grammes  d^argent? 

Soient  s  et  y  les  poids  k  prendre  dans  le  premier  et  dans  le  second  lingot. 

Poisqae  le  poids  a  +  &  contient  a  grammes  d*or  et  h  grammes  d'Sargent,  le 

poids  s,  extrait  da  m6me  lingot ,  contiendra  --r-r  en  or,  -^-^  en  argent. 

De  mtoe,  le  poids  y,  extrait  du  second  lingot  qui  p%se  a'  +  Vt  contiendra 
a'y  Vy 

On  aura  done  ies  deux  Equations: 

as     .     a^y    __     \ 

Si  Ton  r^ut  ce  syst^me,  -on  trouve  : 

*""        at/—ba'       '  *""        aJb'  —  ba,' 

Discussion.  Si  Ton  fait  Thypoth^se,  7=s=oi  ^®s  numtoateurs  et  les  dteo* 
minateurs  des  deux  fotmvles  sont  nuls;  de  sorte  qu'on  a  : 

Pour  interpreter  ce  r^saltat,  remarquons  que  Thypothte  admise  a  pour  oons^ 
quences : 

a  +  ^-a'+y-a  +  p'  (  ,,, 

ft    _     y     ^     p     .  ( 
o  +  b^a'  +  Va  +  p'  J 

et  que,  si  Ton  remplace  dans  les  Equations  [1]  les  coefficients  des  inconnues  par 

a  fi 

leurs  valeurs  — r-^,   — t-t,  tiroes  des  relations  [2],  les  Equations  se  rMuisent 
a  +  p     a  +  p 

tMlu  dMX  k  V^quation  unique  : 

»+y=«+p.  f3) 

n  en  r6sulte  (!••>,  que  le  systdme  [1]  est  ind^termind.  Mais  k  prohUme  ku' 
mime  est  inditermini,  et  admet  une  infinite  de  solutions.  En  effet,  rhypothfts^ 
admife  ezpnme,  que  le  rapport  de  Tor  k  Targent  est  le  mdme  dans  les  troli 
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liDgols;  done,  qoelles  que  soient  les  quantit^s  que  Ton  prenne  dans  chacun  des 
deux  pnmien,  elles  fonnenmt  6videmment  un  alliage  au  mdme  titre.  Ges  quan* 
lit^ne  seront  astreintes  qu'&  y^riiier  T^quation  [3]. 

IMF.  PBOBxiMB  XVI.  Cakuler  la  surface  d*un  trapixe  doiK  on  donnt  Us 
hoses  B  eth,etla  hauteur  h,enla  consid^ant  comme  la  difference  des  surfaces 
dn  deux  triangles  que  Von  ohtient,  en  prolongeant  les  deux  c6Us  non  paralUles 
jusqu'ii  Uur  rencontre. 

Mignons  par  s  Taire  cherch^e;  et  prenons  pour  inconnues  auziliaires  les 
baoteors  y  et  x  des  deux  triangles.  Les  surfaces  de  ces  triangles  ayant  pour  ex- 
pressions I  By  et  I  bx,  on  a  d*abord  r^quation  : 

«  =  i(By-&ji).  [1] 

Comme  les  deux  triangles  sont  semblables,  les  bases  sont  proportionnelles  atix 
htuteon;  done 

Snfln,  la  hauteur  h  6tant  la  difference  des  hauteurs  y  et  sr,  on  a  :  * 

y-»=ft.     '  p] 

IH>ariIimi&er  les  inconnues  auxilialres,  on  remarque  quePiquation  [2]  donne : 

y— £__B— &        y— x_B— & 
IT"     B    '  f    ""     6    ' 


d'ou,  en  Tertu  de  r^rjuation  [3]  : 


Bh  bh 


x= 


^-"B-6' B-6' 

Id  substituant  ces  valours  dans  P^quation  [t],  on  obtient  enfin : 

•""2  •  "b^=T' 


[4] 


Discussion.  Tant  que  h  n'est  pas  ^gal  k  B,  cette  formule  donne,  pour  la  surface 
dntrapdze,  une  valeur  parfaitement  d^terminde.  Hals  si  Ton  suppose  b^B,  la 

fotmule  se  pr^ao&te  sous  la  forme  dp=-;  et  le  probldme  parait  indetormini.  Ce- 

pendant  cette  inditermination  n'est  qu'apparente ;  car,  dans  ce  cas,  le  trapeze 
derient  un  parall^logramme,  dont  la  surface  est  6gale  d  Bft.  On  pent,  d^ailleurs, 
tber  de  la  fraction  cette  expression  de  la  surface,  si  Ton  remarque  que  le  facteur 
(B— b)  divise  (B>— M),  et  qu'en  supprimant  ce  facteur  commun,  il  vient : 

•=^(3  +  6), 

formule  connue  de  Taire  du  trapdze,  laqaelle  deyient  effectivement,  s=Bh, 
danslecas  oiid=B. 

188.  Remarqub.  On  voit  que,  lorsqu'on  rencontre  une  for- 
mule, qui,  par  suite  d'hypolhftses  particuliferes,  prend  la  forme 
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-,  il  ne  (aut  pas  se  hfttcr  d'affiriner  que  le  probl&me,  dont  elle 

donne  la  solution,  est  alors  inditerminS.  II  peut  arriver  que 
rind^lermination  ne  soit  qu'apparente,  el  qu'elle  tienne,  commc 
dans  Texemple  pr^c^dent,  k  la  presence  d*un  facteur  commun 
auz  deux  termes,  facteur  qui  devient  nul  en  vertu  des  hypo- 
theses admises.  On  doit  alors,  avanl  touie  hypothtse,  supprimer  cc 
facteur  commun^  el  faire  ensuite,  dans  la  formule  ainsi  simplifiee, 
les  hypolhtses  convenues  :  on  obtiendra  la  vraib  yaleur  de  la 
fraction,  pour  ce  cos  parliculier. 

Supposonsi  par  exemple,  qu*on  ait  trouv6  comme  solution  d'un  proU^me  : 

_o»  — 3a^  +  4a--2 
*~       a^  +  3a  — 4      ' 

€t  que  la  discussion  am^ne  k  faire  Thypoth^se,  a=  1.  Les  deux  termes  s'annu- 

lent,  et  la  fraction  prend  la  forme  -.  Or,  les  deux  termes  dtant  des  polynomes 

entiers  en  a,  on  sail  (9a)  qu'ils  sont  divisibles  par  (a— 1).  On  effectuera  done 
cette  division,  et  Ton  trouvera  la  formule  simplifi^e  : 

a»  — 2a+2 


«  = 


a  +  4 


formule  qui,  pour  a=  1 ,  prend  la  valeur  ff  ==  r. 


EXERGICE8. 

I.  Deux  vases,  de  capacitis  v  eti/,  contiennent  chacun  un  melange  d'eau  et 
de  Tin,  dans  le  rapport  de  m  lin  pour  le  premier,  et  dans  le  rapport  de  m'  k  n' 
pour  le  second.  Quelle  capacity  s  doit-on  donner  k  deux  autres  vases  6gaux 
«ntre  eux,  pour  que,  les  rempUssant  k  la  fois,  Tun  dans  le  premier,  Tautre  dans 
le  second,  et  versant  dans  chacun  d'eux  ce  qui  a  M  pris  dans  i'autre,  la  propor- 
tion de  Teau  au  vin  devienne  la  m^me  dans  les  deux  vases?  Montrer,  dprton'i 
que  le  r6sultat  doit  6tre  ind^pendant  de  m,  n,  m',  n'. 

On  trouve  r^quation  : 

m(i?— a?)         m'x         n  (p— a?)  nfx 

w  +  n        m!  -{-nt       wi-t-nm'-fn' 


et  la  formule 


m'jv' — x)         mx        n'{v' — x)         nx    ^ 
m'  +  n'        m+n       m'  +  n'   '^m-^n 


c= 


V-^  ff 


II.  Les  aiguilles  des  heures,  des  minutes  et  des  secondes  sont  toutes  trois  sur 
le  chiffre  XII  du  cadran.  On  demande  apr^s  combien  de  temps  Taiguille  des  se- 
condes divisera  en  deux  parties  ^gales  Tangle  form^  par  les  deux  autres. 
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Sn  d^ngniQi  par  » le  nombre  de  secondes  icoul^es,  on  trou?e  : 

780* 

in.  Trois  mobiles  parcoorent  une  mdme  ligne  droite,  d'un  mouvement  uni- 
forme, aTec  des  vitesses  v,  v^,  v*.  lis  sont  actuellement  k  des  distances  Ofa'ta" 
d'un  point  0  de  cette  droite,  dont  ils  s'^loignent  tons  les  trois.  On  demande 
api^  combien  de  temps  le  premier  seraaaz  f  de  la  distance  qui  s6pare  les  deux 
avtfMs 

Eq  d^ignant  par  s  le  temps  6coul^,  on  troupe  : 

_2o'-f3a*-5a 

si,  api^  oe  temps,  le  troisitoe  mobile  est  en  ayant  dtt  second; 

30^  f  2a*— 5a 
el,  an  contraire,  *  =  5t?-3v'-2»*' 

d,  aprte  ce  temps,  le  second  mobile  est  en  avant  dit  troisi^me. 

II  peut  y  avoir  deux  solutions ,  ou  une  seule ;  11  peut  ne  pas  y  en  avoir  du 
tout :  on  examinera  les  conditions  de  ces  diff^rents  cas. 

On  g^n^ralisera  la  solution,  en  supposant  que  les  mobiles  ne  marchent  pas 
loos  dans  le  m^me  sens. 

IV.  Unparall^lipipMe  rectangle,  dont  les  ardtes  sont  a,  &,  c,  6tant  donn6, 
trourer  le  c6t6  x  d'un  cube,  tel  que  les  surfaces  des  deux  solides  soient  dans  le 
mdme  rapport  que  leurs  volumes. 

3abc 


Ontrouve:  ff= 


ab-i-ac-{-  be 


V.  Trouyer  une  proportion,  dont  les  quatre  termes  surpassent  ^galement  les 
qoatre  nombres  a,  b,  e,  d. 
En  d&ignant  par  s  le  nombre  qu*il  faut  ajouter  k  cbacun  de  ceux-cl,  on 

trouTd- 

bc — ad 

*""a+d— 6-c' 
Discuter  la  eolation j  !•  lorsque  6c  =ad,  2*  lorsque  a+  d=6  +  c. 

YI.  n  pierres  sont  rang6es  en  ligne  droite  k  d  metres  de  distance  ies  unes  des 
lutres.  On  propose  de  d6terminer,  sur  cetle  droite,  la  position  d'un  point  X,  tel 
qull  y  ait  deux  fois  plus  de  chemin  k  faire  pour  transporter  successivement 
ehaque  pierre  au  point  X,  que  pour  ies  transporter  k  la  place  occup^e  par  la 
premiere  d*entre  elles.  On  supposera,  dans  les  deux  cas,  que  Ton  parte  de  cette 

premiere  pierre. 
Si  Ton  d^igne  par  m  la  distance  du  point  X  i  la  premiere  pierre,  en  suppo* 

Mat  ce  point  au  deUt  de  la  demi^re,  on  trouve  : 

an— 1 
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On  g^n6ralisdra,  en  supposant  que  le  rapport  des  chemins  &  paroounr  est  m 

au  lieu  de  2 ;  on  trouvera : 

_      (m4-l)»(n--l)^. 

et  Ton  discutera  les  conditions  de  possibility  du  probltoe.  Si  la  aohition  est  ii& 
gative,  est-il  possible  de  rinterpr6terT 

VII.  II  faut  on  nombre  d'hommes  6gal  4  a,  ou  un  nombre  de  femmes  6gal 

k  h,  pour  faire,  en  n  jours,  un  outrage  repr^sent^  par  m.  Goxnbien  faut-il  ad- 

joindre  de  femmes  &  (a^p)  hommes,  pour  faire,  en  (n-^p)  jours,  un  ouTiage 

repr6sent6  par  (m  +p)? 

tp|   *   .  (m  +  n)ai 

VIII.  Deiix  horloges  A  et  B  sonnent  Vbeare  en  mtaie  temps,  et  ron  entand 
en  tout  diz-neuf  coups.  D6duire  de  U  Theure  qu'elles  marquaient,  sachant  que 
IHiorloge  A  retarde  sur  lliorloge  B  de  deux  secondes,  et  que  les  coups  de  A  se 
succMenti  trois  secondes  d'intervalle,  tandis  que  ceuz  de  B  se  suivent  it  quatie 
secondes  dlntenralle.  On  admet  enfin,  que  Toreille  ne  per^oit  qu'un  seul  sod  , 
lorsque  les  horioget  sonnent  dans  la  m6me  seconde. 

£n  d^ignant  par  x  Tbeure  ou  le  nombre  de  coups  sonn6s  par  chaque  hor- 
loge,  on  remarque  que  le  nombre  das  coups  peidus  pour  Toreille  est  I,  aug- 

2s— 6 

ment6  du  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  — — - ;  et  I'on  en  conclut 

que  c=ll. 

IX.  TrouTer  trois  nombres  w,  y,  x,  en  progression  arithmdtique,  tela  que  le 
premier  soit  au  troisiSme  comme  5  est  k  9,  et  que  la  somme  des  trois  nombises 
ioit  ^gale  i  63. 

On  trouve  :  «=  15,    y=  21,    «=27. 

X.  On  donne  la  suite  : 

•  +  5,  op+bq,  ap»+5q«,  ap«  +  bq»,  op*  +  ftg*,....; 

et  Ton  propose  de  trouver  deux  nombres  x  et  y,  tela  que  chaque  terme  de  cette 
suite  puisse  s*obtenir  en  mullipliant  le  pr^c^dent  par  x,  et  rant6pr6c^ent  pary, 
et  en  ajoutant  les  r6sultats. 
On  forme  le  troisifeme  et  le  quatriftme  terme  d'aprte  cette  loi,  et  Ton  troare. 

puis  Ton  prouve  qu'en  efTet  ces  multiplicateurs  donnent  tons  les  termes  de 
las^rie. 

XI  On  donne  la  suite  : 

d  +  t+c,  ap'{-bq  +  cr,  ap^  +  bq*+et*,  ap*  +  &9*  +  er*....; 

et  Tondemande  de  trouver  trois  nombres  x,  y,  j(,  tela  que  ohaqua  terme  de 
cette  suile  s'oblieone  en  multipliant  le  prec^nt  par  s,  rant6pr6c6dent  par  y^ 
et  celui  qui  pr^cMo  de  trois  rangs  par  jT,  et  en  ajoutant  les  risultats. 

Onirouve:      «=p4-g+r,    yz:z^pq^pr^qr,    %=pqr. 
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xn.  On  train  T,  dontla  yitesse  est  v,  part  apr^  un  autre  train  T\  dont  la 
ntesse  est  i/;  at  le  retard  eat  calculi  de  mani^re  qu'ils  arrivent  enmdme  temps 
h,  la  destination.  Le  train  T'  est  obllg6  de  ralentir  de  moiti6  sa  yitesse,  apr&s  aToir 
fail  les  deux  tiers  de  la  course:  et  11  y  a  rencontre  des  trains,  a  Ueues  ayant  la 
in  dtt  yoyage.  Trouyer  la  iongoeur  totale  «  du  trajet. 

Qntiouye  :  «=6a— Sa  — 

XUL  Pour  faire  un  certain  ouyrage,  A  emploie  m  fois  autant  de  temps  queB 
el  C  rtonis;  B  emploie  ii  fois  autant  de  temps  que  A  et  G;  G  emploie  p  fois 
aatint  de  temps  que  A  et  B.  Trouyer  une  relation  entre  m,  n  etp. 

UY.  Qndonnedes  points  A,  B,  G,  D,l..  situ6s  sur  one  ligne  droite,  4  des 
distances  a,  &,  c,  d....  d'un  point  0  decette  droite.  Trouyer,  sur  cette  droits ,. 
in  point  X  tel,  que  sa  distance  m  kun  point  quelconque  M  de  la  droite  donn^ 
nit  lamoyenne  des  distances  des  points  A,  B,  C,  D,....  au  point  M.  Montrer, 
qui  Taide  de  conyentions  conyeo^les,  on  peut  r^soudre  le  piobltoe  par  une 
KQlelonnule,  quelles  que  soient  les  positions  des  points  A,  B^  G,  D,....  & 
droite  ou  k  gauche  de  0. 

,   ,       .    _*  o  +  b+c+dH-.... 

La  formula  est :  »=  — ■ — - — = ' , 

n 

%  itant  le  nombre  des  points  conaiddr^s  :  alle  est  indipendaate  de  la  position 
du  point  M. 

XV.  Deux  tiiangles  rectangles  ont  les  cdt^de  Tangle  droit  dirigte  soiyant  les 
mdffles  droitos,  etreprtent6s  par  a,  h  pour  le  premier,  et  par  a',  y  pour  le  se- 
cond. On  propose  d'abaisser  du  point  de  rencontre  des  bypot^uses  des  per- 
pendiculaires  sur  les  odtte,  de  calculer  leurs  longueurs,  et  de  discater  lee  dif- 
fiSrents  cas  qui  peuyentse  pr6senter. 

Les  formoles  sont,  en  d^gnant  par  •  la  paiallMe  anx  cMb  o^  o^,  et  pary  la 
pmUtte  auz  cMte  ft,  b' : 

_oa^(b'— b)  _by(a— gQ 

•— oy-ba"         »""ob'-ba'* 
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CHAPITRE  VI. 

DE8  IBIEGALITE8. 

S  I.  Principes  sur  lea  inigalitds  CfinsiderSes  iaoldment. 

199.  DEFINITION.  Oa  dit  qu'un  nombre  a  est  plus  grand  qu'uc 
nombre  b,  quels  que  soient  leurs  signes,  lorsque  la  diffdrencc 
(a  — 6)  est  positive. 

200.  GoROLLAiRE :  1**  Un  nombre  positif  quelconque  est  plui 
'  grand  qu'un  nombre  nigatif  quelconque.  Ainsi : 

l>-8;  [I] 

car  la  difrSrence  1 — (—8)  est  (20)  6gale  i  1  -f  8 :  elle  est  po- 
sitive. 

2^  Un  nombre  negatif  est  (Tautant  plus  grand  que  sa  valeur 
absolue  est  plus  petite.  Ainsi : 

—  7>— 20;  [2] 

car  la  difKrence  —  7—  (—  20)  est  (20)  6gale  i  +  20  —  7  :   elle 
est  positive. 

3*  On  doit  regarder  ziro  comme  plus  grand  que  tout  nombre 
nigatif.  Ainsi : 

0>-4;  [3] 

car  la  difference  0— (— 4)  est  (20)  6gale  &  0-}-4;  elle  est  po- 
sitive. 

De  Ik  risulte  que,  si  Ton  6crit  les  nombres  tant  positifs  que 
n^gatifs  de  la  mani^re  suivante  : 

-«>, —4, —3,  —2,— 1,0,  1,2,3,4, 00, 

un  nombre  quelconque,  pris  dans  cetle  suite,  est  plus  grand 
que  tout  nombre  plac6  k  sa  gaucne,  et  plus  petit  que  tout  nom- 
bre place  k  sa  droite. 

On  exprime  ordinairement  qu'un  nombre  a  est  positif,  et 
qu'un  nombre  b  estnigatif,  par  les  formules :  a>0,  ft<0. 

201.  iN^GALixis  RENF£RMANT  UNE  iNCONNUE.  Lorsqu'uuc  ex- 
pression, qui  depend  d'un  nombre  inconnu,  doit  etre  plus  grande 
ou  plus  petite  qu'une  autre,  cette  condition,  que  Ton  nomine 
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in^liU,  permet,  en  g6n6ra],  d*assigner  des  limites,  entre  les* 
quelles  Tiiiconnue  doit  £tre  ou  n'6Cre  pas  comprise.  Nous  en 
donneroDs  daas  ce  chapitre  quelques  exemples. 

208.  Principe  I.  Onpexa,  sans  alt^erles  conditions  qu'exprime 
une  in&galiUj  dugmenter  au  diminu$r  ses  deux  membres  d'un  mime 
nmbre.  En  efTct,  rin6galit6  a>b,  est  ^quiTalente,  par  d6Qoi- 
tion,  k  a —  b>  0.  Or  quel  que  soit  m,  on  a  : 

a— 6=fl+m  — 6— in=(a+m) — (6+m); 

done:  («+«>)  — (fr+«»)>0, 

00,  d'aprte  la  definition : 

a+fn>b-\-fn.  [4] 

U  rteulte  de  Ik ,  qu'on  peut  faire  passer  un  terme  Sun  membre 
'  ^une  inigalM  dans  Faulre^  en  ehangeani  son  signe^  comme  s*il 
I  s'agissait  d*une  Equation. 

2WS.  PRiifGiP£  II.  On  peiU  multiplier  les  deux  membres  d*une 
MgaliU  par  vn  mtme  nombre,  pourvu  gu'tl  soit  positif. 
:   £n  effeti  rinegalil^  a>  b  6quivaut  &  a — 6  >  0.  Or,  si  Ton  mul- 
dplie  (a — b)  par  un  facteur  positif  m,  le  produit  est  positif. 

Done  on  a:      (a— 6)m>0,    ou    am— tm>0, 

ou ,  d'aprte  la  definition : 

am  >  bm.  [5] 

On  peut  aussi  multiplier  les  deux  membres  de  Vinigaliti  par  un 
facteur  nigatif,  mais  U  faut  changer  le  sens  de  FinigaliU.  Gar  si 
"on  a : 

a>6,    ou    a — &>0, 

le  produit  de  (a— &}  par  un  facteur  n£gatif  m  sera  nigatif.  On 
aura  done: 

(a— ft)m<0,    ou    am — 6in<0, 

ou,enfin: 

am<Zbm.  [6] 

Ces  principes  permettent  de  chasser  les  dinominateurs  d^une 
^alUi^  comme  s*il  s'agissait  d'une  Equation ,  quand  on  connait 

ALft.  B.  !»•  Partie.  iO 
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le  signe  da  multiplicateur.  Les  mfimes  principes  s'appliqaenl  & 
la  division  des  deux  membres  d'utie  in^alit^  par  m;  car  la  diyi- 

8ion  par  m  reyient  h  la  muUiplication  par  *,  et  les  deux  nombres 
m  et  —  sont  toujours  de  mfime  signe. 

204.  Principe  III.  Lorsqueles  deux  membres  (Tune  irUgaliUsofU 
positifs,  on  pent  Its  6lever  i  une  mime  puissance  m"^,  qud  que  soU 
111.  En  effet,  plus  un  nombre  est  grand,  plus  sa  puissance  m"^ 
est  grande.  Ainsi,  7>3  donne  7*>3*. 

Lorsque  les  membres  ne  sont  pas  tous  deux  positifs  i  il  faut 
dislinguer  plusieurs  cas. 

1®  Quels  que  soient  les  signes  des  deux  membres^  onpeut  les  ikver 
i  une  mime  puissance  m""*,  lorsque  m  est  impair.  Gar  les  deux 
membres 9  apr&s  reparation,  conservent  leurs  signes,  et  par 
suite,  le  sens  de  leur  in6galil6.  Par  exemple, 

7 >  —  1 3,    on  en  conclut       7» >(—  1 3)* ;  \ 
— 7>— 13,  .  (— 7)»>(— 13)».  )      '■^^ 

2*  Mais  si  Ton  a  k  Clever  les  deux  membres  d*une  in^litd  k 
une  m6me  puissance  de  degri  pair^  il  faut  distinguer  encore. 

Quand  les  deux  membres  sont  nigatifs,  Finigalite  change  de  sens; 

car  les  deux  membres  deviennent  positifs,  aprte  Fop^ration 

Ainsi ,  de  Tinigalit* 

_7>  — 13 

on  conclut  successivement : 

13>7,     13»>7\     (_13)*>(— 7/, 

et ,  par  suite,  (—  7)*<  (—  1 3)*.  [8] 

Si  les  deux  membres  sont  de  signes  differents^  on  ne  peut  plus 
donner  de  regie »  L'in6galil6  peut  changer  ou  ne  pas  changer  de 
sens,  ou  m6me  se  transformer  en  £galit6.  Ainsi  I'on  a : 

7>—  3      et    7*>(—  3)*,  I 

7>  — 13      et     7*<(— 13)*,  [  [9] 

7>—  7      et    7*=(—  7)*.  ] 

205.  Principe  IV.  1^  Quelsque  soient  les  signes  des  deux  membres 


SI 

si 


DES  £ai3ATI0NS  DU  PREMIER  OEGRfi.  147 

d'wii  MgaUUj  on  peut  m  extraire  une  racine  (Findice  impair;  car 
les  deux  racines  ont  le  in6me  signe  que  les  deux  nombres.  Ainsi : 

27 >      8donne     ^27>v^8,        ou     3>     2,  J 

27>—  8       »         ^27>^^,     OU     3>— 2,    >    flO] 
-  B>— 27       »       ^fUs^^Urf,   OU— 2>— 3.   \ 

2*  Si  Findice  est  pair^  U  faut^  pour  que  les  racines  existentj  que 
les  deux  membres  soient  positifs  (96).  Et  alors,  chaque  racine  a 
deux  vakurs  igales  et  de  signes  contr aires.  Dans  ce  cas,  rinigalitS 
conservera  son  sens  ou  en  changeray  seUm  que  ton  considirera  les 
fHdeurs  positives  ou  les  valeurs  negatives  des  racines,  Ainsi : 

rin6galil6  36  >  25, 

donne:(     ^>    ^      «"      '>     '*  ]  [11] 

I— \/36<— v/25        ou  — 6<— 5.    j 

Hais,  si  Fon  prend  des  signes  diffirents  pour  les  deux  racines,  le 
ttrme  nigatifest  toujours  le  plus  petit.  Ainsi 

rin^galilfe,  36  >  25, 

donne:  jv1!>-V^!!'       ^^       ^>-''  |  [12] 

(v^25>  — v/36,        OU        5>— 6.    ) 


S  n.  Principes  sur  les  in^galit^s  simultan6es. 

20G.  Principe  Y.  On  peut  additionner  membre  h  nnemhre  deux 
inegalites  de  mime  sens :  la  nouvelle  inSgdliU  a  le  mime  sens  que 
chacune  d^elles. 

Soient,  en  eilet,  les  deux  in^galit^s  : 

elles  Equivalent  aux  suivantes : 

a-6>0,        c— d>0; 
or  la  somme  de  deux  quanlitfis  posiliyes  est  positive;  done  on  a : 

a— ft+c— d>0, 
ou  a+c>b+d.  [13] 

Mais  cette  nouvelle  in6galil6  ne  peut  pas,  comme  lorsqu'ii 


U8  LITRE  II; 

8'agit  d'iquations,  remplacer  I'lme  des  deux  proposies.  En  d*au- 
tres  termeSy  les  deux  systfemes, 

c>d,  {  a+c>b  +  d, 

ne  sont  pas  Equivalents.  Le  second  est  une  consequence  du  pre- 
mier, mais  le  premier  n'est  pas  une  consequence  du  second. 

Si  les  deux  in6galites  sont  de  sens  contraires,  il  n'y  a  pas  de 
r^gle  &  donner.  On  a ,  en  effet : 

l<n,  ]         «'        '+8<3  +  13; 
\<xi  ]  «»         7  +  8  =  3  +  12; 

\%xl:  ]  ''         7  +  8>3+10. 

207.  Principe  VI.  Oix  pmt  soustraire  membre  i  membre  (Turn 
inegaliti  une  autre  inegcHiU  de  sens  contraire :  la  nouveUe  inigaliti 
subsiste  dans  le  sens  de  la  premihre. 

Soient,  en  effet,  les  deux  inegalitfes  : 

a>b,  c<d; 

clles  equivalent  aux  suivantes : 

a>&,  d>c\ 

ety  par  suite  (206),  elles  donnent 

ou(202)  a—c>b—d.  \\k] 

Gette  nouvelle  inegalite  ne  pent  pas  remplacer  Tune  des  deux 
propos^es. 

On  ne  pent  pas  soustraire  une  inegalite  d*une  autre,  quand 
elies  sont  de  m^me  sens  (206). 

208.  Principe  VII.  On  pent  multiplier  membre  i  membre  deux 
inigalitis  de  mtrae  sens,  quand  tous  les  termes  sont  positifs :  IHniga' 
lUe  nouvelle  est  de  mime  sens  que  chacune  d'elles. 

En  cffel,  soient :         a>b^      c>d; 
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puisqae  c  ei  b  sont  positifs,  on  a,  en  multipliant  la  premiere 
par  c^  et  la  scconde  par  b  (203) : 

ae>bCf       bc>bdf 

ct,  par  suite,  ac>bd.  [15] 

Si  Us  qtAatre  termes  sont  nSgatifSy  rirUgaliU  nouvelle  est  de  sens 
contraire  h  celui  des  deux  proposies.  Car  en  multipliant  la  pre- 
miere par  c  et  la  seconde  par  b^  on  a,  puisque  ces  factetirs  sont 


n^gatifs : 

ac<^bc,        6(?<6d, 

et,  par  suite. 

ctc<bd. 

[16] 

La  nourelle  in^galit^  [15]  ou  [16]  ne  peut  pas  remplacer  une 
des  propos6es. 

On  ne  saurait  donner  de  rfegle  g^nirale,  quand  les  termes  ne 
sont  pas  tons  positifs  ou  tons  n^galifs.  On  ne  peut  rien  dire  non 
ploSy  quand  les  in£galit6s  sont  de  sens  contraires. 

M9.  Principe  VIII.  On  peiU  diviser  membre  A  membre  uns 
fnigalUipcr  une  autre  de  sens  contraire^  quand  tous  les  termes  sont 
positifs :  la  nouvelle  inigaliti  a  le  miine  sens  que  la  premUre. 

Soient,  en  effet :       o > fr,       c<^d; 

on  peut  fecrire :  a >  &,       d>e. . 

el,  par  suite  (808) ,  ad>bc; 

d'od  I'on  tire,  en  diyisant  les  deux  membres  par  cd  (205) : 

a     b 

Si  les  quatre  termes  sont  nigatifs^  Vinigaliti  nouvelle  a  le  sens  de 
^  seconde :  car,  en  faisant  la  multiplication,  on  a  (208) : 

ad<ibc; 

et,  en  difisant  par  ed,  qui  est  positlf,  it  vient : 

a     b 

On  ne  peut  pas  donner  de  r^gle  g£n£rale  dans  les  autres  cas. 
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$  III.  Des  in^galit^s  du  premier  degr6  &  one  inoomnit. 

210.  RESOLUTION  DE  L*m]£GALiT£.  Udc  in£galit6  k  une  in- 
connue  est  dite  du  premier  degri^  lorsqu'elle  peui  se  ramener  k 
la  forme 

a,  6,  of]  b\  d^signant  des  nombres  donnas  qui  peuvent  6tre  posi- 
tifs  ou  n^gatifs. 

Pour  risoudrt  cette  indgaliti,  on  fait  passer  des  termes  conle- 
nant  Tinconnue  d'un  c6t6,  les  teroies  connus  de  Tautre  (SOS) ; 

et  Ton  a : 

{a—a!)x>V—h. 

Puis  on  distiugue  deux  cas  : 

lo  Si  {a-^a!)  est  positif,  on  a,  en  diyisant  (205)  par  {a— a') : 

a«  Si  {a— a')  est  n^gatif,  on  a»  au  contraire  (90S) : 

^V—h 

a?<; f* 

a — a 

Ainsii  powr  satisfaire  h  VirUgaliU ,  U  suffU  de  prendre  x  tupi* 
rieur  ou  infirieur  ii  une  certaine  limite.  On  pent  remarquer  que 
cette  limite  est  pr6cis6ment  la  Yaleur  de  Xj  qui  rendrait  les  deux 
membres  ^ganx. 

811.  Pbobl&mb.  Nous  rtoudrons,  comme  application,  le  probldme  suivant : 
Deux  points  A  e(  B  sont  sUu^  d  une  distance  2c ;  on  sait  qu^un  point  M  ett 
!«{ ^fiM  MA  +  MB  =  2a,  a  itant  une  longueur  donnie,  plus  grande  que  c.  On 
4mande  entre  qusUes  Umites  peuvent  varier  AM  et  BM. 

SupposoDS  AM  >  BM.  Posons :  AM  = «,  BM  =  y.  On  a  d'abord ,  d*apr^ 

l'foonc6 : 

»  +  y  =  2a.  [IJ 

De  plus,  pour  que  le  triangle  AMB  soit  possible,  il  faut  que  chaque  c6tj  soU 
ploB  petit  que  la  somme  des  deux  autres,  c'estpA-dlre  que  Ton  ait : 

te  <w  +  y,    y  <  2c  +  «,    x  <2c  +  y. 

Or  la  premiere  de  ces  in^galit^s  est  ^yidente,  d*apr&s  T^quation  [1] ;  la  seconds 
est  Mdente,  piiique  y  est  plus  petit  que  x.  Reste  done  la  troisi^me , 

*  <  2c  +  y.  fl] 
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8i  I'oD  remplace  y  par  sa  valeur  (2a  —  x],  cette  in6galit6  doTient : 

•  <  2c  +  2a  —  « ; 

tfoA  »  <  a  +c.  [3] 

Hiia  y,  qui  est  6gal  i  (2a  —  c),  est  d'autant  plus  grand  que  c  est  plus  petit 
Done  %  aoit  dtn  jrini  grand  que  [2a  *  (a  +  c)],  o'est-4-din  que  (a — e).  Ainsi : 

y  >  a  —  c.  [4] 

Telles  sont  les  limites  cherch^es. 


EXERCIGE8. 

1.  IMmontrar  que  la  moyenne  axithmitique  entre  deux  nombres  podtifr  Ini- 
grax  est  plus  grande  que  leur  moyenne  proportionnelle. 
On  s'appuie  sur  rin6galit6,    (a  —  5)'  >  0. 
n.  JStant  donn6s  deux  nombres  a,  h,  positifs,  a  >  b,  diduire  de  llndgaliti. 


toft  limites  entre  lesquelles  Sa  valeur  de  x  doit  6tre  comprise.  Lea  ladicauz  sont 
pris  STec  le  sigiie  +• 

Oa  trouye  que  »  doit  dtre  n^tif^  ou  plus  grand  que  ^Sb. 

VI,  Dimontrer  que  *       ^  ^/abcd  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus 

petite des quatre  expressions  \fay  y/b  9  ^Cy  ^d» 

On  ddmontre  cette  propriit^  pour  les  logarithmes  de  oes  expressions ;  et  Ton 
en  tire  la  consequence  pour  les  expressions  elies-mdmes. 

IV.  D6montrer  que  Ton  a  toujours : 

oa  +  o'a'+aV+....  <  •a«-f-a'^  +  a'»+ ....  •a»  +  a'>+a»*+ ... , 

moms  que  Ton  n'ait  :  -=:->  =  3=s..,. 

s      ft       or 

On  suppose  d'abord  a,  a',  af^  . . . ,  a,  0^  0^,  ....  posltiDi ;  et  Ton  tirifie 
rinigalit^,  en  dleTant  las  deux  memfares  an  Garr6  :  puis  on  gtotodise. 

V.  Pfouver  que  s»  -f  y*  ^  s^y  —  «y«  est  toi]jottrs  poslUf ,  qusUes  qoi  aoiant 
Itt  Taleurs  positives  de  x  et  de  y. 

Qa  le  dtaiontTB  en  d^mposant  I'expression  ea  facteurs. 

VI.  Prouver  que  Ton  a :  3(1  +  a'  +  a*)  >  (1  +  a  +  a^\  quelles  que  soient 
1m  valears,  positives  ou  negatives,  de  a. 

Htoie  mode  de  demonstration. 

VU.  Dtenontrer  que  Ton  a :  ol«  >  (a+d— s)  (a4-0  — b)  (b4-«**-«)i  ^l^^^ 
^  aoiant  lea  nombres  positiCi  in^ux  a,  h,  c. 
<^  s'appuie  sur  des  in^alitds  6videntes,  de  la  forme,  a*  >  a»  — (b— cj*. 
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CHAPITRE  VII. 

DISCUSSION  DES  FORMULES  GENERALE8. 


r  r 


S  I.  Discussion  de  la  formule  g^D^rale  de  resolution  d*une  Equation 

du  premier  degr6  &  une  inconnue. 

212.  Formule  giSnerale.  Une  Equation  du  premier  degr6  \ 
ane  inconnue  ne  pent  renfermer  que  deux  sorles  de  termes, 
savoir  :  des  termes  qui  eontiennent  Tinconnue  et  des  termes  qui 
ne  la  eontiennent  pas.  Si  done  on  rMuit,  dans  chaque  noiembrey 
les  termes  semblables,  ia  forme  la  plus  g^n^rale  de  T^quation 
sera : 

On  en  lire:  (a— a')a?  =  6'  — 6j 

et  divisant  par  (a  —  aOi  on  a  la  formule : 

^  =  5=5-  [2] 

Mais  cette  formule  n'est  £quivalente  k  T^quation  [1],  que  dans 
le  cas  ob  (a — d)  n*est  pas  nul  (i24). 

215.  Discussion  de  la  formule.  Lorsque  a'  n*est  pas  ^gal  &  a,  . 
la  formule  [2]  repr^sente  un  nombre  positif,  nul  ou  n^gatif,  qui, 
substitu6  dans  I'^quation  [1] ,  et  traits  d*apr6s  les  regies  con?e- 
nueSy  rendra  le  premier  membre  £gal  au  second.  Le  seul  cas 
que  Ton  doive  examiner  it  part  est  done  celui  oti  {p,—o!)^=>  0. 
Mais  alors  deux  hypotheses  se  pr6sentent : 

!•  (a— a')  t9X  nu\^  sans  que  (b'— b)  to  soit.  La  formule  [2]  donne : 

6'— 6 
0      ' 

ce  qui  ne  slgnifie  rien.  Si  Ton  remonte  h  T^quation  pour  inter- 
preter ce  rgsultat,  on  voit  que,  a'  etant  6gal  k  a,  il  nent : 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  V  n'est  pas  igal  k  b. 
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Done  fiquation  est  impossibk ;  et  rimpossibiliti  se  manifesUj  dam 

n 
0* 


la  formukt  par  la  forme,  x  =  77 


»•  (a— a*)  estnul,  en  mime  temps  gi*e  (b'— b).  La  formule de- 
cent, dans  ce  cas :  ^^ 5 ' 

ce  qui  ne  signiGe  rien.  Si  Ton  remonte  k  I'^quation,  on  Yoit 
qu'elle  de vien( :  ax-{'b  =  ax-\'b. 

Done  r equation  est  satis faite^  quel  que  soit  x ;  et  I'inditermination 

se  manifestepar  la  forme,  x  =  -. 

Ainsi,  une  Equation  da  premier  degr£  k  une  inconnue  admet 
nne  solution  unique  et  d^termin^e,  ou  elie  n'en  admet  aucune, 
OQ  elle  en  admet  une  infinite. 


Jn.  Discussion  oompltte  des  formules  g6n4rales  de  resolution 
d'un  syst^me  de  deux  Equations  k  deux  inconnues. 


214.  Formules  gi^n^rales.  On  sait  (i43)  qu'un  syst^me  de 
deux  Equations  it  deux  inconnues  x,  y,  pent  toujours  se  rame- 
ner  k  la  forme : 


a'X'\-b'y 

Appliquons  k  ce  systfeme  I'une  des  m^thodes  connues;  par 
exemple,  la  m^thode  par  addition  et  soustraction.  Pour  cela, 
mnltiplions  la  premiere  Equation  par  V,  et  la  scconde  par  6,  et 
retranchons  le  second  r^sultat  du  premier ;  nous  aurons : 

{ab'-ba')x=cV^bt/;    d'oil    «=^^,- 

Mnltiplions,  au  contraire,  la  premiere  Equation  par  of  et  la  se- 
conde  par  Vj  et  retranchons  le  premier  r^suUat  du  second; 

nous  aurons : 

oo'  —  ca* 
{aV—ha')y=wf'^cal\    tfoil    y=ab'—ha^* 
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Ainsi,  le  syst&me  [1]  a  pour  solution  le  syst&me : 

_  cV  —  bd  ao* — ca'  ..  - 

Les  formules  [2]  sont  les  formules  g6n6rales  de  la  solation , 
EUes  ne  sent  legitimes  qu'autant  que  {ab' — ba')  n*est  pas  6gal  k 
z^ro  On  y^rifie  ais6ment  qu*elles  satisfont  aux  Equations  dans 
ce  cas. 

218.  RfiGLE  POUR  COMPOSER  LES  FORMULES.  Oo  obtient  facUe- 
ment  ces  formules  k  I'aide  des  remarques  suiTantes : 

l«  Pour  former  le  d6nominateur  commuii  (ab'-^ba!)^  on  terit, 
I'une  k  la  suite  de  Tautre,  les  deux  permutations  ab  et  ba  des  deux 
lettres  a  et  b ,  en  les  s6parant  par  le  signe — ,  et  en  accentnant 
la  dernl&re  lettre  de  chaque  terme. 

2<>  Pour  former  le  num£rateur  de  la  valeur  de  chaque  incon- 
nue,  on  remplace,  dans  Texpression  {ab'  —  fra'),  les  coefflcients 
qui|  dans  les  Equations,  mulliplient  cette  inconnue,  par  le  terme 
tout  connu  de  ['Equation  correspondante.  Ainsi,  pour  la  valeur 
de  x^  on  remplace  a  et  a'  par  eeie':  et,  pour  la  valeur  de  y,  on 
remplace  b  et  b'  par  c  et  d. 

216.  Marche  a  survRE  pour  la  discussion  des  formules. 
Lorsque  le  binome  {dV  —  ba')  n*est  pas  nul ,  les  formules  [2]  ne 
donnent  lien  k  aucune  dirflculti ;  elles  foumissent  pour  x  et 
pour  V  des  valeurs  d6termin^es.  Le  syst6me  [1]  a  une  solution 
et  une  seule.  U  n'y  a  done  k  examiner  que  le  cas  oil  ab'—ba' = 0. 

Nous  supposerons  d'abord  que  cette  6galit6  ait  lieu,  sans 

qu'aucun  des  coefficients  a,  d,  a',  V^  soit  nul;  elle  est  alors  6qui- 

valente  k  la  buivante  ; 

a  _b 

af'^b" 

laquelle  exprime  que  les  coefficients  des  deux  inconnues ,  dans  les 
deux  Equations f  sons  respet^ivement  proportumnels. 

Nous  examinerons  ce  que  deviennent,  dans  cette  hypothtee, 
les  formules  [2] ;  et  nous  chercherons  k  interpreter  les  r^sultats 
en  remontant  aux  Equations  [1]. 

217.  Th^orj^me  I.  Dans  le  cas  oiiab' — ba'=Oy  lesnumira 
Uurs  des  valeurs  [2]dexetdej  som  nuls  tous  deux  A  la  fois,  ou  n« 
iont  nuls  ni  Vun  ni  Fautre. 
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Poor  le  prouver,  remarquons  que  la  condition  at/—ba^=:0, 
itame: 

a  • 

done,  si  Ton  d6signe  par  N«  et  N,  les  numirateurs  de  x  et  de  y. 
on  a,  en  remplaQant,  dans  N.,  V  par  sa  yaleur  : 

a  a  a 

QTj  [cd—ad)  est  6gal  au  nam6rateur  da  y,  chang6  de  signe; 
done : 

a   ' 

Gomme  fr  ei  a  ne  sent  nols  ni  Fan  ni  Tautre ,  on  conclut  de  ^k 
^e  si  Ny  e&t  nul,  N«  I'est  aussi ;  mais  que,  si  N,  n*esl  pas  nul, 
\  ne  pent  FAtre  non  plus.  G'est  ce  qu'il  fallait  d^montrer. 
n  rteolte  de  lii|  que  U&  t)aietir5  de  x  et  dej  $e  prisentent  i  la 

foiiioui  la  forme  -TfOuila  fois  sous  la  forme  -?-• 

218.  Tn^ORiMB  II.  Dans  lecasoU  ab' — ba'=0,  ks  deux  equa- 
ims  [1]  sons  incompatibleSy  ou  elles  rmtrent  Fune  dans  Taulre, 

Poor  le  prouver,  substituons  ii  6'  sa  valeur  dans  la  seconde 
des  iqoations  [1] ;  elle  devient : 

dx^ !/  =  ^>    ^^    ad'x  +  ba'y=:aif. 

a 

Mais,  en  multipliant  la  premiere  des  Equations  [1]  par  (/,  on  a : 

adX'\-ba'y=iea'. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  les  Equations  [1]  sont  £quivalentes  it  deux 
autres  ^qoations  qui  ont  le  m£me  premier  membre,  et  dont  les 
seconds  membres  sont  acf  et  ea\  Si  done  ad  et  ed  ne  sont  pas 
^gaux,  les  deux  Equations  sont  incompatibles ;  mais  si  ad=cd, 
elles  sont  identiques.  G'est  ce  qu*il  fallait  d&montrer. 

S18.  (jONSequenges.  l^Lorsque  ad  n*est  pas  £gal  it  cd^  Ny  n*est 
pas  nul ;  et ,  par  suite  (217) ,  N«  ne  Test  pas  non  plus.  Done, 
iongue  k$  deux  iquatioris  [I]  sont  incompatibles ^  lesformvies  \%1  s$ 
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prdsenUnt  toutes  deux  sous  la  forme  rr  •  Cette  forme  est  done  U  sym- 

bolede  rimpossibiiiti. 

2*»  Lorsque  ac'=<?a',N.  est  nul,  ainsi  que  N,  (217).  Donc^  lors- 
que  les  Equations  [1]  rsntrent  Pune  dans  Vautre^  lesformules  [2]  se 

prSsentent  totUes  deux  sous  la  forme  -•  Cette  forme  est  done  k  sym- 

bole  de  VinditerminationJ 

Un  syslioie  de  deux  Equations  a  deux  incounues  admet  done 
une  solution  unique  et  d6lermin6e,  ou  bien  il  n'en  admet  aii- 
cune,  ou  bicn  il  en  adfnet  une  infinite.  Mais  nous  avons  suppose, 
dans  cette  discussion.  QU*aucun  des  coefficients  des  inconnues 
li'est  ^gal  h  z6ro ;  il  nous  reste  k  examiner  maintenant  les  cas 
particuliers  oh  quelques-uns  d'entre  eux  seraient  nuls,  en  m^me 
temps  que  (db' —  6a'). 

220.  Gas  ot  l*un  des  coefficients  est  nul  en  m^bie  temps  qu£ 
{ab'  —  ba').  Supposons  qu*on  ait,  &  la  fois, 

a6'  — 6a'  =  0,        6'  =  0; 

il  en  r6suUe  que  ba'  =  0;  done  :  ou  a'  =  Oy  on  b=0. 
!•  a' = 0,  les  formulas  [2J  deviennent : 

—  be'  ad 

DonCy  si  d  n'est  pas  nul,  elles  prennent  toutes  deux  la  forme -^: 

et,  si  c'=:0,  elles  prennent  toutes  deux  la  forme  g.  Or  les  Equa- 
tions deviennent  alors : 

elles  sont  done  incompatibles,  dans  le  premier  cas,  puisquela 
seconde  est  absurde;  et  il  n'en  existe  plus  qu'une  dans  le  se- 
cond cas ,  puisque  la  seconde  est  identique.  Done,  Its  formes 

-jr  et  -y  que  prennent  id  les  formules,  soni  encore  le  symbole,  tvx\^ 

de  rimpossibiiiti^  Paiure  de  Vindetermination. 

2*  Si  6  =  0|  les  formules  deviennent : 

0  oc'  —  ca' 

0*         ^^  0       * 
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done,  si  cd  n'est  pas  6gal  &  ajo\  y  se  pr^sente  sous  la  forme  ^, 
tandisqueo;  prend  la  forme -•  G'est  une  exception  au  th^or^me 
(217).  Or,  dans  oe  caS|  les  Equations  deviennent : 

elles  ne  contiemient  que  rinconnue  x^  et  elles  donnent : 

c  e 

d  a 

mais  -n*est  pas  ^al  h—,^  puisque  ca!  n'est  pas  6gal  k  atf;  done 

les  iqtuitions  sorU  incompatibles ;  et  rimpombiliti  se  manifesle  id  par 
ks  formes  simultanies  -^  et  -• 

Mais,  si  ac^=ca%  les  deux  formules  prennent  la  forme-;  et 
les  deux  Equations  se  r^duisent  k  une  seule : 

a     o'* 

€hu  equation  Mtermine  la 'odleurde  x,  mais  la  valeur  de  y  reste 
indetermfUe.  II  y  a  done  id  une  inditermination  partielle,  qui  se 

manifestepar  la  forme -r.  On  doit  remarquer  que  cette  forme  af- 

fecte  les  deux  formules,  bien  que  la  valeur  de  x  soit  parfaite* 
menl  d^termin^e. 

Gette  partie  de  la  discussion  comprend  le  cas  oh  les  coeffi- 
cients des  deux  inconnues  sont  nuls  dans  une  mdme  Equation, 
et  celui  oti  les  coefficients  d*une  m^me  inconnue  sont  nuls 
dans  les  deux  Equations.  Nous  n'avons  plus  k  examiner  que  le 
cas  suivant. 

Ml.  Gas  o6,  en  bi£me  temps  que  aV — 6a'=0,  le  coeffi- 
cient DE  X  DANS  L'uNE  DES  EQUATIONS  ET  CELUI  DE  y  DANS  L' AUTRE 

^ONT  lioAUX  k  z^Ro.  Supposous  par  exemple  : 

00'— 6a'  =  0,      a=0,      b'=0. 
Uen  r6sulte,  que  6a' =0,  c'est-i-dire  que  le  second  coetficieut 
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de  rime  des  inconnues  est  nul  aussi.  Soit  b=0;  alors  les  for- 
niules  deviennent : 

0  — ca 

»=n>      y= 


0'         ^""     0    ' 
et  les  Equations,  0=^,      a'x=s6'. 

Si  done  ni  c  ni  a'  ne  sont  nuls,  la  premiere  Equation  est  ab- 
surde ;  el  il  y  a  impossibilUS^  laquelle  se  manifeste  par  les  formes 

simultanies  -  et  —. 

Si  c  est  nul,  la  premiere  Equation  est  identique;  la  seconds 
determine  a;;  Uya  une  inditerrninatUm  parliel/e,  laqueUe  se  ma- 

nifesle  par  la  forme -^ 

Si  a'  est  nul,  Uya  impossibUiUy  bieu  gae  les  formules  se  pr6- 

sentent  toutes  deux  sous  la  forme  -r. 

222.  Tableau  DE  la  discussion.  On  pent  rSsumer  la  discus- 
sion pr£c6dente  dans  le  tableau  suivant : 

h[       1.    ay— 6a'^0  jap=jjr^,  y-jp--^,;  une  solution  d6tennin6e. 

cc'— ca'=0,af=-,  ^=5^  ind6termination. 

</  ^  0 ,»= — — ,  y  ■=  -- ;  impossibilitfi. 

«'=«<  0  0 

c'  =  0,«=-,       y  =  AJ  Jnd6tennlnation. 

Oi/— ca'  ^  0>*=^  Qi  y  =  ""~A —  ;  impossibilitd. 
^        r/_Q~  <  I  a<^— ca'  =  0,«=-,y==;  ind6term"<'^partielle. 

;  c  ^  0 ,  a'  ^  0,«  =- ,  y  =  — -- ;  im[  assibilit^ . 
I . ,~     c  =  0 ,  «  =  — ,  y  =r-; indeterm'" partielle. 

0^=  0,  •£=-,  y=  g,  impossibility. 

223.  Cas  ot  c  ET  d  SONT  NULS  A  LA  FOis.  Eu  dchors  des  cas 
que  nous  venons  d'6tudier,  on  discute  encore  celui  oi  les  termes 


( 
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tout  connus,  e  et  cf^  sont  nuls  k  la  fois.  Les  formules  se  prisen- 
tent  sous  la  fonne : 

__      0  _      0 

Par  consequent,  si  ab'^^bal  n*est  pas  nul,  on  a:  (r=0,  j/=0. 

Mais,  si  at' — 6a' =0,  lesformules  deyiennent :  aj  =  -,  i/  =  j;. 

Pour  interpreter  ces  rdsultats,  remontons  encore  aux  6qua 
lions.  EUes  sont^  dans  ce  cas  : 

aa?+  6|/  =  0, 
a'a?+6't/=0; 
et  eiles  peovent  s'icrire  : 

b  h' 

b  b' 

Done,  M  -  n*est  point  igal  a  — , ,  c'est-a-direj  si  (ab'  —  ba')  riest  pat 
a  a 

nul,  ces  Equations  riant  cTauPre  solution  quex=Oy  y  =  o.  Mais 

b    b' 
ii  - =r'>  (^^t'^'direj  si  ab' — ba'  =  0,  tei  detw?  dquations  rentrent 

Tiin^  dons  r autre;  il  y  a  inditermination,  laqueUe  se  manifeste  par 

la  forme  2.  H  faut  remarquer  que,  dans  ce  dernier  cos,  le  rapport 

des  inconnues  est  dltermini;  car  on  a  : 

?  =  — '  =  — ^' 
y  a  cl* 

S  III.  Discussion  sommaire  des  formules  g6a^ales  de  resolution 
d*un  sysl&me  de  trois  equations  k  trois  inconnues. 

224.  Foruules  gj^n^rales.  Une  Equation  du  premier  degr^  h 
irois  inconnues  a?,  y,  z,  ne  peul  renfermer  que  quatre  espfeces 
"'e  termes,  savoir :  des  termes  en  a?,  des  termes  en  y,  des  termes 
'  n  z,  et  des  termes  tout  connus.  Le  sysl^me  des  trois  Equations 
pourra  done  toujours  se  ramener  k  la  forme  : 

ax-^-by  +C4f  =*, 

a'x-\'b'y+(/z=^kf,  I  [1] 

(fx+V'y+€f'z=hf\ 
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EmployonSy  pour  le  r6soudre,  la  m^ihode  de  Bezout  (154); 
multipiions  la  premiere  Equation  par  X,  la  deuxiime  par  V,  et 
ajoutons  membre  k  membre  les  produits  et  la  troisi6me : 

{ak+a'W+a")x+{b\  +  VV  +  b'^y+{ck  +  cr  +  <f)x 

=  &X  +  *;'X'  +  *\  [2] 

Posons  ensulte : 

d*oti  nous  tiroDS : 


i! 


cb'  —  bd  *       ''^  cV'-bd' 


et,  substituons  ces  valeurs  dans  I'^quation  [1],  nous  trouYonSy 
tous  calculs  fails : 


_kb'd'—kcbr+ck'V—bh(f+bd¥~cVV 
^  ^  abY  —  adti' + ca!b"  —  baV+  bc'oT— cb'aT ' 

On  trouverait,  par  un  procM^  analogue,  les  valeurs  de  y  et 
de  z.  Mais  il  vaut  niieux  remarquer  que  si,  dans  la  premiere 
Equation y  on  change  d;  en  y,  y  en  z  et  s  en  x,  puis  a  en  b^  b 
en  c  et  c  en  a,  cetlc  Equation  devient :  l>y +  cjif  +  '^  =  *i  ^'^^t- 
k  dire  qu'elle  nc  change  pas.  La  ni6me  observation  s'applique 
tiux  deux  autres.  Par  consequent ,  on  aura  y  en  faisant  ces  per- 
mutations dans  la  formule  qui  donne  x,  et  Ton  aura  z  en  les 
operant  ensuite  dans  la  valeur  de  y.  On  reconnalt  ainsi  que  le 
d^nominateur  ne  change  pas ,  et  Ton  trouve  le  syst&mc  de  solu- 
tions : 

_  kb'c''  -  kc'b"  +  ck'b' — bkV + bcV — cb'kT 

^  —  ab'd'—ac'b"  -f  caV  —  bald'  +  bdci'  —  cb'd' ' 
_  akV---  adii!'  +  colk"  —  AaV+ kdcf — ck'a' 

abd'-^adb'+calU'—baV+bdar—cVcP'  ^     ^^^ 
_  ab'k''^ak'b''+  kaHf'-  ba'K'+  bk'a"~  kb'oT 

*  —  ab'd'—adb'  -f  caV—  ba'd'+  bdoT—  cb'aT' 

Ges  formuies  ne  sont  legitimes  que  si  le  d^nominateur  com- 
mun  n'csl  pas  nul.  On  v^rifie  d'ailleurs  ais^ment  que,  dansce 
cas,  elles  satisfonl  aux  Equations  [1]. 

fiStt.  RfeGLE  POUR  COBIPOSER  LES  FORMULEs.  Pour  former  le  it- 
nominateur  commun,  on  considfire  les  deux  permutations  ab  et 
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ba ;  on  place  dans  chacune  la  lettre  c  successivement,  k  droile^ 
an  milieu  et  k  gauche ;  ce  qui  donne : 

abCf  acby  eab^    et    bacj  bca,  cba. 

Puis  on  afTecte  la  seconde  lettre  d*un  accent,  et  la  troisi&me  de 
deux  accents.  Enfin  on  donne  allernativement  les  signes  +  et  — 
aux  diff^rents  lermes.  On  a  ainsi : 

D = cU/(f  —  a&b^ + caV  —  bafcT + 6c  V  —  cVaT. 

On  peut  encore  former  le  d6nominaleur  common  d'une  autre 
manifrrc.  On  remarque,  en  effel,  qu'on  peut  TScrire  : 

h=:za{bV—c'b")  +  b{c'a!'—aV)  +  c{a'b''^b'ar); 

il  est  done  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient,  en  multi- 
pliant  respectivement  les  coefficients  a,  6,  c  de  la  premiere  Equa- 
tion par  les  diff6rences  {Vcf  -  cfb'),  {(f<f  —  a!if),  {aV—VaT).  On 
forme  d'ailleurs  ces  diff6rences,  en  multiplianl  en  croix  les  coef- 
ficients des  deux  autres  Equations  qui  ne  correspondent  pas  \  la 
mftme  inconnue  que  celui  qu'on  a  choisi  dans  la  premiere.  Ainsi, 
les  coefficients  Etant  disposes  comme  il  suit : 

d.    b\    d, 
a\    V,    d', 

on  prend  pour  multiplicateur  de  a,  {bW^c'b"),  x  ;  on  prend 
ensoite  pour  multiplicateur  de  6,  {da" --old'),  >:  \  on  prend 

enfin  pour  multiplicateur  de  c,  (a'V'  — 6'a"),^X^.  On  doit  re- 

marquer  avec  soin,  que  la  croix,  formEe  par  les  lignes  qui  rEuni- 
raient  les  factcurs  que  Ton  muUiplie,  doit  Aire  composEe  alterna- 
tivement  dans  des  sens  oppos6s,  comme  Findiquent  les  figures. 
Lorsque  le  d6nominaleur  commun  est  form6,  on  oblient  le 
numErateur  de  chaque  inconnue,  en  remplagant,  dans  ce  d6no- 
minateur,  le  coefficient  de  Tinconnue  par  le  terme  tout  connu 
de  TEqualion  correspondante,  c'est-Ji-dire  en  subslituant  fe,  k',  &", 
\  a,  d,  a',  s'il  s'agit  de  a? ;  i  6,  6',  V",  s'il  s'agit  de  y,  et  k  c,  d,  c", 
s*il  s'agit  de  %, 

226.  Discussion.  Lorsque  D  u'est  pas  nul,  le  syslEme  a  une 
solution  unique  et  d6termin6e,  fournie  par  les  formules  [3].  On 
alq.  B,  V  Partib  ^^ 
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n'a  done  k  examiner  que  le  cas  oil  D =0.  Or,  Tiqualion  [2],  ap* 
pliqu^e  successivement  k  la  determination  des  valeurs  de  x, 
de  y  et  de  z,  donne : 

Da?  =  m,    D|/  =  n,    Dz=p. 

Si  done  D  =  0y  0<  qu'une  au  moins  des  qtMntitis  m,  n,  p  nesoil 
pas  nullty  fdquation  correspondante  est  impossible,  Le  systbme  est 

done  impossible;  et  FimpossibUitS  u  manifests  par  la  forme  —, 

qu'affecte  au  moins  Vune  des  inconnues. 

5<,au  conlraire,  on  ad  lafois^  D  =  0,  m=0,  n=Oy  p=o, 
les  Equations  sont  satisfaitcs,  quels  que  soient  Xy  y,  s;  le  system 

est  inditermini^  et  Vinddtermination  se  manifeste  par  la  forme  -, 
commune  aux  trois  meonnues. 

227.  Gas  ot  les  seconds  hembres  des  ^quahons  [1]  sont  nuls. 
Examinons  enfm  le  cas  ot  les  Equations  propos^es  ne  contien- 
nent  aucun  tenne  ind^pendaut  des  inconnues  :  on  peut  les  con- 
sid6rer  alors  comme  ayant  lieu  entre  les  rapports  des  inconnues ; 
et  il  suffit,  pour  dfeterminer  ces  rapports,  d'avoir  une  fequalion 

de  moins  qu'il  n'y  a  d'inconnues.  En  effet ,  si  nous  considSrons 
les  deux  premieres  Equations  : 

ax -{-by  +cjr  :=0, 
a'x+b'y'\-cfz=0, 

elles  peuTent  s'^crire  de  la  mani^re  suivante : 

a'+b^  =  —  e, 
z  ^     z  ' 

«'?,+*'|=-^. 

X db  —  Ve 

li~aJb'—ba'^ 

y a!c — da 

\  i      ab' —  6a'* 


{ 


et  Ton  en  d^duit : 


Si,  maintenanl,  on  complete  le  sysl^me  par  la  troisi6me  6qua- 
tion,  ct  qu'on  y  substitue  k  x  et  y  leurs  valeurs  en  z^  tiroes  des 


rapports  -,  -,  on  trouve  : 
z   z 


D2  =  0. 
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DonC|  si  D  n'est  pas  nul,  il  faut  que  Von  ait :  z  =  0 ;  el  par  suUs 
1  =  0,  y  =  0.  G'esl  la  solution  dans  ce  cas. 

iSt  D  =  0,  la  derni^re  Equation  est  v^riG^e,  quel  que  soit  z\ 
elle est une  consequence  des deux  premieres  \ily  a  done  indi- 

ttrminatiion ;  et  cette  inditermination  se  manifeste  par  la  forme  - 

que  prisentent  les  formules  gSnirales ;  mats  les  rapports  des  incon^ 
nues  resterU  ddterminis. 


S  lY.  Disciusion  du  probl^me  des  courriers. 

828.  Probl^e.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  la  r6so- 
luiion  d'un  probl^me  dont  la  discussion  r6sumera  tout  ce  qui 
a  6t6  dit  plus  haut ;  nous  y  trouverons  une  application  remar- 
quable  de  la  tli^orie  des  quantit^s  negatives,  el  nous  y  rencon- 
trerons  aussi  les  difT^rents  cas  d'impossibilit^  et  d*ind6termina- 
tion  dont  nous  avons  parl£. 

Deux  courriers  M  et  M'  parcourent  une  droUe  indifinie  XX',  dans 
k  5efw  XX',  avec  des  vitesses  v  et  v' ;  le  courrkr  M  passe  en  un 
point  A  de  cette  lignCj  h  heures  avant  que  le  courrier  M'  ne  passe 
en  un  autre  point  A'.  La  distance  A  A'  =  d.  O/i  demande  le  point  de 
rencontre  des  deux  courriers. 


R"  A  R'  A'  R 


X' 


Le  point  de  rencontre  cherch6  pent  6tre,  soit  en  R  &  droite 
de  A',  soit  en  R'  entre  A  et  A',  soit  en  R*  i  gauche  de  A ;  sa  posi- 
tion d6pend  des  nombres  t),  v\d,  h.  II  est  done  indispensable 
de  distlnguer  plusieurs  cas. 

220.  !•»  Cas.  On  suppose  y^V^  et  d>vh.  Comtnele  cour- 
rier U  parcourt  t;  kilometres  h  I'heure,  il  parcourra  vh  kilo^ 
mfetres  en  h  heures ;  par  suite,  lorsque  M'  sera  en  A',  M  sera  k 
une  distance  vh  du  point  A.  Ainsi  la  condition  d>vh  signifie 
qn*ci  ce  moment,  M  ne  sera  pas  encore  arrive  en  A';  il  sera  done 
en  arri^re  de  M';  or  il  va  plus  vite  que  lui,  puisqu'on  a  v>t)'; 
done  il  le  rejoindra  k  droite  de  A'. 

Cela  pos6,  soit  R  le  point  de  rencontre  :  prenons  pour  in-» 
eonnue  la  distance  A'R=».  Le  courrier  M  parcourt  la  distance 
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AR  =  d4-^f  dans  un  temps  -^^;  le  conrrier  M'  pareourt  la 

so 
distance  A'R  =  d?»  dans  le  temps  -,•  Or,  d'aprfes  r^nonci, 

M  part  de  A,  h  beures  avant  le  moment  od  M'  part  de  A' ;  done 
M  met  h  heures  de  plus  que  M'  pour  parvenir  au  point  R.  Done 
on  a  r^quation : 

En  risolvant  cette  Equation  (on  asoin  de  faire  passer  les  termcs 
inconnus  dans  le  second  membre,  pour  n'avoir  pas  k  consid^rer 
des  nombres  n^gatifs),  on  trouve  la  formule : 

230.  2*  Gas.  On  suppose  ¥<¥*,  d<vh.  Dans  ce  cas,  au  mo- 
ment ob  le  courricr  M'  est  en  A',  le  courrier  M  a  d6pass6  ce 
point,  puisque  Ton  a  vh'^d;  il  est  done  alors  en  a>anl  de  M'; 
el  comme  11  va  moins  vite  que  M',  puisque  v<t)',  il  sera  rejoinl 
par  lui  k  droite  de  A'.  Le  point  de  rencontre  est  done  dans  la 
m6me  region  AX' que  dans  le  cas  pr^c^dent.  L*£quation  du  pro* 
bl^me  est  done  la  m6mc  [1].  Mais,  pour  ^viterremploides  nom- 
bres n^gatifs,  on  r^soudra  cette  Equation  en  faisant  passer  les 
termes  connus  dans  le  second  membre ;  et  Ton  trouvera : 


_v'(vh  —  d) 

f  '  < 

V  — V 


x=^. '•  [p] 


23i.  3*  Gas.  On  suppose  v>  v',  d<  vh.  Dans  ce  cas,  le  cour- 
rier My  au  moment  ou  M'  est  en  A',  a  d6pass£  ce  point,  puisque 
vh>d;  mais  il  va  plus  vite  que  M' ;  done  la  rencontre  ne  peut 
pas  avoir  lieu  k  droite  de  A'.  On  comprend ,  d*ailleurs,  qu*cllc  a 
dil  avoir  lieu  k  gauche,  avant  I'^poque  consid^r^e,  puisque  les 
vitesses  sont  in6galcs  et  la  route  ind^Qnie.  Mais  alors  deux  cas 
sc  pr6sentent :  le  point  de  rencontre  est-il  en  R'  entre  A  et  A', 
ou  en  R''  k  gauche  de  A  ? 

Supposons-le  d'abord  en  R\  et  repr^sentons  par  x  la  distance 
A'R' :  la  distance  AR'  sera  6gale  i  (d— a?).  Pour  trouver,  dans  ce 
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cas,  r^quation  du  probl&me,  on  peut  consid^rer  le  courrier  M 
comme  partant  du  point  A  2i  un  certain  instant,  et  parcourant 

la  distance  AR' dans  un  temps ;  au  bout  de  ce  temps,  il 

rencontre  le  courrier  M',  qui»  partant  alors  de  R\  parcourt  la 
distance  R'A'  dansun  nouveau  temps  -y.  Ainsi,  lorsque  ce  der- 
nier arnve  en  A\  il  s'est  £coul6  un  temps— ^^^ — |-— „depuis 
qae  M  est  parti  de  A ;  et  T^quation  est :  | 

-^  +  p=A.  [2] 


Supposons  maintenant  le  point  de  rencontre  en  R^  D^signons 
par  X  la  distance  A'R" ;  la  distance  AR'^  sera  (x — d).  On  peut  sup- 
poser  ici  que  les  deux  courriers  partent  ensemble  du  point  R''; 

j»     ft 
le  conrrier  M  arrive  en  A  aprfes  un  temps ,  el  le  courrier  M' 

x 
parrient  en  A'  apris  un  temps  -p.  St  comme,  d'apr6s  T^nonc^, 

W  a  employ^  h  heures  de  plus  que  M,  I'^quation  est : 

%-^LZ^=h,  [3] 

Or  on  Toit  ais^ment  que  les  Equations  [2]  et  [3],  quoique 

obtenues  par  des  raisonnements  diff6rents ,  sont  identiques ; 

d        X 
car ,  en  s6parant  les  termes  -  et  - ,  elles  deviennent  toutes 

deux : 

d     X  .  X     . 

Aind|  qnand  le  point  de  rencontre  est  k  gauche  de  A',  sa  posi- 
tion, quelle  qu'elie  soit,  est  fournie  par  Tiquation  [2J. 

Si  Ton  r^sout  cette  Equation,  en  ayant  soin  de  laisser  les  termer 
inconnus  dans  le  premier  membre,  on  trouve : 

252.  4«  Gas.  On  suppose  v<v',  d>vh.Danscecas,  le  cour- 
rier H  n'est  pas  encore  en  A',  quand  le  courrier  M'  s'y  trouve, 
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puisqnev/i<d.  Ainsi  M  est  alors  en  arriire  de  M' ;  et  comme  i 
va  moins  vite  que  lui,  il  ne  le  rejoindra  pas  k  droite  de  A'.  Mais, 
puisque  les  vitcsses  sont  in^gaies,  la  rencontre  a  dA  avoir  IJeu  i 
gBuche.  L'^quation  du  probl^me  est  done  encore  I'^quation  [%], 
Seulement,  pour  la  r^soudre,  on  fera  passer  les  termes  inconnm 
dans  le  second  membre,  et  Ton  trouvera  la  formule  : 

255.  Discussion.  L'6quation  [1]  et  les  formules  [«]  et  [p]  con- 
viennent  aux  cas  oix  le  point  de  rencontre  se  trouve  k  droite  da 
point  A'.  Or  les  deux  formules  [«]  et  [p]  ne  different  pas  Tune  de 
Tautre,  si  Ton  continue  h  admettre  les  conventions  (41) ;  car 
leurs  num^rateurs  sont  igaux  et  de  signes  contraires,  ainsi  que 
leurs  d£nominateurs.  On  peut  done  supprimer  la  formule  [p]  et 
ne  consid^rer,  pour  les  deux  premiers  cas,  que  la  formule  [a]. 

L'^quation  [2]  et  les  formules  [y]  et  [3]  s*appliquent  aux  c&s 
oh  le  point  de  rencontre  est  k  gauche  du  point  A'.  Or  ces  deux 
formules  sont  aussi  identiqnes,  en  vertu  des  conventions  [41]. 
Done  on  peut  se  contenter  de  la  formule  [y]  pour  les  deux  der- 
niers  cas. 

D'un  autre  c6t6,  Tdquation  [2]  ne  difffere  de  r6qualion  [1]  que 
par  le  changement  du  signe  de  a?;  et  les  formules  [a]  el  [y],  ayant 
des  d^nominateurs  ^gaux,  el  des  num^rateurs  6gaux  et  de  signes 
con(raireS|  donnent  pour  x^  en  verlu  des  conventions  (41),  des 
valeurs  6gales  et  de  signes  conlraires. 

Done  r equation  [1]  et  la  formule  [a],  qui  la  risouty  s*appliqu^ 
ront  aux  qualre  cas^  pourvu  que  Von  convienne  de  porter  a  gauche 
de  A!  la  longueur  mesurie  par  la  vaUur  de  x ,  lorsqw  celte-ci  sera 
negative. 

S54.  Gas  particuuers.  Nous  avons  suppose  jusqu'ici,  que 
Ton  a  D  ^  v',  d  ^  vh.  Bxaminons  maintenant  les  cas  oh  ces  in^ga- 
litte  se  transforment  en  ^galit^s. 

!•  Si  d = vh,  sans  que  y  soil  ^gal  i  v',  la  formule  [a]  donne : 
0^=0;  c'est-k-dire  que  la  distance  du  point  de  rencontre  au 
point  A'  est  nulle,  ou  que  les  deux  courriers  sont  ensemble  en  A'. 
On  voit,  4  priori^  qu*il  doit  en  6tre  ainsi :  car,  puisque  vA=^» 
M  arrive  en  A'  en  mdme  temps  que  H' ;  et,  puisque  les  vilesses 
sont  in^gales.  Us  ne  sont  ensemble  qu*en  ce  point. 
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2*  Si  v  =  v',  tans  que  d  ioUigal  i  yh,  la  formule  [«]  doonc : 

x=         ^.  Cette  forme  est  (215)  Ic  symbole  de  rimpossibi- 

lit^.  On  doit  done  ufflriner  que,  dam  ce  cos,  les  courrUrs  ne  s$ 
rencontreraru  jamais.  C'est  ce  dont  il  est  facile  de  se  convaincre 
ii priori;  car,  puisque  d  n'est  pas  ^al  k  vh^  les  courricrs  ne  sont 
pas  ensemble  au  point  A';  et,  puisqu'ils  ont  la  rofime  titesse,  la 
distance  qui  les  s6pare  est  toujours  la  mdme. 

3»  St  fona,  i  laf(ns:yf=y'f  d=vh,  la  formule  [a]  donne:  ap:=-, 

Cette  forme  est  ordinairement  le  symbole  de  rindilerminaUon. 
On  pent  done  penser  que,  dans  ce  cas^  les  deuw  eourriers  sant  tou- 
jcvn  ensemble.  Mais  il  faut  le  verifier  &  priori^  et  cela  est  facile ; 
car,  puisque  d  =  vh,  ils  sont  ensemble  au  point  A';  et,  puisque 
\e\iT^tesse  est  la  mCme,  ils  ne  se  s^pareront  jamais. 

AiDsi,  m6me  dans  les  cas  particuliers  oil  T^quation  et  la  for- 
mule cessent  d'exister,  on  peut  donner  aux  symboles  que  I'on 
rencontre  une  interpretation  qui  foumit  la  solution  vMtable. 

S35.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  la  discussion  de  ce 
problime ;  nous  en  avons  dit  assez  pour  indiquer  la  marche  h 
SQiyre.  Nous  engageons  le  lecteur  a  faire  d'autres  hypothtees : 
par  exemple,  k  supposer  que  le  courrier  H'  tnarchede  Xvers  X^ 
on  que  le  courrier  M  passe  en  A,  h  heures  aprbs  que  le  cour- 
rier If  est  pass£  en  A'.  En  construisant  directement,  pour  cha- 
cune  de  ces  bypoth&ses,  liquation  et  la  formule  qui  la  r^sout, 
il  trouvera  toujours  que  I'^quation  [1]  et  la  formule  [«]  sont  ap- 
plicables,  pourvu  qn*il  regarde  comme  negatives  les  grandeurs 
dont  il  aura  change  le  sens. 

EXERCICES. 

!•  Qaelle  relation  !kut-U  supposer  entre  A,  B,  A',  B',  pour  que  l*expression, 

As+B 

^^\  gy,  ait  une  valeur  indipendante  de  9t 

fl  taut  que  Ton  ait :  ^,  =?>  ou  bien  B=0,  B'=0. 

^  Quelies  reUtions  faut^il  supposer  entre  A,  B,  C,  A',  B',  Cf,  pour  que  Ttz^ 
^^*^^*  TT^r-^^T^f  ^t  une  yaleur  inddpendante  k  la  fois  de  «  et  de  y 
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11  fant  que  Ton  ait :  T'^W^C'' 

On  demande  encore,  si  I'expression  peat  £tre  ind^pendante  de  «,  sam  Idtra 
de  y.  Non. 

HI.  Trouver  une  progression  par  difference,  dans  laquelle  11  existe  un  rapport 
constant  entre  la  somme  des  x  premiers  tennes ,  et  la  somme  des  ks  termes  sui- 
▼ants ;  k  6tant  donn6,  et  x  pouyant  prendre  tontes  ies  valeurs  enti&res. 

U  y  a  une  infinite  de  progressions  qui  r^pondent  IL  la  question.  Ge  sont  celles 
dont  la  raison  est  double  du  premier  terme. 

IV.  Discater  ies  formules  de  r^lution  de  trois  Equations  itrois  inccnnues. 
On  distinguera  Ies  cas  suiyants  : 

1*  Les  deux  premieres  Equations  peuyent  dtre  incompatiUes,  quelle  que  soit 
la  troisi^me. 

On  trouvera,  pour  cela^  les  conditions  :  -7=77=^,  et  6Af — k&'^O. 

2"  Les  deux  premieres  peuvent  6tre  incompatibles  ayec  la  troisi^me. 
II  faudra,  pour  cela,  que  le  d^Domioateur  commun  soit  nut,  et  que  le  num€- 
rateur  d*une  des  inconnues  ne  le  soit  pas. 
3«  Les  deux  premieres  6quations  peuyent  rentrer  Tune  dans  I'autre. 

II  liaudra,  pour  cela,  que  Ton  ait :  -7  =p  =  -7=:n. 

4*  La  troisi^me  peut  rentrer  dans  les  autres 

II  faut,  pour  ceU,  que  le  d6nominateur  commun  soit  nul,  ainsi  que  le  numi- 
itteur  d'une  des  inconnues. 

V.  Determiner  les  conditions  ndcessaires  et  surfisantes,  pour  que  le  problime 

du  n"  190,  relatif  k  des  r^ryoirs  qui  sont  remplis  par  des  robinets  et  par  la 

pluie,  deyienne  impossible  ou  ind^termin^.  On  rendra  compte,  d  priori,  de  Tim- 

possibility  ou  de  Tind^termination. 

ft      s 
On  trouye  que  la  condition  d'impossibllit^  est  -7= -»*,  et  que  d,  en  outre,  on 

a  :  wfV:=z^tlf  le  probldme  est  ind6termin6. 

VI.  Si  l*on  considers  les  Equations : 

•tqueronpoee:  YyZlV^u',  « 

on  obtient,  par  cette  substitution,  deux  ^qutttions  en  t  et  en  u.  On  propose  de  y6ri- 
fier,  que  le  dSnominateur  des  yaleurs  de  t  et  de  u,  qu*on  en  dMuit,  est  le  produit 
des  d^nominateurs  que  Ton  trouye,  en  r^solyant  les  Equations  [1]  par  rapport 
a  •  et  i  y,  et  les  Equations  \%\  par  rapport  i  I  et  &  «. 
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VII.  M6m6  question  pour  les  Equations : 

ax  +hy  -^ex  =k  , 

!x=:at  +ptt  -{-yv  , 
«=a''l  +  p•tt^-y't7. 
Ges  deui  exerciOM  n'offrent  que  de  simples  v^iiflcations  de  calcul. 


LIVRK  III. 

DES  EQUAHOXS  DU  second  DEGfit, 


CniPITRE   L 

DES  EQUATIONS  DU  SECOND  DEGllE  A  UNE  INCONNUE. 

256.  Forme  g^ni^rale  d*une  Equation  1  une  inconnue.  Une 
Equation  k  une  inconnue  x  est  du  second  degr6,  lorsque  ses 
deux  membreSy  6lant  entiers  en  x^  contiennent  le  carr6  de  I'in- 
connue,  el  n'en  contiennent  pas  une  puissance  sup^rieure.  Gette 
Equation  ne  pent  done  renfermer  que  trois  sortes  de  termes  : 
savoir,  des  termes  qui  contiennent  le  carr6  de  x,  des  termes  qui 
contiennent  sa  premiere  puissance,  et  des  termes  ind^pendants. 
Par  consequent,  si  Ton  fait  passer  tons  les  termes  dans  le  pre* 
mier  membre,  et  que  Ton  r^unisse  en  un  seul  tons  les  termes 
en  cfi^  en  un  seul  tons  les  termes  en  x^  et  en  un  seul  tous  les 
termes  connus,  T^quation  prend  la  forme  ginerale^ 

a,  bf  c  £tant  des  nombres  donnas  qui  peuvent  Atre  positifs  oo 
nggatifs.  Par  exemple,  T^quation, 

se  transforme  successivement  en  les  Equations  suivantes  t 

a?*     2a?*  .         .  260?  2 

|^_+3x  +  — -8  — =  0. 

6a?*— 30a?*  +  135a?+78a?— 360— 18=0, 

^25aj*+2l3a?  — 378=0, 

25a?»— 213a?H-378  =  0. 

Les  solutions  de  r^qualion  du  second  degrS  se  nomment  ses 
racifies. 
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Le  coefficient  a  ne  peut  pas  £tre  nul;  car  I'^quation  cesserait 
d'etre  da  second  degr^ ;  mais  les  coefBcients  beie  peuvent  £tre 
^ox  k  ziTo.  L'iquation  prend  alors  Tune  des  formes  : 

O^dit,  dans  ce  casi  qu*elle  est  incomplete. 

S  I.  Resolution  de  r^quation  du  second  degrj 

1137.  Gas  ou  l'^quation  est  de  la  forme  oo^'+cszrO.Lorsque 
i'iqaation  du  second  degr6  se  prisente  sous  la  forme, 

aa^+c=0,  [1] 

on  pent  la  consid^rer  comme  une  Equation  du  premier  degr6 
dont  Tinconnue  serait  a? ;  et  l*on  en  tire  : 

*• — *. 

a 

Si  done  —  est  un  nombre  positif^  ce  nombre  est  le  carr6  de 

j» 

rinconnue.  La  valeur  de  x  est  done  la  racine  carr^e  de : 

a' 

ety  cooune  cette  racine  (96)  a  deux  valeurs  igales  et  de  signes 

oontraires,  on  a  deux  solutions  : 


v/q,  ^=-v/-?     ™ 


e 


Si^  aueoniraire^^^  -est  nigatif^  il  n'y  a  pas  de  nombre  positif 

on  n^gatify  dont  ce  nombre  soit  le  carr6  (96).  L'iquation  [1]  n'a 
done  pas  do  solution.  Gependant  on  dit  alors,  qu^eUeadeuxracines 
imaginaires,  representees  par  les  formules  [2]. 

838.  Gas  ou  l'iquation  est  de  la  forme  aa^  +  bx=0.  Lors- 

que  le  terme  indipendant  de  9  est  nul,  Uequation  se  nresente 

sous  la  forme : 

aa;*+to=0;  [1] 

on  peut  alors  metlre  x  en  facteur,  et  ecrire : 

x{aX'\'b)=^0. 

Or,  pour  .qu*un  produit  de  deux  facteurs  soit  nul,  il  faut  et  il 
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suftit  que  Tun  des  deux  facteurs  soit  nul.  On  aura  done  toutea 
les  solutions  de  T^quation,  en  posant : 

Equations  du  premier  degr£y  dont  les  solutions  soot : 

x'=0.      a?*=— -.  [2] 

Ainsi,  Viquation  a  deux  radnes,  dant  tune  est  toujours  nulle. 

259.  BisoLUTiON  del'^quation  complete.  Gonsid^rons  main- 
tenant  r^quation  complete, 

ax^'{'bx+c=0.  [1] 

Pour  la  r^soudre,  on  cherche  k  la  ramener  k  la  forme  [1]  da 
n*  857,  danslaquelle  le  premier  membre  est  uncarr^conleoant 
Pinconnue,  et  le  second  est  tout  connu.  A  cet  efFef,  on  mulliplie 
les  deux  membrespar4a(ce  quiestpermis  (122),  puisquean*est 
pas  nul) ;  puis  on  fait  passer  kac  dans  le  second  membre,  el  Ton 
obtient  T^quation  6quivalente : 

4a*a?* + kabx = — 4ac. 

On  reconnalt  alors  sans  peine,  que  le  premier  membre  se  com- 
pose des  deux  premiers  termes  du  carr£  de  (2a:c -{-&),  etqu'il 
ue  manque  que  b^  pour  completer  ce  carr6.  Si  done  on  sgoute 
b^  aux  deux  membres,  T^quation  devient : 

4aV+4ate +6*= 6*  —  kao,    ou    (2fluc  +  ^)*  =  fr'—  4(W. 

Elle  a  ainsi  la  forme  cherch^e :  (6*— 4ac)  est  le  carr6  de  (2fla?+6). 
Si  done  (6*— 4a(?)  est  positif,  la  valeur  de  {2ax-{-b)  sera  laracine 
carr^e  de  ce  nombre;  el  comme  cette  racine  a  deux  valeurs 
igales  et  de  signes  contraires,  on  aura  indiff^remment : 


Equations  du  premier  degr6,  d'oii  Ton  tirera  : 

,     --b  +  y/b^-kac,         -      —  6—^/6*  — 4ac 
2a  2a 

Viquation  a  done  deux  solutions.  On  indique,  en  giniral,  cette 
double  valeur,  en  6criyant  de  la  mani&re  suivante : 
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on  sous-entend,  que  +  y/b^  —  kac  repr6sente  la  valeur  posiliye 
du  radical,  et que—  ^b* — kac repr6sente  sa  valeur  negative, 

Sif  aucantrairey  la  quarUiU  (b" — 4ac)  esi  n^gativdy  y/b^  —  kac 
06  repr&ente,  d'aprfes  nos  conventions,  aucun  nombre  positif 
ou  ni^galif;  et  Viqualion  proposie  vHadmet  aucune  solution.  Gcpen- 
dant  on  dit  alors,  qu*eUe  a  deuxracines  imaginaireSy  representees 
par  la  forinule  [2] . 

//  pourraU  arriver  que  (b" — 4ac)  fut  egaX  a  ziro;  dans  ce  cas, 

les  deux  valeurs  de  ^b^ — kac  se  r^duisent^  z^ro;  T^quation  de* 
rient :  {2aa?+6)'=0,  et  les  racines  deviennent,  Tune  etTautre: 

x  = — —.V6quation  n'admet  done  qxiunc  solution.  On  dit  ce- 

pendant  encore,  qu'elfe  a  deux  racines,  maisqu'ellessont  igales. 

240.  Une  equation  du  deuxijime  degrA  a  toujours  deux 
RACiKEs.  Kn  resume,  on  voit  qu'une  equation  du  second  degre 
admet  quelquefois  deux  solutions,  quelquefois  une  seule;  et 
quelquefois  enfin,  elle  n*en  admet  aucune.  On  dit  cependant, 
qu'elle  en  admet  toujours  deux,  qui  peuvent  etre  reelles  et  diF< 
(^rentes,  reelles  et  egales,  ou  imaginaires.  II  pent  sembler 
pueril,  au  premier  abord,dechoisir  ainsi  une  forme  detournee, 
pouraflirmer,  dans  tons  les  cas,  I'existence  de  deux  racines,  qui 
n*en  existent  pas  pour  cela  davantage.'  Ces  locutions  et  Tintro- 
duction  dans  les  calculs  des  nombres  imaginaires  sont  cependant 
une  consequence  de  Tesprit  de  generalisation  qui  regne  en  al- 
gebre.  II  serait  impossible,  en  eflet,  d*operer  sur  des  expres- 
sions littirales,  si  la  forme  des  resuUats  changeait  avec  la  valeur 
numerique  des  lettres.  II  faudrait,  k  chaque  instant,  diviser  et 
subdiviser  les  questions,  pour  obtenir  les  formules  correspon- 
danles  k  telle  ou  telle  hypothese.  L'adoplion  des  nombres  nega- 
tirs  et  imaginaires  a  pour  but  d'eviter  cet  inconvenient.  Dans 
one  question  parliculifere,  Tintroduction  de  ces  nombres  n'au- 
rait  aucune  utilite;  mais  dans  Tetude  g^nerale  d'une  classe  de 
questions,  ils  permeltent  d'exprimer  et  de  demontrer,  en  unr 
fois,  des  regies  et  des  resultats  quiexigeraient,  sans  cela,  des  de- 
monslralions  et  des  formules  dislincles. 

241.  D^iNiTiON  de  l'expression  imaginaire.  Ondesigne,en 
Wn<5ral  sous  le  nom  A'expression  imaginairey  la  racinc  carree 
4*uiJ  nombre  negaUf.  11  ne  faut  atlacher  k  cette  locution  aucune 
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idte  relative  k  la  mesure  des  grandeurs.  Une  expression  imagl- 
naire,  semblable  en  cela  k  un  nombre  n^gatif,  ne  repr6sente 
aucune  grandeur.  Mais,  de  mfime  que  les  operations  faites  sur 
les  nombres  n^galifs,  les  operations  relatives  aux  expressions 
imaginaires  regoiventconventionnellement  un  sens,  et  devien- 
nentun  moyen  pr^cieuxde  generalisation. 

La  premiere  de  ces  conventions  consiste^  m  ce  qw  le  carri  de  t ex- 
pression^— A  est — A. 

Pour  d6fi,nir  ks  autres  operations  ^  on  convient  d^appliquer  aux  ex- 
pressions imaginaires  toiUes  les  rbgles  dimontries  giniralement  pour 
les  quantitds  rMles.  (On  donne  le  nom  de  riels  aux  nombres  po- 
sitifs  ct  negatlfs). 

242.  Forme  des  racines  imaginaires  de  l*equation  du  se- 
cond DEGRii.  Les  racines  imaginaires  de  I'equation  du  second 
degre  sonty  d'apresce  qui  precede,  des  expressions  de  la  forme 

A-f-y^ — B,B  representant  un  nombre  positif.  Si  I'on  de^^igne 
par  b  la  racine  carree  de  ce  nombre,  de  telle  sorte  que  Ton  ait, 
B:=&*,  Texpression  imaginaire,  qui  represente  la  racine,  de- 

vient  A  +  \/—  6*,  ou  A  +  ^b^x.{ — 1).  Puisque  Ton  convient 
d'appliquer  aux  operations  relatives  aux  expressions  imaginai' 
res  toutes  les  regies  demontrees  generalement  pour  les  nombres 
reelSy  on  fera  sortir  le  facteur  b^  hors  du  radical,  comme  s*il 
s'agissait  de  la  racine  carree  d*un  produit  positif;  et  Ton  ecrira 
I'expression  ainsi : 

A+frv^HT. 

D'apres  cela,  y/-^  sera  le  seul  facteur  imaginaire,  qui  enlrera 
dans  une  expression  imaginaire.  On  le  deiinira,  en  disant  qu*il  a 
pour  carre —  1. 

En  general,  comme  nous  Tavons  dit,  les  regies  demontrees 
pour  les  nombres  reels  serviront  de  definition,  dans  ce  cas  nou- 
veau,  aux  operations  qui,  sans  cela,  n'auraient  aucun  sens. 

243.  R^ole.  La  formule  [2]  fournit,  dans  tons  les  cas,  ics  ra- 
cines de  lY^qualion  [1].  Elle  montre  que, pour  les  obtenir,  onprend 
le  coefficient  de  x,  apr^  avoir  changi  son  signe;  on  lui  ajouU  ti 
Von  en  retranche  s6par6ment  la  racine  carrie  du  nombre  /omie,  en 
soustrayantdu  carri  dece  coefficient  le  quadruple  produit  du  coef- 
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/&tenl  de  x*  par  le  terme  indSpendant;  puis  an  divise.  krisuUcUpar  le 
'  deubk  du  coefficient  de  x'. 

M4.  Simplification.  II  arriye  quelquefois,  que  cette  formole 
e  t  la  r^le  qu'elle  exprime  se  simplifient  16g6rcment. 

1*  SouTent  le  coefficient  de  a:^  est  6gal  k  I'unit^ ;  on  pent  tou- 
jouTSy  d'ailleurSi  amener  cette  circonstance,  en  divisant  les  deax 
noembres  par  a.  L'6quation  prend  alors  la  forme  : 

a?+pa?+g=0.  [3] 

On  peut  rfeoudre  directement  cette  Equation,  en  faisant  passer  q 

d^ns  le  second  membrey  puis  en  ajoutant^auxdeux  membres, 

&  t  en  extrayant  les  racines  des  r6sultats,  comme  on  I'a  fait  an 
m*  239.  Mais  il  est  plus  simple  de  d^duire  la  nouvelle  formule 
fl  e  la  formule  [2],  en  y  faisant  0=  l,  b=p,  e^q;  elle  devient : 


2  ' 

>  Qy  en  effectuant  la  division  du  radical  par  8, 

II  faut  savoir  par  coeur  la  formule,  sous  cette  demi^re  forme, 
ctTemployer  toutes  les  fois  que  o=l.  Elle  montre  que,  pour 
^ondre  Equation  [3],  il  faut  prendre  la  moitii  du  coefficient  de  i 
change  de  signe^  puis  ajouter  et  retrancher  successivement  la  racme 
Carrie  du  nombre  qu'on  obtient  en  soustrayant  du  carri  de  cette 
^^itid  le  terme  tout  connu. 

2*"  II  peutarriver  que  le  coefficient  b  dex  soit  pair.  Si  Ton  met 
'^fecteura  en  Evidence,  en  posant6  =  2&,  r6quation[l]  prend 
'^  forme : 

aa?'-|-  2fta? + c  =  0.  [5] 

On  pourrait  encore  r6soudre  directement  cette  Equation  par 
^  m^thode  (259).  Toutefois  on  multiplierait  seulcment  les 
^^x  membres  par  a,  et  Ton  formerait  dans  le  premier  le  carr6 
^e  (aa?-f  *).  Maisil  est  plus  simple  de  faire  I'liypolbfese  6=  2ik 
^^s  la  formule  f2];  elle  devient : 


2a  ' 
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Oily  en  divisant  les  deux  tertnes  par  8, 

«= ' .  [61 

Aiiisi,  pour  trouver  les  racines  dans  ce  cas^  il  faut  pr$ndjt  la 
moitU  du  coefficient  de  x  chang6  de  signe^  ajotUer  et  retrancher  k 
racine  carr6e  du  nomhre  qu'onobtimt  en  retranchant  du  cani  di 
cette  moitii  UproduUdu  coefficient  de  j^par  le  terme  indipendafU^ 
et  diviser  le  risiUtat  par  le  coefficient  de  x'.  II  ne  faut  jamais  se 
dispenser  de  faire  cetle  simplilication,  quand  elle  se  pr6sente. 

845.  Appucattons.  1*  Soit  T^uation :  d^^7flp  +  10=0} 
on  aura: 

»     V4      ^"""2=^V  4"2=*=2M^_7     3     . 

2*  Soit  P6quation  :  3x>+14fl?— 440=0; 
•OB  trouve : 

_-7div/49  +  3.440_— iibVl369_— 7±37. 
*  3  ~~         3  *"       3       ' 

—  7  —  37  44 


l»^= 


T"^-    T- 


3*  Soit  r^quation :  7»»  — 13*  +  3  =  0; 

on  a: 

13dbv/l69— 4.7.3_13dzv/85.   J  14      • 

14  ""      14      '   )  ._13-y85 

i'^ i4~* 

4*  Soit  l*6quation :  «»— 6*  +  9  =  0; 

on  a  (racines  ^gales) :  « = 3  ±:  ^9 — 9  =  3 ;  j  ^H  « ' 

S"  Soit  l'6quation :  2«'  —  1  la?  +  20 = 0; 
on  a  (racines  i  ma  gin  aires) : 

^— 11  +  /39V^ 
lldzy^ni— 4.2.20_ll±v/^Il39     )  4     

4 


«•  Soit  r^quation littdrale :  £±2+f±i=?+5. 


X — a    X — b     b    a 
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On  chasse  d'abord  les  dinominatettrs ;  pais  6n  transpose,  et  Ton  r6duit  let 
Isrmes  semblables ;  et  Ton  trouTe  : 

(tt— b)»«'— (o^+k»)  (a+d)»+a&(a+5)»=0. 

'    ^  I  (a  — b)»  * 

on  Has  ^ .        , .  >  • 

S II.  Diseosdon  des  formules. 

246.  Gas  ot  lbs  racinbs  sont  r^elles  et  in^gales.  On  a  vu 
que,  lorsque  (6* — kac)  est  positif,  T^quation  [1]  a  deux  racines 
r^elles  et  difl(§rentes : 


2a  '  2a 

On  peat  admettre  que  a  est  positif ;  car  s*il  ne  T^tait  pas,  on 
changerait  les  signes  de  tous  les  termes,  et  on  le  rendrait  ainsi 
plus  grand  que  z6ro.  Le  d^nominatenr  des  deux  racines  est 
done  positif;  et  ces  racines  ont  le  signe  de  leur  num^rateur. 

Or  c  pent  6tre  positif,  nnl  ou  n^gatif.  Si  c  est  positif,  (b^'^kac) 

est  plus  petit  que  b';  et  par  suite  ^h^—kac  est  plus  petit  que  la 
valear  absolue  de  fr:  done  c*est  le  terme  — b  qui  donne  son 
signe  aux  num£rateurs :  done,  dans  ce  cas,  hs  deux  racines  ont 
k  mime  signe^  qui  est  celui  de  —  b.  5«  c  es(  nigatif^  (6* — kac)  est 
plus  grand  que  V\  le  radical  est  done  plus  grand  que  la  valeur 
absolue  de  la  quaDQtite  qui  le  pr^c^de,  et  il  donne  son  signe  aux 
num^rateurs :  les  deux  racines  sont  done  de  signes  contraires;  et 
la  plus  grandcy  en  valeur  absolue,  est  a/,  si  b  est  positif,  et  af\  si 

b  est  nigatif.  Dans  le  cos  particulier  ou  c=0,  y/b^-^kae  est  igal 
kla  Yaleur  absolue  de  6 :  par  suite,  cif= — ,  et  ap'=0,  si  h  est 

positif;  a/=0,  af= ,  si  b  est  nigaUf. 

847.  Gas  od  lbs  racines  somt  r^elles  bt  ]£gales.  Lorsque 
(b*— 4ac)=0,on  salt  que  les  deux  racines  sont  6gales,  Fuce  et 

Tautre,  4  —  r- :  eUes  ont  done  un  signe  contraire  i  celui  de  b. 
'2a 

Alo.  B.  I~  Partib.  12 
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On  peut  remarqaer  que,  dans  ce  cas,  I'^quation  g6n£rale  [1] 
pent  s'^crire : 

Son  premier  membre  est  un  carri  parfait^  multiplii  par  a. 

248.  Cas  o6  les  racines  sont  ihaginaires.  Lorsque  (b*~4ac) 
est  negatify  on  sail  que  les  racines  sont  imaginaires;  et,  en  po- 

8ant,  — — =«,  el^— y =6,  ellesdeviennent: 

Le  premier  membre  de  F^quation  pent,  dans  ce  cas,  semettre 
sous  une  forme  particuliire,  tr^s-utile  k  connattre.  En  effet,  on 
a  ^videmment : 

Or  les  trois  premiers  termes,  dans  la  parenthtee,  composent  le 
0?+— J ;  et  les  deux  derniers  se  rMuisent  k  —tt"' 
Done  r^quation  peut  s'^crire : 


{('+^)*+^^i=«- 


Mais  — 7-i^  est  un  nombre  positif,  que  Ton  peut  regarder 
comme  le  carr£  de  sa  racine  carrie.  Done  on  peut  6crire 


l(,+|.)v(i^i^yj=o. 


Ainsi  le  premier  membre  est  le  produU  par  hdsla  somme  des  carris 
de  deux  expressions  rielles, 

Gette  forme  monlre  bien  pourquoi  I'^quation,  dans  ce  cas, 
n'admet  aucune  solution :  car  ii  n'est  pas  de  nombre  positif  ou 
n6galif,  qui,  substitu6  k  x  dans  le  premier  membre,  puisse  1  an- 
nuler. 

240.  Tableau  de  la  discussion.  La  discussion  prteidente  est 
r^sum^e  dans  le  tableau  suivant : 
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!^Q  ^6<0,  deux  racines  positives, 
^'^    I  ^  >  0,  deux  racines  n6galives. 
c=0  (une  racine  nulla,  une  racine  =  —  -. 
c<0  {deux  racines  de  signes  diff^rents. 

6>-4ac=0.      / 

I  .       „  b       (le  premier  membre  est 

2  racines  rtellesetaj'=af=-gjs    |    un  carrfi  parfait. 

^gales.         \ 
6*— 4(w<;0.     Ja?'=a — Pv^^.    (le  premier  membre  est 
2rac.imaginaires.|a?^=a+pv/^ *    I     '^  somme  de  2  carr6s. 

2S0.  Remarque.  1*  Lorsque  a  et  c  sont  de  signes  difT^rents, 
les  racines  sont  toujours  r^elles:  car  (&* — kac)  est  alors  un^ 
somme,  toujours  positive. 

^  Pour  que  les  racines  soient  £gales  et  de  signes  contraires, 
il  faut  et  11  suffit  que  Ton  ait :  fr=0.  En  effet,  si «  et  — «  sont 
les  deux  racines,  on  doit  avoir  k  la  fois : 


(: 


aa*-j-6a  +  c  =  0, 

d'oti  Ton  tire  par  soustraction : 

2&a  =  0, 
ou ,  puisque  «  n'est  pas  nul  y 

6  =  0. 

La  condition ,  d'ailleurs,  est  ^videmment  sufBsante. 

S  m.  Propri6tte  des  racines. 

SSI.  TH^ORiHR  I.  La  somme  des  racines  de  V Equation  du  second 
degr6  est  igcUe  au  quotient^  changi  de  stgne^  du  coefficient  de  x  divisi 
par  le  coefficimt  de  x*. 

In  eflfet,  si  Ton  additibnne  les  formules  [2]  du  n«  259,  on  a : 

'  a 

282.  Th^orIsbo:  IT.  Le  produit  des  racines  est  egal  au  quotient 
*»  terme  connu,  divisS  par  le  coefficient  de  x^. 
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En  effety  multipliant  les  formules  [2]  Tune  par  Tautre,  on  a: 

.  _     (—h^y/b^^kac){'-b+)/b^—kac)      b^—{b^-^kac) 
^^= 4^5 1 == 4^1 » 

ou  afaf=  -.  [2] 

a 

283.  RsMARQUB.  Ges  deux  tb^orimes  peuvent  se  dimontrer 
&  priori.  Gar,  dire  que  of  eiaf  sont  les  racines  de  T^quation 

c'est  dire  qu^on^a  les  identil^s : 

(ax**+bx'  +e  =  Oy 
\aaf^'\'baf'\'C^O; 

or,  on  en  tire  par  soustraction : 

et,  en  diyisant  par  (of — 2^), 

a{af+ar)  +  b  =  0; 

done:  af+af= — .  [1] 

Si  Ton  remplace  b  par  — -a(a/-faf)  dans  la  premi&re  des  iden- 
tit^s  pr^c^dentes,  il  vicnt : 

d'oii  x'xr=^.  [2] 

Ces  deux  propositions  sont  fort  importantes;  leurs  applica- 
tions sont  nombreuses.  Nous  en  indiquerons  quelques-uues. 

254.    DECOMPOSITION  DU  PREMIER  MEMBRE  DE   L'AqUATION  DU 
SECOND  DEGRJ  EN  FACTEURS  DU  PREMIER  DBGRE.  SI  O/ €t  rC^  d^i- 

gnent  les  racines  de  T^quation 

aa;*+te+c  =  0,  ^  [1] 

on  a  (283) : 

'  a'  a 

8i  Ton  divise  les  deux  membres  de  T^quation  [1]  par  a,  et  que 
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b      c 
Ton  remplace  -  et  -  par  les  valeurs  pr6c6dentes,  son  premier 

membre  devient : 

00,  comme  il  est  facile  de  le  verifier, 

Ainsi,  le  premier  membre  (Time  Equation  du  second  degri^  mise  sout 

la  forme 

•  t  b     .  c       - 

ut  le  prodxdt  de  deux  binomes  du  premier  degri^  igaust  A  VexUt 
dexsiwr  chacune  des  radnes. 
Si  I'iquation  propos^e  est  de  la  forme : 

aa;*+to  +  c  =  0, 

c*est  seulement  aprte  Tavoir  divis^e  par  a,  que  Ton  peut  lui  ap- 
pliqoer  le  rteuUat  pr6c6dent;  et,  par  suite,  avant  cette  division , 
le  premier  membre  est  igal  a 

a{X'~'af)(X'—af). 

ftSS,  DECOMPOSITION  D'UN  TRINOME  du  second  DEGRi  EN  FAC- 

fEDRs  DU  PREMIER  degr£.  Le  tti^orftme  qui  pr6cMe  s*applique 
immidiatement  k  la  decomposition  du  trinome  du  second  degr6: 
mais  il  peat  se  d^montrer  directement  d'une  autre  mani&re. 
Gonstdirons,  en  effete  le  trinome 

aa?*  +  to  +  c; 
on  a  identiquement : 

(c       b^\ 
-  —  Tjj  par  Texpression  identiquement 

4gaie, 

-(v5-!)' 

et,  par  cette  substitution,  Texpression  [1]  deyient  le  produit  de 
A  par  la  difference  de  deux  carr^s,  savoir : 


l('+^)'-(v^'!- 
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Or,  on  salt  que  la  difference  de  deux  carr^s  est  ggale  au  prodmt 
de  la  somme  des  racines  par  leur  difference;  et,  par  suite, 
I'expression  pr6c6denle,  6quivalente  k  (M?*+6a?4-^i  P^^t  s'^- 
crire : 

«(^+ra-\/5-!)G+^+N/^«-5)' 

au,  ce  qui  revient  au  mftme, 

et  Ton  reconnatt  Texpressioa  trouYge  plus  baut, 

a{x — a/)(a?  — re"). 

Gette  formule,  quelle  que  soil  la  mani^re  dont  on  r^tablisse, 
s'applique  6videmment  au  cas  oil  a;'  et  o^  sont  imaginaires 
(S4i);  mais,  dansce  cas,  les  deux  facteurs  {x — ixf)^  (x^af), 
n'onl  aucune  valeur  arilhm^tique.  et  nous  n'auroms  pas  occa- 
sion d'en  faire  usage. 

On  nomme  ordinairement  racines  (Tun  trinome  aa;^4"'^^4~^» 
les  nombres  qui,  substituis  k  x^  le  rMuisent  k  z6ro,  c'est-k-dire 
les  racines  de  T^quation 

Par  consequent,  potir  decomposer  le  trinome  en  facteurs  du  pre- 
mier degHf  on  determine  ses  racines^  on  retranche  ehacune  deiks 
de  X,  et  Von  muUiplie  par  a  le  produit  des  diffirences. 

980.  Probl&me.  Les  proprietes  du  n*  253  foumissent  imm6- 
diatement  requation  du  second  degre,  qui  permet  de  r^soudre 
le  problime  suivant:  Trouver  deux  nombres  y  cannaissant  leur 
somme  et  leur  produit. 

Soienty  en  effet,  S  la  somme  de  deux  nombres,  et  P  leur  pro- 
duit; ces  deux  nombres  sont  les  racines  de  I'equatiou 

ic*  — Sa?  +  P  =  0; 

car  la  somme  de  ces  racines  est  S,  et  leur  produit  est  P. 

B  est  facile,  d'ailleurs,  de  donner  h  requation  une  forme  qui 
montre,  &  priori,  la  raison  de  ce  fait ;  on  pent,  en  effet,  ricrire 
ainsi 

?=SX'—x^^    ou    V=x{S—x); 


DES  EQUATIONS  DU  SECOMD  DEGRE.         1B3 

et  Ton  YOit  que,  r^soudre  cette  Equation,  c*est  trouver  deux 
Dombres  x  et  S — x^  dout  le  produit  soil  P,  et  dont  la  somme 
«+S— 0?  soit  6gale  k  S. 

287.  DETERMINATION,  A  PRIORI,  DES  SIGNES  DES  RACINES.  LeS 

relations,  qui  donnent  la  somme  et  le  produit  des  deux  racines 
(8o5),  permettent  de  determiner  leurs  signes,  sans  r^soudre 
riquation. 

On  Yoit,  en  effet,  d*apr6s  le  signe  de  ieur  produit  ~,  si  les 

racines  son!  de  m6me  signe  ou  de  signes  contraires.  Dans  le 

premier  cas,  le  signe  de  la  somme apprendra  si  elles 

sont  toutes  deux  positives,  ou  toutes  deux  negatives.  Dans  le 
second  cas,  Fune  est  positive  et  Tautre  negative;  et  le  signe 

de fait  connaltre  le  signe  de  celle  dont  la  valeur  absolue 

est  la  plus  grande.  Ainsi  les  racines  de  T^qnation 

a?*— 3a?— 4=0 

sont  de  signes  contraires,  car  Ieur  produit  est  —  4;  et  la  plus 
grande  est  positive,  car  Ieur  somme  est  positive  et  6gale  &  3. 

SS8.  Remarque.  Aoant  (Tappliquer  les  regies  pricedentes,  il  faut 

f  assurer  que  les  racines  sont  rielles.  Si  Ton  considere,  par  exem- 

ple,  r^quation 

a?*— 3a?+10=0, 

on  serait  conduit  (2o5)  k  regarder  ies  racines  comme  toutes 
deux  positives ;  car  Ieur  produit  10  est  positif,  ainsi  que  Ieur 
somme  3.  Mais  I'expression  {h^  —  kac)  etant  ici  6gale  k  —  31,  les 
racines  sont  imaginaires. 

SttO.  Paobl&me.  Le  th^or^me  de  Tarticle  8S8,  dont  on  fait, 
du  reste,  un  usage  continuel  en  analyse,  permet  de  rdsoudre 
imm^diatement  la  question  suivante :  former  tme  Equation  du 
second  degri^  doru  ks  racines  soient  des  nombres  donmis  «  e<  p. 
L'^quation  demand^e  est  6videmment :  ,c 

^         (ar— a)(a?— p)  =  0,      ou      «*— (a+p)»4-«P^0; 
J 
et  Ton  aperfoit  d*ailleurs,  4  priori,  que  le  premier  membre 

(»— a)  (a?— p)  s'annule  pour  «=«  et  pour  a?=p.  On  voit  aussi 
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que  le  coefflcient  de  x  est  ^gal  k  la  somme  des  racines,  prises  en 
signe  contraire,  et  que  le  terme  tout  connu  est  £gal  au  produit 
des  racines. 

IXBHPLM  ;  1*  Qu4lU  ui  ^iq^ation  du  second  degri,  doni  ht  raetnei  loitf : 

Lakomme  J +  \/3  + 2  —  ^3^=4* 

•tleproduit  (a+>/3)  (2- v^)  =  4— 3=1; 

I'Aquation  demandte  est,  par  consequent,  «*— 4s  + 1  pO. 
V  L^^quation  du  second  degrd,  dont  les  racines  sent  (a+ 6)  et  (a— b),  est : 

«»  — 2(W+a»— 6»=0. 

S  IV.  Ezamen  dhm  caspartieulier  nmarquaUA. 

S60.  Gas  ou  a=0.  Lorsque,  dans  r6quationaa^-|-te  4-^=0, 
on  suppose  que  a  prend  la  valeur  z£ro,  les  formules 


2a  '  2a  » 

deviennent : 


af= 0 '      ^- 0 » 

c'est-it-direy  si  h  est  positif, 

0  o' 

ety  si  b  est  nigatif, 

0'  0 

Ainsi  Tune  des  racines  se  pr^sente  sous  la  forme  inditerminfet 

et  Tautre  sous  la  forme  infinie.  D'un  autre  c6t6y  T^quation  pro- 

pos£e  devient : 

6a;-|-c=0; 

elle  est  alors  du  premier  degr6,  et  elle  n'admet  qu'une  sola* 

tion: 

c 
m 3. 

Lee  formules  g^n6rales  semblent  done,  dans  ce  cas,  en  d^faut 
Remarquons  d'abord  que,  si  r6ellement  il  en  6tait  ainsi»  il 
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u*en  faudrait  rien  condure  contre  les  raisonnemeuts  qui  y  ont 
conduit;  car  ces  raisoonements  supposent  6xprcss6ment  (S39), 
que  a  ne  soil  pas  nul. 

Gependant  les  yaleurs  de  ixf  ei  de  af  satlsfaisant  k  i'^qaation 
propos6e,  quel  que  soit  a,  lorsque  a  tend  vers  z6ro,  Tune  d'elles 
doit  approcher  de  la  solution  de  T^quation 

Et  c'est  ^Yidemmenti  comme  nous  allons  le  y^rifier,  celle  qui 
se  prfaente  sous  la  forme  -.  Consid^rons,  en  effet,  pour  fixer 
les  id^esy  le  cas  oil  b  est  positif.  On  a : 


Hultiplions  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  Texpression 

— i— ^6* — kac,  qui  ne  devient  pas  nulle  pour  a=0;  nous 
auroDs : 

^_  (— 6+  }/^^:^^c)  {—b—y/b*—kac). 

~  ^a^^b—y/b^  —  kac) 

en  efiectuant  la  multiplication  indiqu^e  au  num^rateur,  od  Ton 
remarque  que  Ton  a  le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres 

(—6+^6" — kac)  par  leur  difference  (— 6— \/6*— 4a(?),  il  vient: 

b* — b^+kac  kac 


«^= 


2fl  (-.  fr  _  y/b^  —  kac)      2a  (--  6  —  y/b^ — 4ad) 
2c 


^b—^b^—kac* 

et,  sous  cette  forme,  11  est  Evident  que,  a  tendant  vers  z6rOy  of 

s*approche  de  la  yaleur  —  oi  ou — t. 

Quant  k  la  valeur  de  af^  elle  augmente  6videmment  sans 
Umite  quand  a  diminue,  puisque  le  num^rateur  tend  vers  —  86, 
tandis  que  le  d^nomlnateur  tend  vers  z^ro. 

S  V.  Resolution  de  I'dquation  off*  +  te+  e as  0,  quand  a  est trto-petit 

261.  Grandeur  des  raqnes.  Lorsqw  a  est  trhs-petit^  par  rap^ 


186  UVAE  m. 

port  dh  et  h  Cj  Fune  des  radnes  di/ftre  pen  de  —  r ,  et  ratUre  esi 

extrimement  grande.  Gette  proposition  r6suUe  ^videDiment  de 

ce  que,  lorsque  a  tend  yers  z£ro,  Pune  tend  vers — r*  et   I  autre 

crott  ind6Hniment  (2C0). 

On  pent  s'en  convaincre,  en  mettant  T^quation  propos£e 
sous  la  forme 


x\    ^  xj 


En  effety  comme  le  second  membre  est  tr6s-pctit,  on  satisrcra 
k  cette  Equation,  en  donnant  h  x  nne  yaleur  convenable,  qiii  ren- 
dra  tr^s-petit  Tun  des  facteurs  du  premier,  sans  rendre  Tautre 
trfts-grand.  Pour  cela,  il  sufDra  de  choisir  pour  x  une  valeur 

trte-grande;  car  alors  le  facteur  -  sera  tr&s-petit,  et  le  &cteur 
Tb-f" ")  diCKrera  peu  de  ft ;  ou  bien,  on  prendra  pour  a;  une  ra- 
leur  Yoisine  de — r  ;  car  cette  valeur  rendra  tr&s-petit  le  second 
fiicteur,  tandis  que  le  premier  dlfGSrera  peu  de  —  -. 

262.    D^AVANTAGB    DBS   FORMULES   ORDINAIRES.    La    formulc 

ggn6rale,  qui  donne  les  racines  de  I'^quation  oo^ -f  6x -|- ^ = 0» 

se  pr6te  mal  aux  calculs  num6riqueS|  lorsque  le  coefBcient  a 
a  une  valeur  tr&s-petite  par  rapport  k  celles  de  b  et  de  c.  On 
comprend,  en  effel,  qu'aprJs  avoir  calcul6  approximativemenl 

v/6* — kaCf  si  Ton  divise  le  r^sultat  par  2a,  on  divisera  en  mtoe 
temps  Terreur,  qui  se  trouvera  par  Ik  consid^rablement  aug- 
ment6e.  H  est  done  convenable  demodifier,  dans  ce  cas,  la  fop 
mule  qui  donne  les  racines. 

265.  Galcul  de  la  plus  petite  raoine.  Nous  nous  occupe- 
rons  seulement  de  la  racine  qui  difi%re  peu  de  —  |*  L'autre  se 
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troiiTera  ensuite  sans  peine,  paisque  la  somme  des  deux  est 
connue  et  ^ale  k  —  -. 

De  r^quation  oo;*  +  to+ c = 0, 

ondMait:  x=  —  ~^.  [1] 

Or  a  est,  par  hypotb&se,  tr^s-petit ;  a;  et  b  ne  sout  ni  tr&s-grands 

ni  trte-petits :  done  la  valeur  de  -r-  est  elle-mfeme  trfes-petite ; 

et  nous  pouvons  la  n6gliger,  el  6crire,  comme  premibre  appro* 
xmation: 


x,=-L  [2] 


L'erreur  commise,  en  adoptant  celte  valeur,  est  -^  ;  elle  eon- 

tienten  facteur  la  premiere  puissance  de  a;  et  Ton  dit,  pour 
celte  raison,  qu'elle  est  petite  du  premier  ordre. 
Si  nous  d^signons  par  oi  l'erreur  commise,  quand  on  prend 

•:s— T,  nous  anrons  exactement : 

0 

«=— |  +  «f  [3] 

In  remettant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  T^qua- 
tion  [1],  il  vient : 

c      af     c  .     \^         c      ac^  ,  2a«iC     aa,*     -.. 

''=—b—b[-i+V=—b—w-^-sr——i  w 

A  nous  n^gligeons,  dans  le  second  membrei  le  troisi&me  et  le 
quatriime  terme,  qui  contiennent  en  facteurs  aati  et  aot|*,  il  vien- 
dra,  comme  seconde  approximation : 

c      ac^  ro 

i^  6tant  du  premier  ordre  par  rapport  h  a,  aot  et  oaf  sont  res- 
pectivement  du  second  et  du  troisifeme  ordre,  c*esl-i-dire  qu'Us 
contiennent  aP  ei  a^  en  facteur.  Notre  seconde  approximation. 


0?— - 
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fournie  par  la  formule  [5],  ne  laisse  done  subsister  que  des 
erreurs  du  second  ordre;  et  si  nous  posons,  par  consequent : 

t,  sera  du  second  ordre,  c*est-^-dire  que  son  expression  con- 
iiendVa  a*  en  facteur. 

Si  nous  remettons  dans  le  second  membre  de  la  formule  [1] 
la  valeur  de  x  fournie  par  la  formule  [6],  il  vient : 

ou,  en  diveloppant, 

■F—br—Br-\-^<Hi(i+-^)—^^    [8] 

Or  ot  etant  du  second  ordre  (c*est-&-dire  contenant  a*  en  fac- 

teur),  Qtaa  el  —  seront  du  troisi&me  et  du  cinquiftme  ordre. 

Si  done  nous  n^ligeons  les  termes  qui  les  contiennent,  oinsi 

que-ry-,  qui  est  du  troisi&me  ordre,  et  qu*il  n'y  a  d6s  lors 

aucune  raison  pour  conserver,  ii  vient,  comme  troisikne  approxir 
mationf 

c      (u?      2aV  -^_ 

et  Terreur  commise  n*est  plus  que  du  troisi&me  ordre.  II  serait 
facile  de  continuer  ainsi  ind^Qniment. 

S64.  Reicarque.  Les  formules  A^approximatums  successives : 

c         c     ac^         c      ojc^     2aV 

a?»— J,    xt^—j^  —  —^    aj,__^__ _, 

satisfont  aux  conditions  que  Ton  doit  toujours  s'efTorcer  d'obte- 
nir  dans  un  syst^me  d'approximations  successives. 

1*  Ghacune  s'obtient  de  la  prec6dente  par  Tacfllition  d'un 
terme  de  correction. 

S«  L'erreur  qui  subsiste ,  aprte  Taddition  de  chacun  des 
termes,  est  toujours  trhs-petite  par  rapport  k  ce  terme. 
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En  eflfel,  quand  on  6crit :  a?=— g,  I'erreur  commise  contient 
a  en  facteur,  et  est,  par  suite,  tr^s-petite  par  rapport  &  ^  t« 

C  QJt? 

Quandon  terit:  07= — r — rr,  Terreur  commise  contient 

a*  en  facteur,  et  est  tr&s-petite  par  rapport  ii  -r^;  et  ainsi  de 

suite* 

D'apris  cette  remarque,  pour  savoir  si  la  valeur  obtenue  est 
trop  grande  ou  trop  petite,  il  suffira  d*examiner  le  signe  du 
tenne  de  correction  que  Ton  obtiendrait  en  poussant  I'approxi- 
mation  plus  loin.  Gar,  si  ce  terme  est  positif,  comme  il  Telh- 
porte  sur  la  somme  de  tons  ceux  qui  le  suivraient,  Terreur  est 
positive,  et  la  valeur  trouv^e  est  trop  faible.  Ge  sera  Finverse,  si 
le  terme  de  correction  est  n^gatif. 


S  YI.  Propri6td8  da  trinome  da  second  degrd. 
265.  DEFINITION  DCX  TRINOHE  DU  S£COND  DE6R]£.   Uu  trluome 

du  second  degri  est  un  polynome  k  trois  termes,  de  la  forme 
g6n£rale, 

a,  fr,  c  y  reprteentent  des  nombres  constants,  positifs  ou  n6ga- 
tifs,  donn6s  ^  priori;  x  y  repr^sente  un  nombre  variable,  sus- 
ceptible de  recevoir  toutes  les  valeilrs  possibles.  Lorsque  Ton 
fait  varier  la  valeur  attribute  k  x,  la  valeur  du  trinome  vane  et 
passe  par  difKrents  6tats  do  grandeur  qu'il  est  utile  d'^tudier. 

Nous  avons  d6jii  dit  (2Stt)  qu'on  nomme  ordinairement  ra- 
cines  du  trinome  les  racines  de  T^quation  qu'on  obtient  en  6ga- 
i:int  le  irinomc  k  z^ro.  Gcs  nombres  peuvent  £tre  r6els  ou  ima- 
ginaires;  si  on  les  d^signc  par  x'  et  par  xfy  on  sait  que  le  trinome 
est  reprfeentfi  par  le  produit :  a{x  —  a?')  (a?  —  of). 

2CG.  Th£or£mb  I.  Lorsque  les  racines  x',  \'^  du  trtnome  soru 
rieiks  et  inigales^  et  quon  substitue  a  x  un  nombre  compris  entr^ 
tlleSj  la  valeur  du  trinome  a  un  signe  contraire  a  celui  de  son  pre- 
mier teiTne;  et  si  Von  remplace  x  par  un  nombre'non  compris  entre 
ks  racines  J  le  signe  de  la  valeur  du  trinome  est  celui  de  son  premie 
terme* 
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En  effet,  si  Ton  suppose  x'<^af,  toute  valeur  donn^e  kit  el 
comprise  entre  x'  et  «^,  rend  {x  —  af)  posilif  et  (x — cf)  n6gatif : 
elle  rend  done  n6gatif  le  produit  {x  —  x'){x—af)\  elle  donne 
par  suite,  au  produit  a{x  —  x^)(x  —  af)  un  signe  contraire  k  ce- 
Itti  de  a,  ou,  ce  qui  est  la  ni6me  chose,  k  celui  de  ox*.  Si,  au 
contraire,  la  yaleur  attribute  k  x  est  plus  petite  que  a/,  ou  plus 
grande  que  xf^  les  facteurs  (a?— a?'),  (x — of)  sont  tous  deux  n6- 
gatifs  ou  tous  deux  posit! fs;  leur  produit  est  positif,  et  le  tri- 
nome  a{x^  x')  {» — i*)  a  le  m6me  signe  que  a. 

267.  Theorems  II.  Lorsque  les  racines  du  trinome  sont  rielles 
et  igaleSf  le  trinome  est  toujours  de  mtme  signe  que  son  premier 
termej  queUe  que  soU  la  valeur  attribuie  &  x,  &  r exception  de  celle 
qui  le  rend  nul. 

En  effet,  on  sait  (247)  que,  dans  ce  cas,  le  trinome  prend  la 
forme : 


"i^'+iy' 


Or  le  carr6  est  toujours  positif ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x ; 
done  le  trindme  a  toujours  le  signe  de  a.  Gependant  il  faut  faire 

exception  pour  la  valeur  a?  =  —  r- ,  qui  annule  le  trinome. 

268.  THioR&ME  III.  Lorsque  les  racines  du  trinome  sont  imagi' 
naires,  la  valeur  du  trinome  a  toujours^  quel  que  soit  x,  le  signe  de 
son  premier  terme. 

Gar  on  a  vu  (248)  que,  dans  ce  cas,  le  trinome  est  le  produit 
de  a  par  la  somme  des  carr6s  de  deux  nombres  r6els,  dont  Tun 
n'est  jamais  nui.  Gette  somme  £tant  toujours  positive,  le  pro- 
duit est  n6cessairement  de  m6me  signe  que  a. 

269.  Remarque.  Les  trois  thSorfemes  pr6c6dents  peuvent  se 
renfermer  sous  un  seul  6nonc6:  Le  trinome  ax'+bx-fc  est  de 
mime  signe  que  son  premier  terms,  except^  lorsque  la  valeur  attri- 
buee  ax  est  comprise  entre  les  racines. 

On  sous-entend  alors  que,  dans  le  cas  des  racines  imaginaireS; 
X  ne  pouvant  jamais  6tre  compris  entre  elles,  le  trinome  a  tou- 
jours le  signe  de  son  premier  terme. 

270.  Application  aux  iNEGALiris  du  second  degrA.  On  dit 
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qu'une  in^galit^  est  du  second  degrd,  lorsqu'on  peat  la  mettre 
80US  I'one  des  deux  formes, 

Aa?*+Ba?+C>0,    Aa?*  +  Ba?  +  C<0; 

A,  B,  G  dteignent  des  nombres  donn^  positifs  ou  n^gatifs ;  et  x 
est  un  nombre  inconnu  dont  il  faut  determiner  les  liraites,  de 
manifere  k  verifier  Fin^galit^  qui  le  renferme. 

Les  tb^or&mes  precedents  font  servir  k  risoudre  cette  ques- 
tion importante. 

1*  Soit  k  resoudre  I'inegalite : 

Id  6galant  le  premier  membre  k  zero,  on  trouve  pour  racines 

1  4 

— r  et  — -.  Les  racines  etant  reelles  et  inegaies,  il  faut,  pour 

que  rinegalite  soit  v6rifi6e,  c'est-&-dire  pour  que  le  premier 

membre  soit  de  signe  contraire  k  son  premier  terme,  que  la 

1  4 

faleur  de  m  soit  comprise  entre  ^-  et  —  -,  ou  que  Ton  ait : 

P  Soit  encore  I'inegalite : 

—  9  +  60?  —  x*<0. 

Dans  ce  cas,  les  racines  du  trlnome  sont  reelles  et  egales  k  3 ; 
8on  premier  terme  — x*  est  negatif ;  done  Tinegalite  sera  veri- 
fies pour  toute  valeur  altribuee  k  Xf  excepte  pour  la  valeur 
9=3,  qui  la  transforme  en  egalite. 

3*  Soit  rinegalite : 

aj»  — 3a?  +  7>0. 

Dans  ce  cas,  les  racmes  du  trinome  sont  imaginaires,  et  son  pre- 
luier  terme  est  positif ;  rinegalite  est  satisfaite,  quel  que  soit  x. 

271.  Reicarque.  Nous  verrons  plus  loin  que  la  Iheorie  des 
iD^galites  sert  frequemment,  dans  la  discussion  des  probiemeg, 
^  determiner  les  conditions  de  possibilite. 

EXEHCICES. 

I.  Rteudre  r^quation  : 

a+»+*^'=a— (1  — »+*l'* 
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On  trooTC :  «=±  5  (^iCTlj  • 

II.  H^soudre  riqatthm  :   j=^y/l±g=i. 

On  trouve  :  m=dz  -  \/  "r  ""  *• 

III.  Rteudre  r^quation  : 


On  trouTe :  «=±  a  i/(l  —  «)  (l  —  t)  • 

et  ar=0, 

qui  ne  consent,  qu'en  changeant  le  signe  de  Tun  des  radicauz. 

IV.  R^Mudie  r^quation  :       IL^-Hi^— 7«  =  6. 
OntrouTt:  i^  =  J»  »*=  — ?!• 

10 

v.  R^udre  Tdquation  : 

mg«*— mna + pqx^np^=0* 

On  trou?e :  •^^^i  *^=""t- 

9  tn 


VI.  R680udre  T^quation  : 


On  trouve  :  x  =  -(—  3±  ^ )  • 

YII.  R^udre  Equation : 


'3  '        ^ai^^x-^6 


On  prend  y^c'+s  +  6  pour  inconnue  auxUiaire,  et  Ton  trouve  : 

— 1±  V377 
et,  en  outre,  »=— -j » 

racines  qui  ne  conviennent,  que  si  Ton  prend  le  radical  avec  le  signe 
Ym.  Rteudre  T^quation : 
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On  prend  2x'+3«poar  ioconnue  auxiliaire,  et  Ton  trouve  : 

,     «     ^        9            — 3±/329 
«=3,    «'=-2'    *= T " 

en  deux  demi^ras  ne  conTiennent  que  si  Pon  prend  le  radical  avec  le  signe  — ^ 
EL.  R^soadre  r^qnation : 

1  1       _vr 

On  troilfe:  •==!:-. 

X.  R^soudre  I'dquation : 

Ed  posaot  jr  = 


=  v/{i 


On  trouTe  : 


lzfcV/5  *-— 1 

*       2    *         ;j--+-r 


XI.  Rdsoudre  P^quation  :      /^2±f  V^  i  +  £f . 

On  troupe:  »  =  a  fldb^Y' -)• 

XIL  R^soudre  I'^quation : 

.  ^a  +  «+ ^bT5+ ^c+T=0. 


_                            —  (a+&  +  c)±^  v/a'  +  6»  +  c»— afe  —  ac— 6c 
On  trouve  :      «= — ^ — ~ . 

XIII.  Former  la  somme  des  carr6s,  celle  des  cubes,  celle  des  quatri^mes 
puissances  et  celle  des  inverses  des  quatri&mes  puissances  des  racines  de  1*6- 
quation^  a^+  &'  +c  =  0. 

On  trouve  :        «^+a;'^= — ^—  ,     «^+«'*=  — ~^ — 

_,4  .  -».      b«-4al>>c+2oV          1    ,    1        IH— 4a6»c4-2a»c» 
^*  +  «^^=  5i »      iF+5^= ^^ • 

XIY.  Trouver  les  conditions  n^cessaires,  pour  que  la  fraction, 

AV+B'«+G" 

«oit  indSpendante  de  «. 

ABC 
On  trouve  les  conditions  :        F  ^  §"'  ~  C'* 

XV.  D6montrer  que  I'^quation : 

(6»— 4ac)«>+2  (2ac'  +  2«i'— WO«  +  {b"— 4a'c')=o, 
a  toujoors  ses  racines  r^elles,  quand  (&>— 4ac}  est  n^gatif. 

Alo.  B  I**.  Partib.  13 
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II  n*y  a  lieu  t  d^monstratioD,  que  lorsque  {p'^—ka'if)  est  aussi  n^gatif.  On 
pose  alors  :  6*— 4ac=— a*,  6'*— 4aV=— a**;  et  Ton  prouve  que  la  quantit* 
qui,  dansles  valeurs  de  «,  est  plac6e  sous  le  radical,,  eat  un  produit  de  deui 
racteura^.dont.Qhacuji.est  une  soxnme  de  deuxcarrSs. 


CHAPITRE   II. 

DE8  EQUATIONS  A  UNE  IZfCOlVlVUEy  QUI  9fi  BAHENENT 

A  CELLE8  DU  SECOND  DEGRE. 

$  I.  Des  Equations  Mcarr6es. 

272.  RESOLUTION  DE  L'iQUATiON  BicARR^E.  Udc  iquatioii  k 
uiie  inconnue  est  dite  hicdrrie^  lorsqu'elle  ne  contient  que  le 
carr6  et  la  quatriftme  puissance  de  Tinconnue.  Elle  peut  tou- 
jours  fitre  ramen^e  k  la  forme, 

Si  Ton  prend  a^  pour  inconnue,  cette  Equation  devient  du 
second  degrfi.  Gar  en  posant :  a?*  =  z,  on  a :  a?* = «* ;  et  T^qua- 
lion  [1]  devient : 

oz*  +  6z  +  <?  =  0. 
On  tire  de  \k ; 

—  6±v/6*— 4ac. 
2a 

comme  x  est  la  racine  carr^e  de  z ,  on  a : 


^  =  ±V Va PI 


Amsi  X  admety  en  g6n6ral,  quatre  valeurs,  £gales  deux  h  deux 
et  de  signes  contraires. 

273.  Discussion  des  formules.  !•  Si  Ton  a :  *" — 4(3k?>p,  les 
deux  valeurs  de  z  sonl  r^elles;  elles  peuvent,  d*ailleurs  (246), 
^trc  loutes  deux  positives,  ou  toules  deux  negatives,  ou  encore 
Tune  positive  et  Tautre  negative.  Dans  le  premier'  casr,  les  qnatre 
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vakun  de  x  sotU  riellesi;  dam  le  second,  dies  soru  umies  k$  quatre 
imaginaires;  dans  le  troisUme,  deux  d'entre  elles  sont  rielles,  et  les 
deux  autres  sont  imaginaires, 

2»Si  Ton  a  :  b* — kac=0,  les  valeurs  de  z  sont  rtelles  et 
^les;  par  suite,  les  valeurs  de  x  sont  igales  deux  i  deux  :  eiles 
mt  rieUeSj  sib  et  di  sont  de  signes  contrairesy  et  imaginaires^  si  b 
^hsont  de  mime  signe. 

3»  Si  Ton  a  :  V— 4ac<0,  les  valeurs  de  z  sont  Imaginaires; 
et»  par  C0Ds6qaent^  ks  quatre  vakurs  de  x  sont  imaginaires, 

f74.  Trahsformatioit  des  expressions  db  la  forme  \a+^. 
La  formvle  [9},  qui  rfeout  TSquation  bicarr^e,  contient  deux 
radicaux  soperposfe ;  eC  cette  forme  n'est  pas  ayantageuse,  en 
g£n6ral,  quand  il  s'agit  de  calculer  num^riquement  les  racines. 
II  tfest  done  pas  inutile  de  chercher,  k  quelles  conditions  il  sera 

possible  de  transformer  une  expression  de  la  forme  ^a-^-^b  en 
one  somme  Ae  deux  radicaux  simples. 
Posons  r£q|uation : 

^a+^b=^+)/i; 

et  essayons  de  la  c6soiidre  par  des  valeurs  ratianmlles  de  x  et 
de  y;  c*est  le  seul  cas,  oil  il  y  ait  avantage  k  opirer  la  transfor- 
mation. Nous  supposerons,  pour  6nter  tonte  difficult^,  que  les 
qnatre  radicaux  out  le  signe +;  il  nous  sera  permis  alors  (126) 
d'^Iever  au  carr6  les  deux  membres  de  r^quation  [1];  et  nous 
aoroiK  r^ipialiQii  ^quivalente : 

a+v/?=rr4-y+2v^5y; 
00  (a— 0?— i/)+v/5=2v^xy.  [2] 

Si  nous  6leToiis  encore  an  carr6,  nous  aurons : 

(a— a?  —  i/)*-}-2(a— a?— y)v^-|-&=4a:y. 

Orle  second  membre  est  commensurable,  par  hypothtee ;  il  en 
est  de  mfime  des  termes  (a — x — yY  et  6.  II  faut  done  que 
2(a— OP— y)v^6  soil  aussi  commensurable;  et,  comme  \/b  ne 
I'est  pas,  il  faut  que  {a—x^y)  soit  nul.  On  doit  done  avoir : 

et,  per  suite:  kxy=b  ^  ■' 


196  LIVRE  m. 

n  r6suUe  de  !&,  que  xeiyne  peuvent  6tre  que  les  racines  (256j 
de  r^quation : 

s«-(u+|=0.  [4} 

Ainsi,  on  doit  avoir,  par  exemple : 


0?- ^ ,        y- ^ .  [5] 

Mais  ces  valeurs  ne  sont  commensurables  que  dans  le  cas  oA 
(a*— 6)  est  un  carrfe  parfait.  Done,  si  cetle  condition  n'est  pi« 
remplie,  la  transformation  n'est  pas  possible.  Si,  au  contraire, 
(a*— 6)  est  un  carr6  c^,  a;  et  y  ont  des  valeurs  commensurables : 

et,  ces  valeurs  v^rifiant  T^quation  [2],  nous  avons  la  formule 
de  transformation : 


Faisons  remarquer,  d'ailleurs,  que,  quel  que  soit  (a*— 6),  la 
formule : 


v^ 


^+7F=Y/«_±v^^+y/E^. 


est  vraie,  puisqu^en  relevant  au  carr6,  on  arrive  k  une  identity; 
mais  elle  n'offre  aucun  avantage,  quand  (a' — b)  n'est  pas  un 
carr^,  puisqu'alors  on  substitue  h  un  radical  une  somme  de 
deux  radicaux  de  mime  forme. 

278.  Remarque.  Si  Ton  a  k  tranformer  ^a-^^b^  on  posera: 

X  6lan(  plus  grand  que  y;  et  les  mCmes  raisonnements  condui- 
ront  a  la  mfime  Equation  [4],  pour  la  determination  de  x  c( 
de  y.  La  transformation  nc  r6ussira  done  que  dans  le  cas  od 
(a* — b)  serait  un  carr6  parfait  c*;  et  Ton  aura : 


y/2±f-y/ip.  171 
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Si  maintenant  le  premier  membra  a  le  signe  —9  ii  est  facile 
de  voir  que,  pour  faire  concorder  les  signes  des  deux  membres, 
on  devra  ^crire : 

Car  il  suffira,  pour  obtenir  ces  nouvelles  formules,  de  changer 
les  signes  des  deux  membres  des  formules  [6]  et  [7]. 
Ainsi,  en  r6sum^,  on  a  : 

en  admettant  que  les  signes  ext^rieurs  se  correspondent,  ainsi 
que  les  signes  int£rieurs. 


296.  AppucAnoNs. 


^  V/94+  6 V^  =  ^^94  +  V^8820  =  v/^^  +  y  ^^=7  +  3V^5. 

3*  On  d^montre,  en  geom^trie,  qu'en  d^signant  par  C  le  c6i&  d'un  polygene 
rtgolier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,  et  par  x  le  c6tA  du  polygene  rdgulier 

inscritd'un  nombre  de  cdt6s  double,  on  a  la  formule :  aj= V^2R' — R  ^4R'—  C*. 
Ici,a=:2R»,  &=4R*— C»R»5  d'ou o»— 5=C»R^  On  a  done: 


» 


-\/«Ff-v/>(»-l) 


4*  Condition  n^ssaire  et  suffisante,  pour  que  les  racines  de  T^quation  hU 
carrte  «*+P^  +  4=0i  s'expriment  par  la  somme  de  deux  radicaux  simples. 


l^nscecasy  a=— |,      5=2^—^5    done    a'— 5=qf. 

Mnsl,  U  faut  et  il  suffit  que  q  soit  un  carr6. 
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S IL  De  qudqaes  ^qoatiooi  Uiiwies 

277.  Forms  de  l'^quation  binome.  Une  Equation  binome  est 
une  Equation  k  deax  termes,  de  la  forme : 

ar+A=iO.  [1] 

Si  A  est  positif,  en  d^signant  par  a  la  racine  mr*  de  A,  on 
aura :  A=a*.  Si  A  est  n^gatif,  on  dteignera  par  a  la  racine 
m"*  de  — A,  et  Ton  aura :  A=— aT.  L'fiquation  [1]  prendra 

alors  la  forme, 

ar±:ar=zO.  p] 

Et,  si  Ton  pose,  x^zay^  r^quation  [8]  de^endra : 

ou  y~±l=0.  [3] 

Telle  est  la  forme  h  laquelle  on  pent  ramener  toute  Equation 
binome.  Quand  on  a  trouv6  les  valeurs  de  y,  on  les  multiplie 
par  Gy  pour  avoir  les  valeurs  de  x. 

S78.  RESOLUTION  DB  QUBLQUES  ^UAllOVS  BDIOMES. 

!•  L'6quation  [1]  a?*—  1  =  0, 

a  pour  lacines,  x=±:l. 

L'iqualion  [2]  a?*+ 1  =0, 

a  pour  radnes,  «=it^— i. 

2*  L'^ualioo  [3]  9*—  1  =0, 

pent  s'icrire :  {x—  l)(a5*+»+l)=0; 

elle  est  done  decomposable  en  deux  Equations, 

0?— 1=0,    et    «*+a?-f  1=0; 
et  ses  racines  sont :  

,        *            -l±v/-3 
a?=l,     et    35= r • 

L'6quation  [4 J  a^+ 1=0, 

devient  identique  k  la  pr6c6dente,  quand  on  y  change  xen-^xi 
scs  racines  sont  done  celles  de  [3],  chang^es  de  signe^  c*est-&- 
dire: 

0?=— 1,    et    x= 1 . 
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J*  I/^quQtion  [fifl  ^ — »1-=«Q, 

pent  B^ftcrire :  ^(«^—  r)  ^aH- 1)  s=30, 

Elle  est  done  ^quivalente  atix  deux  Equations  11]  et  [2] ;  et, 
par  suite,  ses  racines  sunt  eelles  de  ces  £quattonfi,  c'est-&-dire : 

»=dbl,       a?=±\/— 1. 
L'4quation[6]  a?»+l=0, 

est  identique  it  a?*  +  2a?*  + 1  =2a?*, 

on  it  Xi»+1)«— 2a?«=0: 

eile  peut  dom  i'iiorire  : 

(a?*+l+a?v/2)  (a?*+  1  —  a?v^=0; 

et  par  suite ,  elle  est  decomposable  en  deux  Equations  du 
deoxiime  degr6^ 

Ges  deux  Equations  ne  idifftoent  que  por.le  signe  de  x  :  elles  ant 
poor  racines, 


_— v/2±:v/— ^  _\/2i^2 

Ge  sont  done  Jit  ies  guatrej:acinesilei*iquatumiQ[]« 

4«  ^equation  [7]  «?•  —  1  =0, 

est  decomposable  en  deux  autres, 

aj»— 1=0       a;^+l  =  0, 

Ses  solutions  sont  done  les  six  racines  des  (Equations  133  etl4], 
c'esWi-dire : 

a?==tl,       et     upssiiiiL^ 

I'iguationT?!  «« 4-1=1), 

deuient  identique  k  ia  prioddantQ,  guand  on  y  rftmplft^-^  par 
«^i ;  Aar  nuva : 

Ses  racines  sont  done  donn6es  par  les  Equations  : 
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et,  pour  les  obtenir,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  membres 

par  v/ — 1;  car  alors  les  premiers  membres  deviennenl  6gaux  k 
a?X( — 1),  ou  h — X.  On  a  done  : 

X  =  dz^—l^       et      0?=— 2: — ^ . 

5*  L'dquation  [9]        a;«— l  =0, 

est  decomposable  en  deux  autres, 

a;*— 1=0,        et     a;*+l  =  0. 

Ses  racines  sont  done  les  buit  racines  des  Equations  [5]  et  [6]« 
c'est-i-dire : 

-4.,             -u  / — ;               ±v^idiv^"=^ 
a?=±l,      a?=±v  — 1,       x= — ' — ^ 

L'6qualion  [10]  ic« + 1  =  0, 

peut  s'6crire  :  :»•+  2a:*  + 1  =  ^^> 

ou  (a?*+l)*— 2a?*=0: 

elle  se  decompose  done  en  deux  autres, 

a4+l+a;t^2=0,      et     »*+l— a^v^2=0, 
Equations  bicarr^es  que  Ton  sait  r^soudre,  et  qui  donneut : 


X 


^±y/-^2±v^-2^         et     X  =  dz^yll^}tll 


6'*  Enfin  les  racines  de  T^quation, 

0?"— 1  =  0,  [11 J 

sont  celles  des  Equations  [7]  et  [8]. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  Fitude  de  ces  transforma- 
tions ;  car  notre  but  ^tait  seulement  de  montrer,  par  quelques 
exemples,  comment  certaines  Equations,  de  degri  sup^rieur  au 
second,  peuvent  se  ramener  k  celles  du  second  degri.  Hais  la 
metbode  g^n^rale  de  resolution  des  Equations  binomes  appar- 
tient  k  la  seconde  partie  de  Talg^bre. 
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$  III.  Des  Equations  trinomes. 

279.  RESOLUTION  DE  l'^quation  trinome.  Une  Equation  tri- 
noine  est  une  Equation  h  trois  termes,  de  la  forme, 

aa?*"+6a?*+c=0.  [1] 

Si  Ton  prend  of  pour  inconnue,  en  posant : 

a^z=z^      d'oii      a;**=J5',  [2] 

cette  Equation  devient  du  second  degr£, 

a2*+6z+c=0.  [3] 

On  peut  done  obtenir  les  deux  valeurs  de  z;  et,  en  les  substi* 
(uant  successivement  dans  r<^quation  [2],  on  est  ramen^,  pour 
avoir  les  racines  de  T^quation  [1],  h  r^soudre  deux  Equations 
binomes  du  degr£  n. 

EXERCIGES. 

I.  R^soudre  T^quation : 

1  1 


«—  ^2~»'      X  +  ^2— »' 


=  !• 


V5 
On  trouTe  :  « — ^  '  '  ' 


«:t=V/"- 


2 
3  /r 


II.  R&oudre  r^uation :    2«  v«— 3«y -=20. 
On  pose  :  y/i=%\ 

et  Ton  Irouve  :  »=±8,     *=^2  V   ""  2' 

III.  R^soudre  P^uation  :    — ? — \-    ,  ^^      =  -^ 

Vo  +  o? 
On  pose :  — - — =ji; 

Va 
et  Ton  trouve : 


—  odbVsa^— 4g&  /i  (ga  4-  2ob— 2b»  ±a  V^5o'  -  4g&) 

*"         2(a— b)        '       '"^  2(a— b)> 

lY.  Hesoudre  I'^quation  : 
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On  pose:  VH-»=*; 

4c  (1  —  c^) 
6t  Ton  trouTO :  »=50 ,      » =    .,  .    .,,  . 

(1  +  <?)' 

V.  R^soudre  r^qnation '. 

On  pose:  a?4-V«  +  2=jr; 

—  13±3V^ 
etPantrouvo:        «=4,     «=9,      «= ^ . 

VI.  Rtoudre  T^uation  : 

On  trowre :  msnQ^      «=:  ■^. 

¥11.  Jteuufan  UloguatiDn : 

YIII.  R^soudre  I'^uation  : 


a.  R^udie  r^quAtion : 


1  1 


Ontroute:  (B=d=i/a»— |/i>±i/a  +  ^|  « 


X.  R6soudre F^quation :       ^^  =  -. 

— 3=fcV^^ 


On  trouve  :  c^a,     s=:a 


8 


Quelquefois  on  reconnalt,  k  Tinspection  d'uine  Equation,  qu^elle  admet  une 
racine  a.  Son  premier  membre  est  alors  decomposable  en  facteurs  (TQ)  :etjeette 
decomposition  facilite  la  resolution  de  r^quation^  en  abaissant  son  degr6i  car 
son  premier  membre  est  divisible  par  (s— a). 

En  voici  quelquesexemples. 

XI.  Rteudra  requation:         fi^^ZxsUl. 
EUe  admet  la  racine,  c=2. 
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in.  MBinare  I'iqmtiaB  ;  Ai^^^sl. 

KDe  admet  la  Acine,  x^l. 

Xm.  RteudreTdqa^taon : 

Kile  admet  la  racine,  s = 4. 


an  pose :  ff^c— 0=)r; 

«t  rbB  tooacm :  cnl^i    «=> — &•    ms^i —  ^^ 

ZV.  R6soudre  I'^guation  : 

aj<  4-«»— 4a« + jp+1  =0. 
file  admet  deux  fois  la  lacine,  x=^l ; 

et  on  la  ram^e  ainsi  au  second  degr6. 

XYL  R^soudre  r^quation  : 

••+^«»-39»— 81=0. 
On  terit  i'^guation  sous  la  forme, 

«• —81+^  «(«!»— 9)  =0; 


CHAPITRE  III. 

laSS  fQIIATiQBS  A  JRLUfilEDAS 

S  I.  Des  Equations  du  second  dQgr^l  deuzdncomiiiai. 

SM(0.  Forme  g£n£rale  de  l'^quation  du  second  degr^  k  deux 
ncoNNUEs.  Une  gquafion  da  second  degri,  it  deuxiDConnueso^et 
y»  lamenie  k  la  forme  -edti^,  ne  pent  renfismier  qne  six  es« 
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p^ccs  de  termeSy  savoir  :  des  termes  en  sf^  des  termes  en  w]ff 
des  termes  en  y*,  puis  des  termes  en  y,  des  termes  en  x,  et  des 
termes  ind^pendants.  L'6quation  du  second  degr£  pent  done 
toujours  se  ramener  iila  forme, 

ka?+Bxy+Cy*+Dx+Ey+¥=0. 

281.  RESOLUTION  DE  DEUX  EQUATIONS  DONT  l'UNB  EST  DU  PRE- 
MIER degrE.  La  resolution  des  Equations  simultan6es  est  una 
des  questions  les  plus  compliquies  de  Talg^bre.  Nous  n'avons 
pas  k  en  aborder  ici  la  th^orie  g<^n6rale  :  nous  nous  bornerons 
k  traiter  quelques  cas  fort  simples. 

On  pent  toujours  risoudre  deux  iqttatiom  &  deux  inconnueSf 
Tune  du  premier  et  V autre  du  second  degri.  Soit,  en  effet,  le 
syst^me : 

Aa^+ Ba?y+C2/»+Da?+Ey4-F=:0,  \  [1] 

ax  +  by=c.  j  [gj 

On  tire  de  T^quation  [2] : 

c — ax, 

substituant  cette  valeur  dans  i'^quation  [1],  on  obtient  une  6qua* 
tion  du  second  degri  en  x : 

(A6*-  Bab + Ca«)  x^^  (B6c  —  2Cac+ D6«— Ea6)  x 

+Cc»+E6c+Ffe*  =  0,  [3] 

laquelie  fournit  deux  valeurs  pour  cette  inconnue ;  et  chacune 
de  ces  yaleurs,  mise  &  la  place  de  x^  dans  I'iquation  [2],  donne 
deux  valeurs  correspondantes  pour  y. 

Le  systime  propose  admet  done  deux  systimes  de  solutions 
Si  les  deux  valeurs  de  x  sont  rielles,  les  deux  systfemes  de  solu* 
tions  sont  riels  :  ils  sont  imaginaires,  si  les  valeurs  de  x  sont 
Imaginaires. 

282.  Gas  de  deux  Equations  du  second  degrE.  Lorsque  Ut 
iquations  a  deux  inconnues  sont  toules  deux  du  second  degri^  VHimi- 
nation  de  Vuno  des  inconnues  conduU^  en  geniralf  it  une  equation 
complete  du  quatrihne  degrS. 

En  e£tet,  soit  le  syst&me  : 

Aa?»  +  Rry  +  Cy«+Da?  +  Ey  +  P  =  0, )  [1] 


A'a?» + Vxy+QY  +D'x + E'y + F=  0.  j  [2] 


'=0.1 
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Pour  61iminery,on  pourrait  tirer  sa  valeur  del'une  desSqua- 
tions^  et  la  substitucr  dans  Tautre :  niais  on  compliquerait  ainsi 
r^quation  finale  de  radicaux,  qu'il  faudrait  ensuite  faire  dispa- 
raltre.  II  est  plus  simple  d'^liminer  d*abord  ]/%  en  multipliant 
rSquation  [l]parG'et  Tdquatlon  [2]parC,  eten  soustrayant Tun 
des  r6sulta(s  de  I'autre ;  on  a  ainsi  : 

(AC— CA>*+  (BC— CB>y  -f  (DC— CD>+(EC'-.  CE')y 

•  +(PC'_CF')=0, 

oUy  en  reprSsentant  cbaque  coefficient  par  une  lettre, 

aa^-{'bxy+cx+dy'\-e=zO;  [3] 

etcette  Equation  [3]  peut  remplacer  (139)  Tune  des  deux  Equa- 
tions propos6es. 
On  lire  alors  de  r^quation  [3]  la  valeur  de  y  i 

*■"  bx+d     * 

«t  on  la  substitue  dans  T^quation  [1],  qui  devient : 

^  bx+d         "*"       {bx+d)* 

Or  on  Yoit  ais^ment  que,  si  Ton  chasse  les  denoroinateursy  en 
mullipliant  les  deux  membres  par  (6j?+^*»  cette  6qualion  sera 
<lu  quatri&me  degrE.  Gomme  elle  contiendra,  en  g^n^ral,  des 
termes  du  troisi^me  degr6  et  des  termes  du  premier  degrE,  il 
DC  sera  pas  possible  de  la  r^soudre  par  les  procEd^s  ordinaires 
de  TAlgfebre  616mcnlaire. 

Ainsi,  le  syst^me  de  deux  Equations  du  second  degr£  k  deux  in*" 
connues  ne  pent  6tre  rdsolu,  en  gEnEral,  par  les  mEthodes 
connues  jusqu'ici.  Mais  on  rencontre  parfois  des  syslEmes  sim- 
ples, qui  peuvent  se  rEsoudre  h  I'aide  de  certains  artifices  par- 
ticulicrs,  que  nous  aliens  faire  connaitre. 

S§8.  RESOLUTION  DBQUBLQDBS  BTBTfiUBS  SIEPLBS.  1*  SoUle  SystdmO : 

»+y=a,  }  m 
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Od  NBenDBft  iinm^atemeat  (iSS)  que  e  et  y  sont  les  taeines  de  I'^quaitioii, 

Done.  ^= ^ .  PI 

Pour  que  les  racines  soit  r^les^  11  faudra  que  Ton  all : 


3*  Soit  le  systdme  ; 


^'^M  m 


On  ram^ne  ce  syst^me  an  prteUeat,  en  posant  i;  ^— >« ;  car  on  a  alors  : 

et,  par  suite,  ^=^ ^; . 

Ainsi  Ton  a : 

«= 2 f  •" 2 » 

, >     m        ou  }        \z\ 

^~  2  ')  2 

II  y  a  done  deux  syBtbmBs  do  solutions,  qui  sont  toujours  r^elles. 
3*  Soit  le  systdme : 

Si  ron>  §15\FB  au  cairi'les  dbuE  membres:  de  la  premiftcft  dquatton,  pais  qa'on 
en  retcanclie  les  deux  membrea.  dela  seconiie,  on  a  : 

On  connalt  done  la  somme  et  le  produit  des  inconnuBs,  qui  sont,  par  suite, 
racines  de  T^quation  : 

a*— b» 

^        _  A     a±:V26^— a» 

On  a  done :  = r .  p] 

It  -• 

Si  Ton  » :  2&'  »«^>  Ov  les^  Taieuts  de  0  e£  dfry  acmt  rteUes ;  eUes  sont  ios- 
ginaires,  si  Ton  a  :  2b*— o*  <  0. 

4**  Soit  le  syst^me  : 

apy=5«.    I  ^'^ 

Si  Pon  double  les  deux  membres  de  la  seconde  Equation,  pubqo'onPajoutellf 
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premidre,  et  gu'on  Ten  retranche  successivement,  on  remplace  le  syst^me  pro- 
pose par  la  Sfst^ma.  dipiivalent  (139)  : 


On  tire  de  1^  : 


■y=dr^ 

Bv  oomrfqpenti,,  ab*  4pu^t>&t.et-en  retranchant  mem])re  &.  membre,  ptiU  en  divlr 
sant  par  2,  on  a 

^    ^     J  14] 

Rkhabqdb.  II  semble  qu'il  y  ait  II.  huit  syst^mes  de  solutions,  qu'on  obtlen- 
drait  en  combiDant  les  signea  des  radicauz  de  toutes  les  mani^res  possibles. 
Mais  on  doit  faire  obseirer  que  les  Equations  [3]  ferment  seulement  quatre  sys- 

t6mes;8aToir,eii  posant  V5M-2p=R,  et  y'a'— 26*=R' : 

»+y=R,  I      »+y=— R,i      «+v=     R,i      «+y=— R,i 
»-y=R',  "     «— y=:     R',  •      »— y=— R';t      «— y=— R'.  > 

Sepltts,  si  Ton  permute  x  et  y,  les  Equations  [1]  ne  cbangent  pas;  le  pre* 
mier  et  le  troisi^me  syst&me  sont  ^uivalents;  il  en  est  de  m6me  du  second  et 
daqnatrieme.  Il  n'y  a  done,  en  r6alit6,  que  deux  system  es  de  solutions. 

On  Toit  d'aiUeurs,  que  les  solutions  seront  r^eUes,  si  Ton  a  :  a'>2&'i  et 
intginaires,  si  roir  ar :  tfi  <2l^. 

&'  Soit  le  syst^me  : 

«y    =6».j 
Oo  Fsm^e  ce  systtoe  k  oBlui  du  second  cas,  en  I'^vant  aind  : 


II] 


«»y»  =b*. 


m 


A  Pon  en  tire  les  valours  de  x^  et  de  y^,  puis  celles  de  op  et  de  y  : 

^, >  [3]      «i  ^ 1 >  [4] 

Uaisle  systlme  [2]  est  plus  general  que  le  syst^me  [1],  parce  qu'on  a  61ey6  an 
ciiTg  les  deux  membres  de  la  seconde  Equation  [1].  On  doit  done  combiner  les 
nleurs  de  x  et  de  y,  de  mani^re  que  leur  produit  soit  4gal  &  b* :  et  cela  ezige 
que  Ton  associe  les  valours  qtd  ont  le  m^me  signe. 

11  y  a  done  quatre  sysl^mes  de  solutions  :  les  deux  premiers  sont  r^els,  et  les 
<leax  autres  imaginaires. 
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S  II.  Des  Equations  du  second  degre  i  plus  de  deux  inoonniMs. 
284.  ExEiiPLES.  1*  Soit  le  syst^me  : 

xy=cx. ) 

Si  i'on  616ve  au  carr6  les  deux  membres  de  la  premiere  dquatioa,  aprte  avoir 
fait  passer  z  dans  le  second  membre,  on  a  : 

«>  +  2a;y + y'=a»— 2ax  +  *' ; 
et,  si  Ton substitue kd^'  +  V^  eta  jpy  leurs yaleurs  tir6es  des  deux  autres,  11  vieat : 

2x«  — 2(a+c)jf  +  a»— b«=0, 
Aquation  du  second  degr6  en  s,  d'oii  Ton  tire  : 

a-f-c±v/(a-fc)»^2(a»~"PJ  ,., 

Connaissant  x,  on  tlrera  la  somme  «  +  y  de  la  premiere  Equation,  et  le  produil 
xy  de  la  troisi^me;  etle  calcul  s'ach^vera,  comme  au  n*  888  (l**). 
2*  Soit  encore  le  syst^me  ! 

«»f«y+y'=37,\ 

«»  +  «^  +  x'=28,  I  [1] 

y»+ys+x»=l9. ) 

81  Ton  retranche  la  seconde  Equation  de  la  premiere,  et  la  troisi&me  de  la 
deuxi^me,  on  a  : 

(y-^)(«+y+«p)  =  9,i 
(«-y)(«4-y+x)=9;J 

d'oA  Ton  conclut :        y  — ;j=:a;— y,    ou    »+;s=2y;  (2] 

et,  par  suite,  («— y)y=:3.  [3] 

3 
On  tire  de  cette  dernifere  ;  x=-  +  y\ 

y  " 

et,  substituant  cette  valeur  dans  la  premiere  des  Equations  proposSes,  i)  Went 

(^+yy+3  +  v'  +  y'=37, 

ou  3y*  — 28y'+9=0, 

Aquation  bicarr^e.  qui  donne : 

y=±3,    y=±5V3. 

10    r- 

Parauite,  «==t4,    «=db--v5, 


I 
I 
I 


4=±2,    *=;f|v^- 


I 


I 
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S  m.  Des  Equations  de  degr6  sup^rieur  au  second. 
•  EZBVPLXS.  1*  Soit  le  systfeme  : 

Eln  chiMwnt  les  dtoominateors  de  la  secoade  Equation,  on  pent  6crire  ainsi  le 
systime  : 

»y(«  +  y)=30, 


6(»+!^)=5apy.    j 


Si  done  on  considire  «y  et  9  +  y  comme  deux  inconnuee  anxiliaires  u  et  v, 
on  ania  : 

ut;=30, 


'=r.:  I  w 


5 

Lm  seconde  ^nation  donne  v=-zu;  en  subatituant  cette  Taleur  dans  la 

o 

prami&rey  on  obtient : 

gtt>=30,     ou     u*=36; 

de  li  :  tt=±:  6,      et      v=±:5. 

II  faut  adopter  le  mtoesigne  pour  la  valour  de  u  et  pour  celle  de  v,  puisque 


gi  nous  adoptons  d'abord  leayaleurs  u=6,  v=5,  nous  aTons : 

«y=6;  I 


[31 


.="'5;  1  l*i 


d*o<&  Ton  dMuit,  pour  x  etpoury,  les  valours  2  et  3. 

Si  nous  adoptons  «  ^— 6,  v=~*5,  nous  ayons : 

«+y=— 5, 
xy- 

I'on  I*on  dMnit  pour  «  et  y  les  Taleurs—  6  et  1. 
2*  Soit  encore  le  syst^me  : 

i  4.  i+K-  84-4y      12  y« 

y^T"    y    "«■*■»»»  J  [IJ 

4y'—  «y  =». 

La  premito  Ration  devient,  si  Ton  cbasse  les  d6nominateurs  : 

4»»+ (4  +  y)y»*=(8  + 4y)a?y'  + 12yS 

et  on  peat  Tterire,  en  ajoutant  4y^  aui  deux  membres, 

«»»  +y)»-  4»y»  (2  +  y)  +  4y^  =  Ifif- 
Alo.  B.  !»•  Partik.  ^* 


1 
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Or  ie  premier  membre  est  le  carr6  de  x(2  +  y)  —  2y' ;  cette  dquation  peat  dono 
s'^crire  : 

ca  qui  6quivaut  it  *(2+y)  — 2y*=ifc4y'.  •?] 

NOQB  pouYons  done,  au  syst^me  propose,  substituer  les  deux  sulTanU : 

r,i  U(2  +  y)-2y»=4y»,         »(2+y) -2y'=-4y»,  (  ,- 

^.        I         4y»-afy=a?.  4y>--ary  =«.         |  ^*J 

Nous  rSsoudrons,  d'ailleurSi  sans  difficult^  oes  deux  systemes.  En  effet   la 
•econde  des  Equations  [3],  r^solue  par  rapport  k  s,  devient : 

•-»  +  !' 
et  cette  valeur,  substitute  dans  la  premiere,  donne  : 

42/^(7^1)- 6y'=0,     ou     2yMl-y)=0; 

d'ou  Ton  condut :  y  =^  0 ,      et     y = 1 , 

•t,  par  suite,  «=0,      et     «=2. 

On  trouTera  de  mdme,  pour  les  solutions  du  syst&mp  [4] : 


Ainsi  les  solutions  du  syst^me  proposd  sont : 


50 
«  =  — — » 


"^       S 


^  Soit,  enfin,  le  syst^me  : 


«»+y»+«»y+y'»=i3,    j    .  .,- 

«<y>+»y=468;   I  ^* 

On  pent,  en  groupant  les  termes,  T^rire  aind  : 

(«+y){«»+y«)  =  i3,     I 

«¥(«•+ y')  =468;    I 

et,  en  divisant  la  seconds  6quation  par  la  premiere,  on  a : 

»V=36(«+y), 

Equation  qui  pent  remplacer  Tune  des  prte^entes.  Si  Ton  d&iigne  le  produit  x, 
par  u,  et  la  somme  « +y  P^  ^t  ^^  syst&me  devient : 


u)  =  13,     I  p. 
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Si  Ton  flimine  v  entre  ces  deux  Equations,  on  a : 

iquadon  triiiome»  d*oA  Ton  tire  : 

~=  36±  ^36>  +  13X36; 

etdelk:  uss— 6,    et    tt=6VT3r 

Parsolte,  «^1,      et     t?=yiP. 

Ainai  le  premiar  syst&me  de  solution  est  foumi  par  Tiquation  : 

««— Jf-6=0; 
d^oil  Ton  oooclut :  « = 3,     y  s—  3; 

et  le  aeoQDd  syst^me  est  foorni  par  T^quation  : 

*»— yi3»jr+6v''T3"=0; 
d'oA  Ton  conclut : 


I  yi3»+v^-iiyi3     yiy~\/-nVT3 


2         »     y—         2 


EXEECIGCS. 

I.  RteNidre  les^uations  : 

i <*-*(«+&)  («fy)  +  «y=o, 

j  ftj— t(c  +  d)  (»  +  y) +a:y=:0 
"™  4  (a+&— c-d)» 


On  tire  •  4-  y  ot  1^  des  deux  ^uationsy  et  on  forme  rexpreaaion  ( -~)  — «y« 
;   qui  est  6gale  &  ^^=^. 

4 


U.  Rteoodre  le  ayit^me : 

a«ir  +  5"y«=2  v^a"5"«"y* ,     sy  =  a&. 

On  ilimine  y;  et,  en  poeant  ^^•♦•=x,  on  obtient  une  ^itttkm  dn  second 

f«— 26«^a--»jr  +6"+*=0 
On  en  tire  t;  et  Ton  obtient  ensuite  «  et  y. 
W.  RteoQdre  le  eysttoe  : 
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On  calcule  le  produit  xy ;  et  Ton  arrive  ensuite  & 


["^2      JV    3a       3* 


y 

(V.  Risoudre  le  lyst&me  : 

On  calcule  le  produit  sy,  en  ^levant  la  premiere  Equation  k  la  quatriftme  puir 

mce;  et  Ton  trouve  :         ary=a*±:  y  — - — . 

On  en  conclut  ainimect  c  et  y. 
f.  Rdsoudre  le  systeme  : 

ff4-y  =  a,    «*  +  y'=(i». 

On  calcule  le  produit  xy  d*une  manidre  analogue,  et  I'on  trouve  ; 


^. a »      V5a(aM-4(i*) 

**'--2=*= Io5 • 

VI.  Rdsoudre  le  systeme  : 

1      l_l  1.1—  » 

S"^y"~a'        «»"^y''"5»* 

iCn  prenant  -  et  -  pour  inconnues,  on  est  ramen6  au  systeme  3*  (n*  888)l 
X     y 

VII.  R6soudre  le  systeme  : 

^+  vir=  ^1      x+y=b. 

On  est  ramene  an  mtoe  systfeme^  en  prenant  ^iTet  >/y  pour  inconnueft.. 

VIII.  R^ttdre  le  syst&me  : 

I  S  1  I 

jt»+y*=35,        af^+y»=5. 
t        I 
On  prend  pour  inconnues  o?  et  y^;  et  Ton  est  ramen^  k  rezereice  III. 

IX.  R^soudre  le  systeme  : 

On  prend  encore  pour  inconnues  a;  +  y  et  «y.  (R6p.  :  s=:81|  y  =  16)* 

X.  R^soudre  le  systeme  : 

.    i  /x--y        20 

On  trouve  ais^ment : 

I-  .:=±5,    y=±3;     f  •=±  ^f ,    »=±4^ 
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II.  Rteudre  le  systime  : 

(«+y)  («y  +  l)  =  18«y, 
{sfi  +  tn  (»V  +  1)  =  208«V. 

On  divise  la  premiere  Equation  par  xy^  la  seconde  par  4^;  puis  on  repr^ 

Kiite  s  +  -  par  11,  y  +  -  par  9,  et  Ton  arrive  aux  deux  Equations  : 

«4-i*  =  18,      «»  +  ii?  =  2U; 
d*oA  Ton  tire  aisdment  :«  =  7=b4/3)    y=2±v^. 

III.  Rdsoudre  le  syst&me : 


»  +  y  +  3v^wcj/ =  b. 
On  lemarque  que  la  premiere  Equation  peut  s'^crire  * 

ttqae  la  seconde  est  le  cube  de  la  suivante : 

On  est  ainsi  ramen6  au  syst^me  (3**)  du  n*  888,  en  posant  y^x  =  u,  v^  =  v. 
Kaisla  demi^re  equation  n*est  pas  aussi  g6n6rale  que  la  seconde  des  Equations 
proiXB6es ;  de  sorte  qu'on  n'a  pas  ainsi  toutes  les  solutions. 

XIII.  R^udre  le  systime  : 

g'-l-gy-f  y*       „       ga  —  art/  4-  ?/»       . 
.  =  a,  =  0. 

«4-y  '  «— y 

On  tire  facilement  de  ces  Equations,  en  posant  i/,  __^    =ry; 

a(l  +  r)  ar(l+r) 

Xiy.  R6soudre  le  systime  : 

*      *•      y       ^'     «      "• 
OntrouTe:  s>=a&,    y'  =  ac,    jj5'  =  5c. 

IV.  Risoudre  le  syst&me  : 

•(y  +  *)=2p,    y(jrf»)=24,    i(»  +  y)  =  2r. 
On  tare  aisement  de  li  : 

«y  =  p  +  g— r,    %ft=p  +  r^qj    y*  =  q  +  r— Pi 
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et,  par  suite , 

/»Tg-r)(p-t-r-'q)      „ ^  ^  p£±IEKS±lEE 

/(P  +  r— 9)  (<?  +  r  — p). 

V       p+9-'' 

XYI.  Rteoadre  le  syst^me  : 

On  trouYe  :  «  =  7,    y  =  6,    ;r  =  3. 

XVIL  Rteudre  le  syst&me  : 

a?  +  y+;r=13,   «'  +  v»  +  >s*=6U   2y*  =  «(«  +  y). 

On  61imine  ais^ment  y  et  ji ;  et  Ton  trouve  s  =  4  et  x  =  9.  On  obtient,  par 
tttite,  y  +  X  et  y;r ;  d'oA  Ton  oonclat  y  et  jr.  Les  Taleurs,  qui  correspondent  k 
•s=9  Bont  imaginaires  ;  celles  qui  correspondent  &  c  =  4>  tont  y  =:  3,  s=6. 


GHAPITRE  IV, 

absolution  et  m8cussioiv  de8  problemes  wvn  jdegre 

supehieur  au  premier. 

§  I.  Probldmes  k  une  inconnue. 

M9.  PBOBLim  I.  Cakukr  la  profondeur  cf  un  puiu,  sachani  quHl  ^eit 

4eoM  un  wmhr9  0  de  Mcondcs  entre  Vinstant  oil  Von  a  laiui  Um^ber  une  pierre 

•I  celui  oH  le  bruit  qu'eUe  a  fait,  en  frappant  le  fond,  est  revenu  d  I'oreiUe. 

(On  neglige  la  resistance  de  Fair.} 

Pour  r^soudre  ce  problSme,  il  faut  se  rappeler  deux  principes  de  physique : 

1*  L'espace  parcoam  par  un  corps  pesant  est  proporttonnel  au  eanri  du 

temps  t  6coul6  depuis  le  commencement  dela  chute ;  et,  si  Ton  d&signe  par  g 

at* 
an  coefficient  constant,  6gal  2l  9",80896,  ilest  repr^sentd  par  Texpression  ^ ' 


S*  Le  son  se  meut  nnlform^ment,  et  parcourt  333  mitres  par  s( 
le  calcul  qui  va  suivroi  nous  reprisenterons  sa  vitesse  par  v ;  de  sorte  que,  dans 
le  temps  f,  il  parcourt  I'espace  vt, 

Soit  s  la  profondeur  du  puits,  ^valute  ea  metres.  En  nommant  ti  le  nombr 
de  secondes  que  la  pierre  met  k  descendre ,  on  a  : 


=¥;   d-oa  u=^^. 


[11 
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Ed  nommant  f|  le  temps  que  le  son  met  k  remonter,  on  a : 

«  =  «(,;    d'ott    fe  =  i.  [t] 

Or  (i  +  d  =  6,  d'apr^s  T^nonci ;  done  T^quation  da  probUme  est : 

?+y/|  =  a.  [3] 

Pour  r^floudre  cette  Equation,  qui  contieDt  un  radical^  on  la  met  sous  la  forme : 


-i-\/f 


et,  ^lerant  let  deox  membres  an  carr6,  on  a  : 

0*  — 2 1--^=— ;  151 

I 

'      on,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  et  ordonnant : 


On  tire  de  U : 


hv/(^J)"-* 


1 

Discoanoii.  Lee  deux  racines  sont  relies ;  car  la  qoantitd  plac^e  sons  le 
ndical  est  dridemment  positive. 
H  est  facile  de  voir,  en  outre,  qu^elles  sont  toutes  deux  positives  :  car^ 

d'apr&s  r^qnation  [6]>  leur  produit  6'o'  est  positif,  ainsi  que  leur  somme 

(29     j\ 
--  +  -jv*.  Le  probl&me  ne  pent,  cependant^  avoir  quHme  solution;  car  deux 

pnits  de  profondeurs  dlff^rentes  ne  peuvent  correspondre  k  une  mdmer  valeur 
de  6.  Poar  expliquer  cette  alngnlarit^^  ettrouver  quelle  est  celle  dee  deux  racinev 
qui  r^pond  &  la  question ,  remarquons  qu'en  61evant  au  earr4  les  deux  membres 
de  rdquation  [4],  nous  formons  une  Equation  nouvelle^  qui^  U  est  vrai,  ne  peut 
mioquer  d'etre  satisfaite  si  la  propos6e  Test  elle-m§me ,  mais  qui  peut  T^tre 
ausi  sans  que  celle-ci  le  soit  Les  deux  membres  auraienti  en  effet,  m^me 
carr6,  sMls  itaient  ^gaux  et  de  signes  contraires.  L'6quation  [6]  dquivaut  done 
r6eUement  (126)  aux  deux  suivantes: 


^-i-s/t  '-f^-v/f- 


La  premiere  de  ces  Equations  est  la  seule  qui  corresponde  au  problfeme  pro- 
P086;  et  sa  solution  est  la  solution  du  proUtoe.  Or  cetta  lolntioa  est  moindxe 


tniire,  la  solution  de  la  seconde  ^nation  est  plus  grande  que  «0,  puisque 


9Qe  «e,  puisque,  6  ~  '  itant  positif ,  il  en  est  de  m6me  de  vO  —  «:  au  con- 

9 
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•  —  -  est  n6gttif ;  elle  est,  par  consequent,  la  plus  grande  tadne  de  T^qua- 

tion  [5]  :   elle  doit  6tre  rejetie  comme  solution  itrang^re.  Ainsi,  la  solution 
chercb^B  est : 


Remarquons  que,  dans  I'^quation  [6]  qui  foumit  cette  solution,  v  repr^- 
sente  la  vitesse  du  son,  ^ale  k  333  environ ;  le  carri  «*  est  done  un  nombre 

assez  considerable )  «t  ^ ,  coefficient  de  m,  est  tr^petit.  IVailleurs,  la  solu- 
tion cbercbde  est  la  plus  petite  des  deux  racines.  U  y  a  done  lieu  d'appliquer 
k  la  rechercbe  de  sa  valour  les  formules  de  Particle  968 ;  en  adoptant  la  pre- 
miere, il  viendra : 


Cost  la  formole  dont  on  devra  se  senrir  dans  les  applications.  En  effet, 

-;  yaut,  k  peu  pr^S,  rrrrrT. 
«'    J  r-  r   ,  100000 


-^  yaut,  k  peu  pr^s,  tt^tt^  ;  et  comme  I'unite  de  longueur  est  le  metre,  on 


peut,  sans  aucun  inconvenient,  negliger  les  quantites  de  Tordre— 

La  formule  [a]  peut,  du  reste,  se  simplifier  un  peu,  si  Ton  remarque  que, 

20 
V  etant  grand,  —  est  petit ;  en  sorte  qu'en  le  negligeant  dans  une  premiere 

approzinuition,  on  peut  ecrire : 

c'esi  la  formuk  qui  cwwiendraUt  en  suppotant  Un  titesse  du  sen  in/ime.  Pour 
obtenir  un  terme  de  correction,  posons  : 

Nous  aurons,  pour  determiner  a,  requation  : 

2  ,  29~  2  ^"' 
d'oti  Von  tire,  en  cbassant  le  denominateur  du  premier  membra, 

g         V    ^    9 
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Nigligeant  — ,  qui  est  ^d  la  fais,  tris-peiitf  d  muh  du  facteur  a  et  du 


factewr  - ,  on  en  d^duit : 


.—8!?!. 


et  Ton  a  enfin,  comme  valeur  approchde  de  «  : 

Cest,  du  reste^  la  formule  k  laquelle  on  serait  arriy6,  en  effectuant  la  divi- 

son  de  0*  par  f -H — ),  et  en  s'arrdtant  aprte  ayoir  trouy6  les  deux  premiers 

termes  du  quotient. 

287.  PBOBLfiMB  II.  Partager  une  droitekBendeux  par  lies  lelles,  que  la  plus 
grande  AX  soit  moyenne  proportionneUe  erUre  la  plus  petite  et  la  ligne  entih'e. 


I- 


A  X  B 

Sdt  a  la  longueur  de  AB;  d^gnons  AX  par  »,  et,  par  suite,  BX  par  (a— x) ; 
ma  aurons^  d'apr^  Tinonc^,  la  proportion  : 

?=-5-.  II] 

X     a    X  *  * 

On  en  tire  I'^uation  :  -   x^=a{a^x), 

Discussion.  Les  deux  racines  sont  ^yidemment  r6elles.  Comme  >fh  est  com- 
prise entre  2  et  3,  la  premiere  racine  est  positive  et  plus  petite  que  a ;  elle  est 
done  la  solution  demaud^e.  Uais  la  seconde  est  n^gatiye ,  et  sa  yaleur  absolue 
est  plus  grande  que  a\  elle  doit  done  6tre  rejet^e. 

Cependant  on  pent  interpreter  cette  solution  u6gatiye.  Ed  effct,  d6signons-la 
par  (—a) :  comme  elle  y^rifie  T^quation  [2],  on  doit  ayoir  : 

{  — a)*=o («  —  (—«)  I,    ou    a»=a(a+a). 

Ainsi  oc  est  une  moyenne  proportionneUe  entre  a  et  (a+a),  et  r^pond  ^yidem- 
meat  \  la  question  suivante  : 

^Vottver,  lur  la  ligne  AB  prolongie,  un  point  X'  tel,  que  sa  distance  a  au 
jnirU  A  soil  moyenne  proportionnelle  entre  sa  distance  (a  +  a)  au  point  B  etla 
Hgne  AB=a. 

I 1 1 

X'  A  B 

Les  deux  solutions,  que  nous  yenons  de  rencontrer,  r^lyent  d*une  mani^re 
g6n6rale  le  problSme  suiyant : 
Trouver,  sur  une  droite  indifinie,  sur  laquelle  sont  pris  deux  points  A  e(  B, 
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trn  point  X  tel,  que  la  distance  AX  toit  moyenne  proporHomneUe  entre  BX 
«(AB. 

Bt  il  arriye  qae,  comme  dans  la  plupart  des  probl^mes  du  premier  degr6,  U 
solution  n^gatiye  doit  dtre  portie  sur  la  droite  AB^  en  sens  oppose  a  la  solution 
positive. 

On  aurait  pu,  d'ailleurs,  6Yiter  la  solution  n^atiye,  en  comptant  les  dis- 
tances k  partir  du  point  B.  Gar,  en  d^gnant  par  «  la  distance  BX  (1^  fig.), 
et,  par  soite^  par  (a— 0)  la  distance  AX,  on  aurait  eu  la  proportion  : 

a—x        9    * 
d'oik  I'on  edt  tiri  I'Squation 

•»— 3a»+a>=0;  [4} 

et,  par  suite  «= T^'  T-^ 

Ges  deux  solutions  son!  positiyes  :  U  prenudre,  qui  eit  plus  grande  que  a, 
donne  le  point  X';  et  la  seconde,  qui  est  plus  petite  que  a,  donne  le  point  X. 
CoKSTRDcnoN  DBS  soLunoNS.  Los  formules  r3]»qui  peuyent  s*6crire: 

condoisent  imm6diatement  A  la  construction  qu'on  iMique  dans  les  iUvMmU 
de  giom^tfie.  Gar  i/^  +  a'  est  Thypot^nuse  du  triangle rectaogle,  qui  a  pour 

c6t^  de  Tangle  droit  AB  et  — ;  et,  pour  ayoir  a/,  il  faut  retrancher-;--ds 

cette  hypotenuse,  tandis  que,  pour  ayoir  la  yaleuf  absolue  de  afj  il  faut  ajouter 
les  deui  longueurs.  On  porte  d'aiUeurs  ^^  de  A  vers  B,  et  s*  en  sens  contrairs. 
Remarquons  encore  que  T^quation  [2]  peut  s'^crire  : 

par  consequent,  le  probl^me  propose  revient  a  celni-el :  Trouver  d9\m  lignet 
z  e<  x+ &>  dont  la  iiffirmu  est  a,  et  dont  la  moyenne  praportumneUe  est  s. 
On  apprend,  en  geomftlrle^  k  r^soudre  cette  question,  et  Ton  retroave  la  con- 
struction pricedente. 

288.  PROBLfiME  m.  Trouver,  sur  une  ligne 
PQ,  un  point  X  ^gdlemeni  idaxri  par  deus 
lumihes  A,  et  By  dont  les  intensitis  sowt  i  tt 
¥.  On  donne  AP  =  a,  BQ  =  b,  el  PO  =  ') 
AP  et  BQ  itant  les  perpendiculaires  abaitsitt 
des  points  K  efBsurla  ligne  PQ. 

Pour  r^soudre  oe  probl^me,  on  doit  se  rap- 
peler  que  lHntensit6  (to  la  lumi&re  est  en  raison 
mrerse  du  carre  de  la  distance  du  point  6claire  au  point  lumineuz;  de  sorts 

qn*ane  lumidre,  d*intensite  t,  eclaire,  A  la  distance  c,  ayec  une  intensite  j^. 
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2I» 


a' 


oa,cii 


AX*      BX 


PX  par  «,  at,  par  consequent,  QX  par  (d— 4 


n,  m  chassant  lea  d6nominatears : 


Ml 


w 


BDCD881QII.  Sana  antier  dans  les  details  de  la  solution  de  cette  Equation  dn 
denzifane  degr^,  et  des  conditions  de  possibility  du  probldme ,  cherchons  k 
interpreter  lea  aoliitions  n6gatiyes  qu*elle  peut  avoir.  Si  Ton  d^signe  par  (— «) 
une  solutiOQ  n^gatiTO,  cette  solution  doit  T6rifier  T^quation  [1];  on  doit  done 
ifoir : 

CTot  tt  prfcMtocBt  rAquadon  que  Ton  aurait  dd  6crirs  si^  cherchant  la 
point  X  Agancha  de  P,  on  arait  dteign^par  a  sa  distance  inconnue  an  point  P. 
Las  lolatlons'iidgatitea  fonmisaent  done  des  solutions  da  problime  propose, 
poorni  qua  Toil  porta  la  longueur  qu*eUea  repr^sentent  k  gauche  da  point  P, 
daoa  on  aena  oppose  k  celai  qui  correspond  auz  solutiona  positiyea. 


989.  PROBi.ftMB  IV.  AtaiU  donnis  iin  cerele  dont  le  centre  egt  0,  un  de  see 

diamitres  AB,  et  une  corde  CD 
perpendiculaire  d  AB;  on  d^ 
mande  de  tracer  un  cerele  tan- 
gent,  d  la  fots ,  au  cerele  0,  au 
diamitre  etd  la  eorde 

Solent  OA=R,  OI=a.  Suppo- 
sons  qu'on  yeuille  construire  le 
cerele  G  inscrit  dans  le  segment 
AIC,  Prenons  poor  inconnue  son 
rayon,  et  posons  GT=lT=flF.  La 
droite  OG,  qui  joint  les  centres, 
Ta  paaaer  par  te  point  de  contact  H  dea  deux  cercles;  elle  coupe  d'ailleurs  le 
cerele  inconna  en  S.  Or  la  tangente  OT  eat  moyenne  proportionnelle  entre  la 
tteante  enti&re  OH  et  aa  partie  ezt6rieure  03:  On  a  done : 


OT*  =  OHXOS,    on    (o  +  »)'  =  R(R— ^*)» 
on,  en  d^yeloppant  et  en  ordonnant^ 

fli» + 2  (R+ a)«— R^  +  <»*=  0- 
Onentira:  •=r— (R+a)±V(R+a)>-f(B»-a7; 

e«,  r&dalaant :  

»=-tR+a)dfcV2R(R  +  aJ. 


[IJ 


121 


[31 
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Discussio.v.  Ces  deux  racines  sont  ividemment  rdelles,  puisque  2R  (R  +  a) 
est  une  quantity  positive ;  et,  comme  a  est  plus  petit  que  R,  on  yoit,  k  ^inspe^ 
tiou  de  ]^6quation  [2],  que  Tune  d^elles  est  positive  et  I'autre  negative. 

La  solution  positive  s'  Ke  construit  avec  une  grande  facilit6  :  car  le  radical 
est  une  moyenne  proportionnelle  entre  3R  et  (R  +  a)>  c*est-&-dire  entre  BA 
et  DI;  il  est  done  6gal  k  BC.  Done  : 

«'=BC— BI. 

Done,  si  Ton  prend  BT=BC,  IT  sera  6gal  ka^  :w  sen  le  rayon  chercbi. 
Pour  avoir  le  centre,  on  6Uvera  en  T  une  perpendiculaire  TG  sur  AB,  et  on  la 
prendra  igale  k  IT. 

Quant  k  la  solution  negative  c*,  elle  est  ^gale,  en  valour  absolue,  k  BC+BI. 
Pour  rinterpr6ter,  remarquons  que,  si  on  la  disigne  par  (^a),  elle  doit  veri- 
fier r^quation  [1] ;  on  doit  done  avoir  : 

(a-a)«=R(R  +  2«),    ou    (a-a)>=R(R  +  2a).  [4] 

Or  c*est  ]k  pr^cis^ment  I'^quation  qu'il  eiit  fallu  6crire|  si  Ton  avait  voulo 
tracer  un  cercle  tangent  ext^rieurement  k  Tare  BC,  au  diamdtreet^  la  corde 
prolorig^s,  et  que  Ton  eOt  appel6  a  son  rayon  inconnu;  on  s*en  assure  aisement 
en  faisant  la  figure.  Ainsi  la  racine  negative  fournit  une  seconde  solution  du 
problftme;  et  pour  avoir  le  point  de  contact  Ti  du  nouveau  cercle  et  du  dia- 
mhtre  AB,  il  suffit  de  porter,  sur  ce  diam^tre,  k  gauche  de  B,  une  longueur  BTi 
^gale  &  BC. 

On  voit  qu'ici  encore  les  deux  rayons  IT=BG'— BI  et  ITt=  BC  +  BI  sont 
port^s,  k  partir  du  point  I,  en  des  sens  opposes,  comme  Tindiquent  les  signes 
dont  leurs  raleurs  sont  affect^es  dans  les  formules  [3J. 

II  est  Evident  que  les  points  T  et  Ti  sont  les  points  de  contact  de  deux  autres 
cercles  6gauz  aiuc  premiers,  dont  les  centres  sont  sym^triquement  places  au- 
dessous  du  diam^tre  AB,  et  qui  r^pondent  aussi  k  la  question. 

Si  Ton  veut  maintenant  inscrire  un  cercle  dans  le  segment  BIG,  on  trourera, 
par  des  raisonnements  analogues,  l'6quation 

(X— o)«=R(R-2ai),  [5] 

qui  differera  de  T^quation  [1],  et  qui  ne  pourra  pas  s'y  ramener  par  le  change- 
ment  de  signe  de  x.  Sans  entrer  dans  le  detail  de  cette  nouvelle  solution,  nous 
dirons  seulement  que  la  racine  negative  correspondra  au  cercle  tangent  ext^ 
rieurement  k  Tare  AC,  et  qu*on  obtiendra  les  points  de  contact  des  deux  cercles 
avec  le  diam^tre  AB^  en  dicrivant,  du  point  A  comme  centre,  une  demi-circen- 
f6rence,  de  rayon  AG. 

On  voit  que  le  probl^e  a  huit  solutions  foumies  par  deux  Equations  du  se- 
cond degr6. 

200.  PROBLftvE  V.  Partager  la  surface  d'un  cercle,  de  rayon  R,  en  moyenne 
et  extrime  raison,  par  une  cireonfdrence  coneentrique. 

On  pent  faire  deux  hypotheses  :  1*  la  surrace  comprise  entre  les  deux  circoo- 
ferences  est  la  moyenne;  2*  la  surface  du  cercle  inconnu  est  la  moyenne. 
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Dans  le  premier  cas,  si  Ton  dteigne  par  « le  rayon  du  cercle  cherch^,  l'6qua- 
Uon  du  probldme  est : 

tcR»      _ic(R»— a^ 

ou  (R»— «V=:RV.  [I] 

On  tire  deli:  R*— s*=R«y    ou    R*— «>=:— Rs. 

La  premiere  de  ces  deux  Equations  donne : 

r(— ldb\/5). 


x^ 


2 
et  laseconde^  qui  n*en  diff^re  que  par  le  signe  de  x,  donne : 


W 


«^^.  [3] 

Discussion.  Ces  quatre  racines  sont  ^gales  deux  k  deux  et  de  signes  coa- 
traires.  Mais  les  racines  negatives  n*ont  pas  de  signification  dans  cette  ques- 
tion gfom^trique;  elles  doivent  6tre  rejetees.  Quant  aux  racines  positives,  la 

R(i^5-l) 
•=-2- 

t$t  la  phu  grande  partie  du  rayon  R  divisi  en  moyenne  et  exlrime  raison : 
elle  Impend  directement  k  la  question  de  portage.  La  seconde, 

R(v/5-h). 

*- 2 ' 

tti  la  ligne  doni  la  moyenne  terait  R  dans  la  division  en  moyenne  et  extreme 
raison,  Cette  ligne,  plus  grande  que  R,  donne  une  solution  qui  ue  convient  pas 
au  probl^tne  tel  qu'il  a  6td  pos6.  Mais,  que  Ton  en  g^n^ralise  i*6nonc6  de  la 
mani^re  suivante : 

Constmire  un  cercle  concentnque  d  un  cercle  donni,  et  tel  que  la  couronne 
9oU  moyenne  proportionneUe  entre  les  surfaces  des  deux  cercles, 

Ce  nouTel  6noncc  n'exigera  plus  que  le  rayon  inconnu  soit  plus  petit  que  R. 
Si  on  le  suppose  plus  grand,  r^quation  nouvelle, 

ne  diffi&rera  pas  de  T^quation  [1];  et,  par  suite,  la  seconde  solution  conviendra, 
comma  la  premiere. 

Supposons  maintenant  que  ce  soit  le  cercle  inconnu  qui  doive  6tre  moyenne 
proportionneUe  entre  le  cercle  donni  et  la  couronne  :  P^quation  du  probl^me 
en  akna': 

!L^=:.-^L^      ou    «*+R»««-R*=0.  [41 

icir      n(R*— Of*)*  ^ 

On  pourrait  r6soudre  cette  Equation  bicarr^e  par  les  m^thodes  oonnues.  Maia 
^  nut  mieuz  poser : 

fl^sRy;  [5] 
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et  r^quatioD  devient,  Aprte  avoir  6tA  divls^e  par  R' : 

y»+Ry-R«=0;  [6] 

elle  est  identique  ayec  la  premidre  des  Equations  du  premier  cas.  Ainsi  la 
valeur  negative  de  y  doit  dtre  rejet6e ;  et  2a  valeur  positive  est  la  plus  grande 
partie  du  rayon  divis4  en  moyenne  et  extreme  raison.  Quant  au  rayon  z  du 
cerele  inconnu,  il  est,  d'apris  V^qttoHon  [5],  une  moyenne  proporHonneUe  entn 
le  rayon  du  eercle  donni  et  la  moyenne  y. 
On  construira  ais^ment  les  trots  solutions  de  ce  probl^me. 

i  IL  Problftmes  i  pluBieocB  inoonnues. 

S91.  Probl^mb  YI.  Cakuler  les  c6t^  de  Vas^gle  droit  d^un  triangle  rectangle, 
connaissant  Vhypotinuse  h  etla  hauteur  h  dbaissSe  du  sommet  de  I'angle  droit 
sur  Vhypotdnuse. 

Soient  a;  et  f  les  deuz  oOite  inconnus ;  le  thtor^me  de  Pythagore  donne  T^qiit- 

tion : 

■«»+y«=a*.  [1] 

xy     ah 
La  surface  du  triangle  a  pour  ezpreasions  ^  ^^  T  >  ^^^^  ^^  *  * 

xy  =  ah.  [I] 

En  doublantles  deux  membres  de  T^quation  [3],  et  en  I'ajoutant  ensi^te  h 

r^quation  [1],  on  a: 

«»+y*+2«y==a»+2afc|    ou    («+y)'s=a*+2afc; 

d*oa  rob  tire,  en  extrayant  les  racines  cairtes  des  deux  meoabres,  ee  qui  est 
permis,  puisqu'ils  sont  positifs : 

»+y=yo»+2ofc.  [3] 

Si,  au  lieu  d'addltlonntf  les  deux  Equations  membre  k  membre,  on  soastrait 
la  seconde  de  la  premiere ,  on  a : 

(•— y)«=a'— Mi; 

et|  eomme  on  peut  supposer  que  s  est  le  plus  grand  des  deux  cOt6s  cbereh^s,  on 
a^  en  extrayant  les  racines  : 

«— y=V^a'— 2aft.  [4J 

On  connalt  done  la  somme  [3]  et  la  difference  [4]  des  inconnues,  et  Ton  en 
conclut : 

iir=i(v^o»H-2a/H-v/a«—2ofc), 

1     ^ ^ 15] 

y=i(v^a»+2afc— V^a»— 2aA). 
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D1SCU8SIOH.  Poor  que  le  probleme  soit  posnble,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
nleurs  de  c  et  de  y  soient  rielles,  c'est-^-dire  que  I'on  ait : 

ii>2A,    ou    fc<?.  [6J 

808.  Remabqub.  Ges  in^galit^  [6]  n'exduent  pas  lee  dgalitds  limitee, 

a=2A,    fc=2; 

ear  Im  Taleura  de  •  et  de  y  restent  rtelles  et  poeitires,  dans  cette  hypoth^se. 
EUei  foumissent  done  les  solutions  des  deux  questions  suiTantes : 

1*  Parmi  Unu  Us  trianglet  rectangles,  de  hauteur  donnieh,  quel  est  eslui 
ios/  Phypotinuse  est  la  plus  petite  possible? 

Cast  la  triangle  dont  Thypot^nuse  est  ^ale  k  2J^.  H  eat  isoodle ;  car,  dans 
cecfts,  ' 

«=y=/iV^2. 

2*  Parmi  foti«  Us  triangles  rectangles,  de  mime  kypot^use  sl,  quel  est  celw 
dont  la  hauteur  est  la  plus  grande  possible? 

Cesi  Je  triangle  dont  la  liauteur  est  igale  &  -.  n  est  isoo^e;  car,  dans  ce  cas, 

298.  PBOBLftMB  VII.  Determiner  Us  eAtis  d'ltfi  triangU  rettsmgU,  ctrnnaU- 
mU  fa  surface  w?  et  son  pHimitre  2p. 

Soient  9^  y,  %  les  cdtis  du  triangle ;  %  itant  I'hypotdnase ,  on  a ,  d*apr^ 
rtooDc6  et  en  se  aerfant  de  propositions  tr^s-connues  : 

jr»=i^  +  y»,  [1] 

2in'=iry.  [3] 

Kn  multipliant  par  2  les  deux  membres  de  la  troiadme  6quation^  et  I'ljoutant 
essoite  4  la  premiere,  on  a : 

jf»  +  4m»=»»  +  y»  +  2«y,    ou   ji*  +  4»>=(»  +  y/.  [4] 

La  seconde  donne  d'ailleurs  T^uation : 

«  +  y=!^— jr;    d'oA    (»  +  y)«=(2p— jr)>.  [5] 

£n  4gala]it  Jes  denx  valenrs  de  («  +  y)*  foumies  par  las  ^quatloiis  [4]  et  [5] , 

OD  a : 

(2p— jr)«=jf«  +  4m«; 

ou,  en  efliKtuant  l'614Yation  au  earri  indiqu^edans  le  premier  membre,  puis  en 
iupprimant  le  terme  j(*  qui  est  commun,  et  en  divisant  les  deux  membres-par  4, 

ps_px=m*; 
tfoft  ron  dMuit:  %^tzJ!t.  M 
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P»is  r  teat  cautm,  las  iqaatians  p]  el  p]  font  eaonaltre  (»+»)  «*  *y 


r  e!>s  donnent : 


s  at  9  soat,  par  oom^qvcnt,  racmes  de  r^qiuiioii 


P 


Discrssa:^.  CooBe  b  valev  [S]  4e  s  daU€lia  pQnlife,riuiedes  eonditions 
daprabRswcst: 


JUfe>  cec^  ccc'£:ioa  ae  sofSt  pas ;  O  but,  aa  ootre,  qiw  las  Talems  de  '  et 
d?  y  iCtes;:  n^el  «s  et  pcsiiiTvsL 

Cr  :a  T-.4:.  a  Ttiispcctfce  lie  re«;Qat:c-a  qui  las  fiHmit,  qa*eUes  sont  pos- 
c  ^>^  s  <{:(is soiu  caaSte.  U saiSt  doae dczpcinar  qa'dles  aoat  iMlesy  c*e5t- 


.*  -^  *' .*  :  ,ja  a 


^  ■ 


^7,? t"i^>tX      a«      Cp>+«^>— Sp>a^>tl. 


Or  j»  ^c^fBknr  aumfira  pmtc  ^<z%  cott»i^r«  «^»w*"**  la  ffiflexcnee  de  dam  car- 
cesw  Ot'jf  i^K^iCj!;  iitarca-xt  <faae  4  ^ 


]Bi2:>  :«  Tntiawr  lattattr  aot  pvsUif  :  ft  ^n^  ^ik  ^ae  Toa  axi  : 

l^'*-«ii^— 5p-a\?>0.  p: 


am.5»fs  ^htvnr  :i»:$«{«irttl«»  piiuc  xa^.er  |r  ^imr  waa  vaZear  d»jaie  de  »,   oa  «i 

?v«Mr  4iw  »44tfuc  iimiwit  ii*  |K   Xja»  ^aeemfroas  ois  deax  rtsaHals  4  U  fois,  en 


?**«*•»'  ^  =  *  ^«  ^*^^^><^^''<S9  9«uraK^:a»,Bnu3]^rikaidanaeKalite;8;, 
v/T*«  >c«i^*«aat«  ?a«fn  w  m  «wiiiitt.^ai.fiMr<|Ktfla«iiatHfaitc, 


.-  ,    ,.    .*   *  x^,    j^  ,^  ^^,  ^_^ ^  ?«tt«w^  «Ba«fcdaaalasef.e 
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294.  RsHiRQUB.  Le  triangle  rectaDgie,  dont  le  pSrim^tre  est  2p  et  la  tu^ 
Um  fi'i  ii*est  possible  qpa  si  Ton  a : 

on  «Q  coDClut :        m<  'J^  ■  ■ ,    ou    m<p(Ji^i\^ 

V2  +  I  '* 

tt  P>m(v^5+l). 

Cei  in^galitfo  n'ezduent  pas  les  dgalitte  limitesy 

iii=p(i/2— 1),    p  =  m(v^  +  l); 

or,  dans  cette  hypothdse,  les  valeurs  des  inconnues  restent  rdelles  et  positives. 
KDet  foonissent  done  la  solution  des  questions  suivantes  : 

1*  Pormt  Ums  les  triangUs  reetanglet^  d$  mime  pirimitre  2p,  quel  est  ceM 
ieiU  Id  surface  est  la  plus  grande  possible? 

Castle  triangle  ^ont  la  surface  est  m'=p*(^2«  l)\  11  est  isoc^le;  car 

les o6tt8  de  Tangle  droit  sont  donnte  par  la  formule  :x=iy  =p  (2 -^  ^2)» L'hy- 

pottouse  J = 2p  (\^  —  1)  • 

3*  Parmt  les  triangles  rectangles,  de  mime  surface  m>,  quel  est  celui  dont  le 
firimitre  est  minimum  ? 

(Test  le  triangle  dont  le  p6rtm^tre  est .:  2p  =s  2m  (^  + 1)  •  H  est  isocdle;  cai 

ksoOttede  Tangle  droit  sont  donnds  par  la  formule  :  ap  =  y3sniv^.  Uhypo- 

\kBjmx=:%m, 

29A.  PaoBLfiMB  VIII.  Inserire  dans  une  sphire,  de  rayon  R,  un  cyUndre 
iontlaswrface  totale,  ycompris  les  deux  bases,  soit  iquivdlente  d  un  eercle, 
<2e  rayon  donn^m. 

Si  Ton  nomine  x  le  rayon  de  base  et  y  la  hauteur  du  cylindre,  U  g6om6trie 
foumit  imm6diatement  les  Equations  suivantes  :  ^ ' 

4^  +  |.  =  R%    2wi»  +  2«xi/=iim»;  [1] 

et  cette  demiire  devient,  en  supprimant  le  facteur  it, 

2«»  +  2a?y  =  m».  [2] 

On  dfiduit  de  [21 :  y= — 5; — ; 

et,  en  snbstituant  cette  yaleur  dans  la  premiere  Equation  [l],  on  a  : 

(ml:-2«2? 

^     ie»'  * 

cluttantles  dtoominateurs,  et  riduisant  les  termes  semblables^  on  obtient  Ti- 

^ution  biearr^  : 

20«*  —  (4m»  +  16R»)*»  +  m< = 0;  [3] 

d'oA  Ton  dMuit :  

^      (m»  4-  4R^)±  ^/(m»  +  4R7  -  bm\  ,., 

s^  =  - J5 •  l*i 

Alo.  B.  Iw  Parth.  *^ 
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at  par  suite,         •=  \ j^j ,  [I] 

DiBCiissioff.  A  laseule  Inapeciwn  de  r^qiiation  bicarrto  [3],  on  a'apei^oitqiN, 
d  lea  faleurs  de  x*  sont  rielles,  elles  soiit  toutpsi  deux  positives,  et  ellea  fbor- 
niisent  par  cons^queot  chacune  une  valeur  riclle  et  positive  de  s.  Mais  il  ne 
lafBt  pas  que  x  soil  reel  et  positif,  il  faut  aussi  que  y  le  soil;  par  suiie^  on  doH 
avoir : 

ms^2s'>0,    OU    •<-^  16] 

Le  probl&me  aura  done  autant  de  Mlut'ons  quMI  y  aura  de  valeuia  da  •  fonr- 
_  ea  par  la  formule  [S],  et  satisfaisNUt  a  ce:te  condition  [6]. 

Pour  que  le  probldme  soil  possible,  il  faut  d*abofd  que  laa  valenra  de  •  ioiiat 
rtelles;  il  suffit,  pour  eeta,  oomme  nous  Tavons  dit,  que  eailea  4e  i^  to  lOieat; 
CO  qui  eiige  settlement  l*inigalit6  : 

ou  (m'  +  ^R'  — m>>^)(m*+4R'-f-«*^)>0. 

Or  le  leoond  ftcteur  est  positif ;  il  fkut  dono  que  Ton  ait : 

m«  +  4R*— «»V5>0- 
d'ou  m^<-i£L      oa  tii« < R» ( V5  +  !)•  PI 

Gette  eondition  itant  reroplie,  la  plua  petite  valeur  de  •  convlent  toojoun  i 
la  quiftion;  oar  aUe  satisfait ,  en  outre,  4  TinigalitA  [6],  e'estpMin  que  Ton  a : 

in»  4. 4R«  —  V  (m'  +  4H'>*  —  hm*       w? 
Ott,  en  ohassant  les  ddnominatears,  et  trantposant : 

Et,  en  effet,  ai  m  est  plus  grand  que  R,  oelte  in4gaUt4  ett  Avidentn.  Si,  ao  ooo- 
traire,  m  est  plus  petit  que  R,  les  deux  membres  4tant  poaitifiix  il  eat  permlsde 
les  41ever  au  carr4  (••A),  et  rin4galit4  devient : 

16(R'-2RHii3  +  «i^  <  16R<+6R'm*+m«— MS 

ou  30iii«— 40R<m^<Oi    d*o6   iii«<2R's 

oe  qui  est  vrti.  U  probUme  a  done  toujown  ime  $ohaion,  di$  qui  la  wndi' 
H(m[l\  estvirilUe. 
Pour  que  la  plus  grande  valeur  de  »  convienne  ausaiy  il  fuit  que  Tob  ait  de 

mAmtt  

m«  +  4R«4-^(m«-f  4KV  — Sm*  ^  m« 
10  ^T* 

ou,  en  ohasstnt  lea  dtoominatenrs  et  r4duisant : 

■ 

V(m«  +  4RV-6m«  <  4(iii*  —  R«). 
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Oriim  ett  moindre  que  R,  cette  inigalit^  est  impossible,  at,  par  coDsftquent, 
ia  seeoode  solution  n'ejible  pas.  Si  m  est  plus  grand  que  R,  les  deux  membres- 
derin^alit^  itant  positifs,  on  peut  les  61ever  au  carr6;  ilTieot  aiosi  : 

(iii'  +  4R')>— &i>»*<16(m>^R<p*»    d*o4    in?>lR». 

II  f out  done^  pour  qu'il  y  ait  deux  tolutiom,  que  m>  soil  ampris  entre  2R* 

296.  Rbhabqifi.  On  peut  se  rendre  eompte,  de  la  mani^re  suiTante,  de» 
rtolists  que  nous  vaoons  d'obtenir. 

L'Aquatioo  [2],  lorpqu'on  y  remplace  y  par  sa  Taleur  positive  tirte  de  [1] , 
donae,  povr  expression  de  la  surface  totale  du  cylindre  Insorit  dans  la  sph&re : 

vm?=29x  (»  +  2>/R»— fl^). 

Si  I'on  smnine  les  yaleurs  success  Wes  par  lesquelles  passe  oette  sur&ot' 
lonque  le  rayon  s  de  la  base  augmenie  depuis  0  jusqu'au  rayou  R  de  la  sph&re, 
oo  foit  qu*eUe  est  Bulle  pour  csO;  puis,  qu'elle  augmente  avec  •  jusqu'i  une* 

limite  que  le  calcul  fait  connatire,  et  qui,  d*apr&8  ce  qui  pricMe,  est  icR'(  VS^+  l)r 
ianlenr  de  m,  qui  foumit  ce  maiimum,  est,  d*aitleurs  : 

IHiis,  loreqoe  m  augmente  jusqo'i  R,  la  surface  dixninue  jusqu'ii  ia  Taleur  2icRV 
qni  correspond  au  cas  oik,  la  hauteur  6tant  nulla,  le  cylindre  se  riduit  i  se» 
deni  liases  qui  sunt  deux  grands  cercles.  Or,  en  augmentant  depuis  s6ro  jus* 
qu'au  maximum y  pour  diminaer  depuis  le  maximum  jusqu'^  2icR',  il  est^Ti- 
dent  que  la  surface  du  cylindre  passe  deux  fois  par  toutes  les  Taleurs  com- 
prises entre  le  maximum  et  2«R',  et  une  seule  fois  par  celles  qui  sont  moindrea 
que  2%K\ 

807.  Quelques  problim^s  sont  considirablement  simplifi£fr 
par  UD  choix  habile  de  Tinconnne.  En  yoici  deux  exemples : 

PaoBLiHE  IX.  Trouver  quaire  nombres  en  proportion ,  eonnaiuant  la  somme 
det  moyens  2s,  la  sotiifiie  der  extrimes  2sf,  et  la  tomme  des  carrU  dee  qtiolrr 
Urmu  4<f . 

Prenons  pour  inconnue  le  produit  m  des  moyens;  leur  somme  6tant  2«,  lis 
sont  (•!•)  radnes  de  I'iquation  : 

•t  ^ux,  par  consequent ,  k 

Comma  le  produit  des  extremes  est  ^gal  au  produit  des  moyens,  on  forra, 
de  la  m6me  mani^re,  que  les  extrftmes  sont : 


En  fbnnant  la  somme  des  carrfa  de  ces  quatre  expressions,  on  troaTO  : 

4^  +  4i^  — 4«; 
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r^quation  du  probl^me  est  done : 

4,i  +  4i^-.4af=r4^. 

On  dMuira  de  Hi  la  Taleur  de  S|  et,  par  suite,  les  quatre  teimes  de  la  propor- 
tion, qui  sont,  tout  calcul  fait : 


Rekuiqob.  II  est  naturel  de  prendre  pour  inconnue  le  produit  des  moyens, 
parce  que  ce  produit,  pour  cheque  proportion,  n'admet  qu'une  seule  valeur.  Si 
Ton  cherchait,  par  exemple,  4  determiner  un  des  moyens,  on  devrait  les 
trouver  tons  les  deux  par  le  mdme  calcul ;  car  rien  ne  les  distingue  dans 
r6noncd.  L'^quation  serait  done  au  moins  du  second  degri. 

Pour  que  le  probldme  soit  possible,  il  faut  qu*on  ait: 

SOS.  Probl^me  X.  Trouver  une  proportion,  connaiuant  Ut  lomme  4s  dt 
ses  termes,  la  somme  4q^  de  leurs  earrit,  et  la  somme  4e*  de  lean  cubes* 

PrenoDs  pour  inconnues  la  ditT^rence  4x  entre  la  somme  des  eztrdmes  et  li 
comme  des  moyens,  et  le  produit  y  Jes  extremes;  disignons  par  a,  6,  t,  d,  les 
quatre  termes  de  la  proportion;  nous  aurons  : 

J«-fd  +  c  +  b=4#,  ., 

Ontiredeli:  \tl^^V'^^'  W 

Comme  Ton  a:  ad-=y,    bc=y,  [3] 

on  en  d6duit  (tft#)  pour  a,  5,  e,  d,  les  valeurs  : 

« 

a  =  «  +  «+ v^  («  +  «;»— y, 


asf  +  ap  — |/(A-f-g)^— y, 
e=i — «—  ^(«  — »)*— y- 


m 


La  somme  des  quatre  carr6s  est,  comme  on  le  calcule  Ikcilement : 

8(f'  +  »»)-4y; 
et  la  somme  des  quatre  cubes  est : 

lfif(«»  +  3af)— 12<y; 
ee  qui  fournit  les  Equations : 

8  (*»  +  *«)  —  4y  =4q*, 

en ,  en  divisant  par  4  les  deux  membres  de  chacune  d'elles,  et  en  tmnsposant '. 

1    2«»- y  =^-2i»,  ,, 

f  12tt^— 3iy=c»-.4s».  ^  ^ 
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En  r^lvant  ces  deux  Equations*  on  trouTe : 

et,  si  Ton  subititue  lea  valeurs  de  a;  et  do  y  dans  les  fonnules  [4],  on  obtient 
ies  qoatre  tennes  de  la  proportion. 

EXERCICES. 

I.  Un  Toyageur  part  d'un  point  B,  pour  aller  vers  un  point  G,  en  mfime  tem^a 
qu'un  autre  Toyageur  part  de  G  pour  aller  vers  B.  Ghacun  d*6ux  marche  avec 
ttoe  Titesse  constante.  Ges  deux  yitesses  ont  un  rapport  tel,  que  le  premier 
irrive  en  C  quatre  heuiea  apr^s  qu'ils  se  soot  rencontr^Si  et  que  le  second  ar« 
rive  en  B  neof  henres  aprta  cette  rencontre.  On  demande  quel  est  le  rapport 
des  Titesses. 

Si  Ton  d^gne  par  «  et  par  y  les  deux  yitesses,  par  d  la  distance  BG,  et  par  x 
k  distance  du  point  B  an  point  de  rencontre,  on  trouye  les  Equations  : 

jg_d  — js     d  — 1_^      s_ 
i^lT'    "IT"  —  *'    y"*' 

etroaentire:  ~'=6* 

y     I 

II.  Trouyer  un  nombre  de  deux  chiffres,  tel  que,  divis^  par  le  produit  de  ces 

deax  chlffres,  U  donne  pour  quotient  5-;  et  que,  si  Ton  en  retranche  9,  on 

obtienne  le  nombre  renyers^ 
Le  nombre  est  32« 

lU.  TrouTer  un  nombre  de  trois  chiffres,  tel  que  le  second  chiffre  soit  moyen 
proportionnel  eutre  les  deux  autres,  que  le  nombre  soit  It  la  somme  de  ses 
cliiffres  comme  124  est  1  7,  et  qu'en  lui  ajoutant  594,  on  obtienne  le  nombre 
ienyers6. 

Le  nombre  est  248. 

lY.  Trouyer  cinq  nombres,  en  progression  par  diffi§rence,  connaissant  leur 

somme  ba  et  leur  produit  p^« 

On  trouTe  que  le  terme  du  milieu  est  igal  k  a,  et  que  la  raison  y  est  donnie 

par  r^quation  : 

4ay<— 5aV  +  a*-^p^  =0. 

Y.  Trouyer  quatre  nombres,  en  progression  par  difT^rence,  connaissant  leur 

•omme  4a  et  celle  de  leurs  inyerses  r. 

0 

Kq  repr^sentant  les  quatre  termes  par  » — 3y,  ff— y,  •+yi  v  +  3y,  on 

trouye  que  «=a,  et  que  y  est  dooni  par  T^quation  *. 

9y*+10a(25- a)y»  +  a*— 4a»5=:0. 

VI.  lienor  d'un  point  A,  a  un  cercle  G,  une  s6cante  de  longueur  donn4e  ), 
et  chercher  les  conditions  de  possibility.  On  donne  la  distance  a  da  point  a« 
centre,  et  le  rayon  R  du  cercle. 
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En  d^signant  par  y  la  perpendiculaire  abaissie  de  rextrlmit^  de  la  atanii 
«ttr  le  diamitre  qui  passe  par  le  point  k,  et  par  s  la  dutance  du  pied  de  ctUe 
Iterpeudiculaire  au  centre,  on  truuye  : 

R»  +  o»^y       ,_(a-fR-|-I)(tt4-R  — na-l-R  — tt)(t-fg— R) 
*-        25        '     ^—  4^  ^' 

Let  conditions  da  possibility  sont :  si  le  point  A  est  ezt^eur  au  eerde, 

{<a  +  R,    l>a— R; 
«t  si  le  point  est  int6riear, 

l<K  +  a,    I>R  — a. 

Yll.  On  salt  que,  6tant  donnas  un  point  A  et  un  cercle,  dont  le  centre  eil 
an  O  et  doiit  le  rayon  est  R,  on  nomme  polaire  du  point  A  une  perpendiculaire 
ItOA,  men6e  par  un  point  X  de  cette  droite,  tel  que  OXxOA=R'.  Cela  pos^, 
deux  cercles,  de  rayon  R  et  R',  ^taot  donn6s,  on  dernande  si  un  point  M  de  leor 
plan  peut  avoir  m6me  polaire  dnn^  Tun  et  dans  Tautre. 

n  faut,  pour  cela,  que  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas;  et»  si  cette  condition 
est  remplie,  en  d6signant  par  d  la  distance  des  centres,  on  trott?e,  pour  U 
distance  du  p6le  au  centre  du  cercle  R, 


2d  • 

ym.  fitant  donnte  une  sphere,  de  rayon  R,  on  propose  de  la  couper  par  un 
plan  tel,  que  le  plus  petit  des  deui  segments  sph^riquea  ainsi  obtenus  soitau 
edne  de  m6me  base,  qui  aurait  pour  soinmet  le  centre  de  la*sphdre,  dans  on 
rapport  donn6  m. 

On  trouYC  que  ia  hauteur  du  segment  est  donnde  par  les  formulas  : 

.-.A »3(m+l)-v/fm4-  l)^m-<-9) 

'  2(m  +  l) 

IX.  Mdme  probl^me,  en  supposant  que  le  c6ne  ait  pour  sommat  reztr6oiti 
du  diam&tre  perpendiculaire  k  ia  base  commune,  situte  dans  la  plus  grand 
segment. 

^    ♦  ^  „  4m  +  3  —  )/Hm  +  9 

Ontrouve:  ssO,     c^R — ^~ — .   .      '    . 

2(m+l) 

X.  fitant  donnde  une  sphere,  de  rayon  R,  la  couper  par  un  plan  tel,  que  Is 
plus  petite  des  deux  zones  ainsi  d^termin^es  soit  4  la  surface  lat^rale  du  c^e 
de  mfime  base,  qui  aurait  pour  sommet  le  centre  de  la  sph&re,  dans  un  rap- 
port donni  m. 

On  trouTe,  pour  la  hauteur  de  la  zone 

2m«R 


«=0,      x= 


m'i-4' 


XI.  M6nie  probldme,  en  supposant  que  le  cdne  ait  pour  sommet  reztr^miti  da 

diametro  perpendiculaire  k  la  base  commune,  situee  dans  le  plus  grand 
aitent. 
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OntrouTe:  »^0,    *=R  , -2--^. 

in* 

III.  Partager  UQ  trapeze,  dont  le^  bases  sonta  et  b,  en  trois  parties  propor- 
tioimelles  k  m,  n,  p,  par  des  parallfeles  aux  bases. 
Ea  dtsignant  par  s  et  par  y  les  longueurs  des  de»  paiall^Ies,  on  trouye  : 

fn  +  p)  fl^4-mb»      ^  _  C2l+j!!Lt!il^ 

m'i'n-{'p      *      "^  m+fi  +  p     * 

niL  Inscrire  dans  uq  cercle  de  rayon  R,  un  triangle  isocUe,  connaissant  la 
somme  a  de  la  base  et  de  la  bauteur. 
En  dteignant  par  x  la  moiti6  de  la  base,  et  par  y  la  bauteur,  on  trouye  : 


_2  (g— R)  =t=  V^4R»  +  2ttK  —  tf              _a4-4R=T:2  A.'^'  +  aqR  —  o^ 
'-  5  '         ^ 5  ' 

IHseoter  et  constniire  ces  solutions;  dire  quelles  sent  les  conditions  de  pot* 
sflvQit^  et  dane  quel  cas  il  y  a  une  ou  deux  solutions. 

XIT.  Un  qoadrilatdre  ABCD  6tant  donn^,  on  propose  de  construfre  un  second 
qoadrilatftre  K'^dy,  dont  les  cOtis  soient  respectivement  parall^Ies  aux  cflt^ 
da  premier,  ^gaiementdistants  de  ceuz-ci,  de  telle  sorte  que  Taire  comprise 
eotn  les  perimfttres  des  deux  polygenes  soit  ^quivalente  i  un  carr6  m>. 

On  suppose  que  le  quadrilat^re  A'B'Ciy  enveloppe  A  BCD;  si  l*on  d^signe  par 
^  le  p6rimetre  du  quadrilat^re  donii^,  par  s  la  somme  des  cotaiigentes  des 
deml-angles  de  ce  quadrilat^re,  et  par  x  la  distance  des  cdt6s  parall^les,  on 
trtrnve  T^uation  : 

»«*  +  2p«  —  m»  ^0. 

Discuter  oette  solution.  Examiner  si  la  racine  negative  pcut  sMnterpr^ter^  en 
supposant  que  le  quadrilat^re  A'B'G'D'  est  interieur  au  qu ad ri latere  ABCD. 

XV.  Etant  donn^  un  qercle,  de  rayon  R,   et  un  autre  cercle,  de  rayon  —9 

tangent  int^rieurement  au  premier,  on  propo<«e  de  tracer  un  troisidme  cercle, 
tangent,  k  la  fois,  aux  deux  autres  et  au  diam^tre  qu*  joint  leurs  centres. 

En  dSsfgnant  par  x  le  rayon  du  cercle  cbercbS,  el  par  y  U  distance  du  centn 
dn  premier  cercle  au  point  de  contact  du  diam^ire  et  du  cercle  inconnu,  on 
trouYe: 

1.  4fiw  — 1)„  3  — m_ 

T  «=0,  ysr:     R. 

IHseuter  et  construire  les  solutions. 

XVI.  Calculer  les  trois  cdtfes  «,  y,  s  d'un  triar^le*  sacbant  que  les  yoHimes 
dferits  par  le  triangle,  en  tournant  autour  'le  chacun  d*eux,  sont  Equivalents 
MX  volumes  de  trois  spbires,  de  rayons  a^  p,  y. 
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On  trouve  les  relatioiis :         a*  «= p'y  r=  y% 
9t,  par  suite, 


I6a» 


(a*      «»      o*\    /a»      a*       a*\    /a*      a*      a*\   /a'      «•      •c*\' 
5  +  pi+?J  U'*'P*"?/  U'"*"?""?^/ V?"*"?""?/ 

•t  deaz  autres  formules  analogues  pour  y'  et  %K 

XVII.  Inscrire  dans  une  sphere,  de  rayon  R,  un  cylindre  dont  le  yolume  soil 
bivalent  k  la  somme  des  segments  sph^riques  qui  ont  m6me  base  que  lui. 

En  distgnant  par  x  le  rayon  de  base  du  cylindre,  et  par  y  la  bauteur  de  Ton 
des  segments,  on  trouYO  : 

2 


!•  «'=-;r->      y=       o      ^ 


2*  «=0,  y=0. 

Gonstruire  la  solution. 

XYIII.  fitant  donn6  un  cercle,  de  rayon  R,  on  m&ne,  par  un  point  G  de  son 
plan,  une  tangente  k  ce  cercle,  et  Ton  fait  tourner  k  la  fois,  autour  du  dia- 
mMre  qui  passe  par  le  point  C,  la  tangente  et  la  demi-circonf6rence.  On  de- 
mande  de  determiner  le  point  C,  de  telle  sorte  que  la  surCace  conique,  et  la 
zone  de  m6me  base  qu*elle  enveloppe,  soient  dans  un  rapport  donn6  p. 

Si  Ton  d^signe  par  x  la  di&tance  du  point  G  au  eentre,  et  par  y  la  distance  fta 
centre  4  la  base  commune,  on  trou?e : 

!•  »  =  (2p-l)R,   y=5^y; 

T  ap  =  R,  y  =  R. 

Disouter  oes  solutions. 


CHAPITRE  V. 


QUELQUES  QUESTIONS  DE  1IAXI!I1UJII  ET  DE  MINIHUII. 

889.  D^FiNinoNS.  line  quanliti  x  est  variabk  inddpendanU^ 
lorsqu*on  peat  lui  donner  arbitrairement  des  valeurs  quelcon- 
ques.  line  expression  aig^brique  y  est  dite  fonctian  de  la  yaria- 
ble  9f  lorsqu'elle  en  depend  de  telle  sorte,  que,  pour  chaque 
valeur  de  x^  fiile  prend  une  valeur  unique  et  d6termin6e. 

SOO.  YaRIATZONS,  maximum  et  minimum  d'uNE  FONCnON.  LOTS' 
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qQ*on  fait  crottre  ia  valear  attriba£e&  x^  par  degr^s  insensibles, 
la  ?aleur  de  la  fonction  varie :  mais  elle  peut  6tre  tantdt  crois- 
sante  et  tantdt  dicroissante.  Lorsque  la  fonction  cesse  de  croflre 
pour  commencer  h  d^crottre,  on  dit  qu'elle  passe  par  un  maxi* 
mm:  lorsqu'elle  cesse  de  d6crottre  poor  commencer  h  crottre, 
on  dit  qu'elle  passe  par  un  minimum. 

Nous  n*avons  pas  k  exposer  ici  les  niithodes  gin^rales  qu'ou 
emploie  pour  determiner  les  maiimums  et  les  minimums  des 
fonctions ;  ces  m^thodes  trouveront  leur  place  dans  la  seconde 
partie.  Notre  but  est  seulement  de  montrer  comment  la  discus- 
sion de  certains  probl^mes  du  second  degrS  fait  connattre  des 
limites  que  les  fonctions  ne  peuvent  pas  francbir.  Lorsqu*on 
cberche,  en  effet,  k  rendre  uno  fonction  ^gale  k  une  quantit6 
donnie,  le  probI6me  n*est  ordinairement  possible  que  sous  cer- 
taines  conditions.  II  faut,  dans  la  pi u part  des  cas,  que  la  quan- 
tity donn^e  soit  comprise  entre  cerlaines  limites  que  la  discus- 
sion determine,  et  qui  indiquent  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  que  puisse  prendre  la  fonction.  Nous  avons  dtjk  ren- 
contre quelques-uns  de  ces  probl^mes  dans  le  chapitre  prece- 
dent (291,  205,  29S).  Nous  en  donnerons  ici  quelques  autres 
examples. 

S  1.  Haximam  ou  minimum  d'une  fonction  d*ane  seule  Tariable 

ind^pendante« 

501 .  Probl&me  I.  Partager  un  nombre  donni  2a  en  deux  par* 
tiesdont  leproduUsoU  maximum, 

Gbacune  des  parlies  etant  plus  petite  que  2a,  le  produit  ne 
pent  atteindre  le  carre  de  2a;  il  y  a  done  un  maximum. 

Designons  par  a;  Tune  des  parlies;  Tautre  sera  {2a— x),  et  le 
produit  sera  x  (2a— x).  Gberchons  k  rendre  ce  produit  egal  k 
Qoe  quanlite  donnee  m,  en  posant ; 

X  {2a — x)=:m, 

ou  x^ — 2(M?-|-m=0.  [1] 

II  &udra,  pour  cela,  que  Ton  prenne  : 

0?=  a  ±:  yja*—m.  [2] 

Or,  pour  que  le  problfeme  soit  possible,  il  faudra  que  les  va- 
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leurs  de  x  soient  rfielles,  c*est-i-dire  que  m  ne  soit  pas  sup^ 
lieur  k  a\  Si  done  on  pent  prendre  a*  pour  valeur  de  m,  ce  sera 
le  maximum  du  produit.  Or,  si  Ton  suppose  m  =a%  la  for- 
mule  [2]donne,  x=a;  et  par  snite,  2a — x=a.  Ces  solulions 
sont  acceptables ;  done,  pour  partager  un  nombre  en  deux  pariies 
dont  Is  produit  soil  maximum^  U  faut  le  partager  en  deux  partiei 
igalet. 

n  n'y  a  pas  de  minimum;  ear  on  peut  donner  it  mune  vakur 
quelconque  inf^rieure  &a*;  il  y  aura  toujours  une  solution. 

On  peut  d6montrer  direetement  ee  th^orfeme.  Reprisentons 
Tune  des  parties  par  (a — s),  Tautreest  (a-j-s);  et  leur  produit 
{a^z)  {a+z)y  00  (a^—z^)^  lonjours  inKrieur  ii  a*, est  d'autant 
plus  grand  que  z*  est  plus  petit.  Le  maximum  eorrespond  done 
au  minimum  de  sf^  e'est-2i-dire  au  eas  oii  ji?  =0,  c*e8t-ii-dire  oft 
ehaque  partie  est  ^gale  k  a. 

On  voit  d'ailleurs  ais^ment  que  le  produit  est  nul,  quand  le 
premier  Taeteur  est  nul ;  qu*il  augmente  avec  ce  factcur  jus- 
qu*au  maximum,  et  qu'il  diminue  ensuite  et  redevient  nal| 
quand  ce  facteur  devient  6gal  k  2a. 

808.  Ce  problime  foumit  la  solution  des  questions  suivantes  : 

1«  Parmi  tous  let  rectangles  de  mime  pMtnitre  2p,  quel  est  celui  dent  le 

surface  est  maximum? 
La  somme  de  la  base  et  de  la  bauteur  est  oonstante  et  6gale  kp;  done  Taiie, 

qui  se  mesure  par  leur  produit,  sera  maximum  loraque  les  deux  longueurs  seront 

^ales.  Le  rectangle  maximum  est  done  le  carr6  dont  le  c6t&  est -p. 

2"  Parmi  les  triangles  de  mime  pirimitre  2p,  et  de  mime  base  e.,  qed  est 
edui  dont  la  surface  est  maximum? 
L'aire  du  triangle,  dont  les  trois  cdi6s  sont  a,  b,  c,  est : 


8=>/p(p— o)  {p'-b)(p'-c); 

die  atteint  son  maximum  en  m^me  temps  que  S>.  Or  les  ikcteurs  p  et  (p  —a) 
4tant  constants,  on  peut  les  supprimer,  et  se  borner  k  determiner  le  maximum 
du  produit  (p —  h)  (p  —  c);  car  ce  dernier  produit  augmente  et  diminue  avec  le 
premier.  Or  la  somme  des  deux  Tacteurs  (p — b)  et  (p  — c)  est  constante  et 
^gale  k  a;  done  le  produit  sera  maximum  si  les  deux  fiicteurs  sont  6gaux,  on 
li  b^e,  c*est-lk-dire  si  le  triangle  e^t  isocble. 

503.  Prodl^me  II.  D^xomposerun  nombre  p*  en  deux  facteun 
positifs  dont  la  somme  soit  minimum. 

Je  dis  que  la  somme  sera  minimum,  quand  les  deux  nombres 
seront  ^gaux  k  p.  Gar  on  yient  de  d^montrer  (501)  que,  si  la 
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somme  de  deux  nombres  est  6^a1e  k  Sp,  leur  produit  ne  peut 
sorpasser  p*,  c*est-^-dire  leciirr^  de  la  demi-somme.  Done,  si 
cette  somme  est  moindre  que  2p,  le  produit  ne  peut  atteindre 
p^  Par  consequent,  pour  que  le  produit  soit  6gal  kp\  il  fautque 
la  somme  soitaumoins  igale  h  tp.  Done  2p  est  le  niiniinuin  de 
la  somme  de  deux  nomhres  dontle  produit  est  p*.  De  \k  ce  thio- 
r^me  :  Pour  dicomposerim  nombre  en  deux  facteurs  dont  la  somme 
soU  minimum^  il  faut  le  decomposer  en  deux  facteurs  igaux. 

Oq  peut  appliquer  &la  resolution  de  ce  probl^me  la  m^lhode 
du  D*  501.  D^signonSy  en  eCTet,  Tun  des  facteurs  par  x\  Tautre 

«rap  et  leur  somme  sera  (a?  +  ^j.  Cherchons  &  rendre  cette 

somme  ^gale  k  une  quantili  donnte  m^  en  posant : 

rc-|-^=^»    ^^    re"— f?w?+p's=a0,  [1] 

0  taadra,  pour  cela,  queFon  prenne : 


Or,  poor  que  le  problems  soit  possible,  il  Taudra  que  les  valeurs 
dejesoientr^elles,  c'est-^*dire  que  m'soit  au  moins  igal  k  4p* 
Si  done  on  peut  prendre  m*=^kpF^  oum=2p  (car  il  s'agit  de 
iK)mbre8  positifs),  2p  sera  le  minimum  de  la  somme.  Or,  si 

Ton  pose  m=2py  la  formule  [2]  donne  0?  =  -^,  ou  9=  p.  Cette 

flolulion  acceptable  conduit  au  th^or^me  6nonc6  plus  hauL 
D  n'y  a  pas  de  maximum  :  car  quelque  grande  que  soit  la 

valenr  attribute  im,  d&squ*elle  surpasse  2py  le  problems  est 

toujours  possible, 
^si  la  somme  des  deux  facteurs,  d'abord  trfts-grande  qnand 

*^t  tr^petit,  diminue  quand  a;  augmente,  jusqu'au  mini- 

tnam  2p;  puis  elie  augmente  ind6fiuiment|  quand  x  crolt  ind6- 

fcimenu 

^04.  G«  probldme  foarnit  la  solotion  de  la  qnestion  snfTante  : 
f<^mi  lottf  i^  rectangles  de  mime  surface  m\  quel  est  celuidontlepirimHre 
***  wintmumf  On  trouTera  ais^ment  que  c'est  le  carrt  dont  le  cflt6  est  i. 

•••.  PaoBUMB  III.  Inserire  dans  un  triangU,  donilahaseesth  et  la  hoH- 
*^  \  i&n  rectangle  dont  la  surface  soU  moMimuw^ 
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Pour  inscrire  un  recUngle  dans  un  triangle,  on  m^ne  une  parall^le  queU 
conque  It  la  base,  et  par  les  points  od  elle  coupe  lea  deux  autres  c6t^y  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  la  base.  Or  un  comprend  que,  si  la  paraU^ 
est  men^e  dans  le  yoisinage  du  sommet,  la  surface  du  rectangle  est  trds-petite; 
que  cette  aire  augmente  jusqu*&  une  certaine  limite,  k  mesure  que  la  parai- 
li\e  8'61oigne  du  sommet;  mais  qu'elle  diminue  ensuite  jusqu*4  z^ro,  lorsque 
la  paraU&le  se  rapproohe  Ind6finiment  de  la  base.  La  surface  a  done  uo 
maximum. 

D^signonspar  »  la  bauteur  et  par  y  la  base  du  rectangle  (parall&Ies  reipecti- 
yement  A  la  hauteur  et  k  la  base  du  triangle) ;  et  cberchons  k  rendre  la  surface 
^gale  k  une  quantity  donn^e  m,  en  posant : 

«y=«.  [\] 

La  gtom6trie  foumit  ais^ment,  entre  les  deux  variables  c  et  y,  la  relation : 


b         h 

qui  permet  d*6Uminer  y  de  Tiquation  [1].  On  a  ainsi: 

hx  [h-x)     ^ 
n 


[3] 


Au  lieu  de  rSsoudre  cette  Equation,  et  de  discuter  les  conditions  que  doit 
remplir  m,  pour  que  w  soit  r^el,  on  pent  remarquer  que  le  maximum  de  Tex- 
pression  [3]  a  lieu  en  mftme  temps  que  celui  du  produit  s{h^  s),  qui  n*eD 

diff^re  que  par  le  focteur  constant  r.  Or  les  deux  facteurs  w  et  (^--c)  ont  une 

somme  constante  h  :  done,  s*il  est  possible  da  les  rendre  ^ux,  on  obtiendia 
ainsi  le  maximum  cherch6.  Or,  pour  rendre  ces  facteurs  6gaux,  il  faut  poser 

c=  ^ ,  et  par  suite^  y  =  -.  Ces  valeurs  sont  acceptables.  Done,  pour  intcrire 

dans  le  triangle  un  rectangle  tnasnmum^  U  faut  mener  la  paraUile  d  la  batt 
par  le  milieu  de  (a  hauteur,   D'aiileurs  la  surface  de  ce   rectangle  est : 

cy  =  -r.  EUe  est  la  moiti6  de  celle  du  triangle. 

806.  PROBLfiiiB  IV.  Cireonterire  d  unetpfUre  donn^e,  de  rayon  B,  unc^ 
dont  le  volume  toil  minimum. 

Pour  circonscrire  un  cOne  quelconque  k  une  sphere,  on  consid^re  un  grand 
cercle;  on  trace  un  de  ses  diam&tres,  puis  la  taogente  k  Tune  des  extrSmitis 
de  cediamMre,  et  une  tangeote  quelconque  que  Ton  prolonge  jusqu*4  la  pre- 
miere d'une  part,  et  jusqu'au  diam&tre,  de  I'autre.  Puis  on  fait  tourner  autoar 
du  diam^tre  lademi-circonf(§renceetle  triangle  form6  par  ces  trois  droites; 
ce  triangle  engendre  le  cdne. 

Or  on  YoitaisSment  que,  lorsque  la  seconde  tangente  est  k  peu  prds  paral- 
Ihle  k  I'axe,  le  volume  du  cdne,  dont  la  hauteur  est  tr&s-grande,  est  lui-mdme 
eztrdmement  grand ;  qu'k  mesure  que  la  tangente  s'incline,  le  volume  diminui 
jusqu*&  une  certaine  limite;  et  qu'il  crott  ensuite  ind^finiment,  lorsque  la  tan- 
gente mobile  tend  k  devenir  parallMe  k  la  tangente  fixe,  parce  qu'alors  la  hue 
CTott  ind6finiment.  Le  volume  a  done  un  minimum. 
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Poor  le  d^terminer^  dteignons  par  9  U  hauteur  da  cdne,  et  par  y  le  rayoD 
de  n  base;  «t  chercbons  i  rendre  son  volume  ^gal  k  une  quantitd-  doimte  », 
eaponnt : 

|icy>»sni.  [1] 

La  gfom^trie  founit  ais6inent,  entre  les  variables  «  et  y,  la  relation.: 

f=-==.^=,     ou    yfe-— _,  [J] 

'^      V«{ap— 2R)  •  — 2R 

qui  permet  d'^liminer  y  de  I'iquation  [1].  On  a  ainsi : 

On  poorrait  r^soudre  eette  Equation,  et  discuter  les  conditions    de  possibility 
da  probl^me  :  on  en  ddduirait  le  minimum  de  m.  Mais  11  est  plus  simple  de 

remarquer  que,  leftcteur-icR>  ^tant  constant,  on  pent  le  supprimer,  et  que 

le  minimum  de  Texpreasion  [3]  a  lieu  en  m£me  temps  que  celui  de  Texpression 

— r^-.  Or  le  minimum  de  cetle  demlire  correspond  au  maximum  de  Texpres- 

.  ,  »-aR 

swjn  renversee        >    . 
D'tilleurs,  on  a  identiquement : 

g— 2R _  1   /i_^\_l     ?R    /'i      2R\ 

et  I'on  voit^  qu'abstractionfaitedufacteur  constant—,  le  produit —  ( 1 ) 

se  compose  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante  et  6gale  &  1.  n  sera 

done  ma^dmum  quand  les  deux  facteurs  seront  6gaux  &-,   c'est-^-dire  quand 

OD  aura  «-=4R.  Gette  yaleur  de  «  est  acceptable  :  car  »  peut  varier  depuis  3R 

josqu'li  rinflni. 

Ainsi  le  edne  mmimumj  evrcotuerit  A  une  spMre,  a  une  hauteur  double  du 

Hamitre  de  la  sphhe.  Son  volume,  dMuit  de  Texpression  [3],   est  ^gal  k 

g 

rxR*;  U  est  double  de  eelui  de  la  sph^e.  Sa  base  icy>,  tir^e  de  T^uation  [2], 

est  6gale  i  2kR';  elle  est  double  de  Voire  tCun  grand  eerels.  Enfin,  sa  sur^ 

fau  totals  fcy  ^«^-f  y^+ny*,  est  ^gale  2i8icR';  elle  est  double  de  la  surface 
de  la  sphire, 

M)7.  Probl&bie  v.  Trauver  entre  quelles  Hmites  peta  variet  le 
trinome  ax*+ bx  -f-  c. 
Cberchons  d'abord  k  rendre  ce  trinome  igal  h  m,  en  posant : 

aa?+bx+c=m.  [1] 
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Kn  rteoWant  cette  Equation,  on  troure : 


Poor  que  le  probl&me  soit  possible,  il  faut  qae  ron  ait : 

ft* — 4ac-{-4am>^0,    ou    kam>kac — 6*.  [3] 

Mais, pour  tirer  de  cette  in^<i]it6  la  limite  quern ne  doit  pas 
dftpasser,  il  faut  distinguer  deux  cas. 

1*  Si  a  est  poiUif^  on  peut  diviser  les  deux  membres  par  ka 
(910) ;  et  ii  vieut : 

Ainsi,  dans  ce  cm,  U  irtnotiu  peut  netvotr  touu  nolnr  pku 

4/117  ~^  h^ 

grandeque — r— ^  ;  ilpeut  mime  atieindre  eetle  Umiie  fui  est  sa 

valeur  minimum, 

8*  Si  a  est  nigatif,  en  divisant  rioigaliti  [3]  par  ka,  on  change 
son  sens  (810);  et  il  vient  : 

m<-j5-.  [6] 

Ainsi,  dans  ce  cas,  h  irinome  peut  recevoir  laute  valeur  infi- 
rieurei — r- — ;Upeut  mime atteindre eette limite, qui  esttavor 

leur  maximum. 
Dans  cheque  cas,  la  valeur  minimum  on  maximum  de  m  an- 

nule  le  radical :  et  la  valeur  correspondante  de  x  est——. 

On  peut  maintenant  Windier  facilement  les  variations  da  tri- 
nome.  On  a  vu,  en  effet  (Stttt),  quele  trinome  peat  toiiyoars  6tre 
mis  sous  la  forme  : 

Or,  lorsquea;  passe,  par  degrte  continus,  de  — «  h+^,  k 
terme  (^+2^)  >  toujours  posilif,  part  de+00,  diminue,  pais 

Vannule  pour  or  s  —  — ,  puis  crolt  jusqu'li+00  :  son  minimom 
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est  ziro.  La  quantity  entre  crochets,  ne  diffi&raDt  da  terme  con- 
s\A6r6  que  par  une  quantity  conslante — 7-1 — ^partausside 

+  a»,  diminae,  atteint  son  minimum  — ~   ,  quandrc= — t-; 

poiscrott  indifiniment  avec  x.  Et,  lorsqu*on  la  multiplie  par  • 
pour  former  le  trinome,  le  produit  subit  des  variations  qui  sont 
dans  le  mdme  sens^  si  a>  0,  et  en  sens  contraire,  si  a<0. 
Don^  n  a  eft  posUif^  le  trinome  part  de  -f-  »j  diminue  jutqyfh 

ufi  certain  minimum — ~    ,  puis  crtAtjusqu^i  -f-  od.  Si  a  est  ni- 

goHfy  U  part  de  —  o»,  croU  jusqu'i  un  certain  maoAmwn  — ~  ■  ^ 
puis  dicroU  jusqu*i —  »• 

308.  PROBLiME  YL  —  Trouver  entre  queUes  limites  p$\U  varier 

kfiractian 

o^-J-te  +  c 

Gberchons  d*abord  k  rendre  cette  expression  £gale  k  m»  et 
posons  en  consequence : 

On  en  dMoit : 

(a— a'm)  op^  4- (6— b'm) « +(c«— «^m)  =s  0: 
d'ob: 

— (ft— ym)=b  \/(/>  — fr'm)«  — 4  (g—o'm)  (c^c'm) 
""  %{a — a'm) 

ooi  en  ordonnant  par  rapport  h  m  sous  le  radical :  [8] 

^lh-b'm)±:s/{b'^^kaV)m^'-i{bb'  -  2ac^—%ca')m+{b^—kac) 

Pour  que  le  problime  soit  possible,  11  faut  choisir  la  taleur 
attribute  k  m,  de  maniire  que  la  quantit6  plac6e  sous  le  radical 
ne  soit  pas  negative,  c*est-^-dire  que  Ton  ait : 
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Distinguons  trois  cas. 

!•  (5'« — 4aV)  est  posilif.  Dans  cecasy  si  les  radnes  du  trinome, 
qui  forme  le  premier  membre  de  l*in£ga]it6  [3],  sont  r^elies  et 
in^gales,  le  trinome  sera  positif  (266),  c'est-^-dire  de  mime 
signe  que  son  premier  terme,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  plus 
petites  que  la  plus  petite  ou  plus  grandes  que  la  plus  grande :  il 
sera  n^lif  pour  toutes  les  valeurs  dc  m  comprises  entre  ces 
racines.  On  ne  pourra  done  donner  k  m  que  deux  series  de  ye- 
leurs,  Tune  comprenant  tous  les  nombres  depuis  —  oo  jusqu'A 
la  plus  petite  racine  qui  sera  un  maximumj  Tautre  comprenant 
tous  les  nombres  depuis  la  plus  grande  racine  qui  sera  un  m" 
nimum  jusqu'^  H~  ^* 

Si,  au  contraire,  les  racines  du  trinome  sont  rielles  et  igales, 
ou  imaginaires,  le  trinome  conserve  (267,  268),  pour  toute  va- 
leur  de  m^  le  signe  de  son  premier  terme :  il  est  done  toujours 
positif,  et  m  pent  recevoir  toutes  les  valeurs  sans  exception.  II 
n'y  a,  dans  ce  cas,  ni  maximum  ni  minimum. 

2«  (6'* — 4aV)  est  nigatif.  Dans  ce  cas,  les  racines  da  trinome 
ne  sont  jamais  imaginaires :  car,  si  elles  pouvaient  I'fitre,  le  tri- 
nome serait  n^gatif  pour  toute  valeur  attribute  k  m.  Par  suite 
les  valeurs  correspondantes  de  m  et  de  a?  ne  seraient  jamais 
r£elles  h  la  fois.  Or  cette  conclusion  est  inadmissible ;  car,  d'a- 
pris  la  forme  de  Tiquation  [1],  toute  valeur  reelle,  attribute  hXj 
fournit  pourmune  valeur  riellecorrespondante.  Les  racines  sent 
done  rtelles.  Mais  elles  ne  peuvent  pas  itre  igales;  car,  si  elles 
r^taient,  le  trinome  serait  n^gatif  pour  toute  valeur  de  m,  i 
Texception  d'une  seule  (267),  qui  Tannulerait  :  les  valeurs 
correspondantes  de  m  et  de  a;  ne  seraient  done  k  la  fois  rielles 
que  dans  un  seul  cas ;  conclusion  6galement  inadmissible,  d'a* 
pr&s  la  forme  de  r^quation  [1],  toutes  les  fois  que,  commeon 
le  suppose  ici,  la  fraction  [1]  n'est  pas  indipendante  de  x.  Les 
racines  du  trinome  sont  done  rielles  et  .inigales.  Le  trinome 
est  done  positif,  c'est-&-dire  de  signe  contraire  k  son  premier 
terme,  pour  toute  valeur  de  m  comprise  entre  les  racines :  il 
est  n6gatif  pour  toute  autre  valeur.  On  ne  pent  done  attribuer 
k  m,  que  des  valeurs  comprises  entre  la  plus  petite  racine  qvi 
est  vn  minimum^  et  la  plus  grande  qui  est  un  maximum. 

30  (2^i_4a'(^  est  nul.  Dans  ce  cas,  la  quantity  plac6e  sous  le 
radical  est  du  premier  degri  en  m:  on  risout  alors  rin£galit6  [3] 


DES  £QUATIONS  DU  SECOND  DEGRfi.  241 

comme  il  a  6i€  dit  (SIO).  On  sait  qull  y  a  un  maximum  ou  un 
minimum,  selon  que  le  coefficient  de  m  est  n^gatif  ou  positif. 

Ainsi,  pour  que  P expression  [1]  ait  un  maximum  et  un  mini' 
mumf  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  du  trimme^  qui  forme  le 
prmier  membre  de  rinigaliti  [3],  soient  rielles  et  inigales :  ces  ra- 
cines sent  eiles-mimes  le  maximum  et  le  minimum^  et  les  valeurs 
comspondantes  de  x  sont  fowmies  par  la  formuUf 

*— 2(a—a'm)' 

dcau  taqueUe  an  remplace  m  par  ces  racines, 

QSD^  i   1)X  "4*  e 

309.  Variations  db  l'bxpression   ,  .,_!_..  "T  ,.  Si  Ton  veut 

dilerminer  les  variations  que  subit  une  fraction  du  second  de- 
gr6,  qaand  x  crolt  de  —  oo  i  ^  »,  on  commence  par  calculer, 
d'aprte  la  mithode  pr^c^dente,  le  maximum  et  le  minimum 
dont  elle  est  susceptible ,  et  les  valeurs  correspondantes  de  x, 
Pols  on  (gale  successivement  k  z6ro  le  num^rateur  et  le  dino- 
miDatear  de  I'expression,  pour  trouver  les  valeurs  de  x  qui  la 
rendent  nulie  ou  infinie.  Enfin  on  determine  les  valeurs  parti- 
culiires  de  la  fraction,  correspondantes  k  a;ss±  go,  et  k x=iO. 
On  fait  un  tableau  des  valeurs  de  la  variable  ainsi  obtenues,  en 
les  rangeant  par  ordre  de  grandeur,  et  Ton  place  en  regard  les 
valeurs  correspondantes  de  la  fonction.  II  est  facile  d'en  d^duire 
les  Tariations  que  Ton  cherche.  Prenons  un  exemple. 

S«l  la  fraction  :  .     y=^,_^^_^' 

Comme  Qi^^ka^eO  eit  positif,  on  tombe  dans  le  premier  cas;  en  igalaat  la 
fraction  i  m,  on  trouve  qne  les  racines  du  trinome  sont : 

m- — g— ,    m- — g— , 

m'  est  un  mazimumi  m'  est  un  minimum.  Les  valeurs  correspondantes  de  s 
sont: 

»'=10— 6^5,  ••=10+6  V'f. 
LesvaleuiB  de  m,  qui  annulent  la  fractioa,  sont  les  racines  de  r6quation  : 

•>-3»+a=0; 

dies  sont  1  et  2.  Les  valeurs,  qui  la  rendent  infinie,  sont  les  racines  de  I'iqua- 
lioQ: 

«>— 2«— 8=0; 

Alo.  B.  l^*  Partix.  ^^ 


242  LIVRB  III. 

•lies  sont  —  3  et  4.  Enfta,  pours=:baQy  la  fraoticm  imnd  U  ftlaor  t:  ek 
poar  «=0,  elle  est  6gale  ^  --  r* 
Ainsi  la  fraction  proposie  peut  s'terire  : 

On  forme  done  le  tableau  suivant : 

«=— 00,   —2,   0,    1,    10— ev'J,   2,      4,    10+6\^,    +•; 

_Lt     -*-- .        In      3~2\/2     „  ^^        3  +  2v^f      .  , 

Quand  «  crolt  de  —  oo  4  —  2,  y,  qui  est  positif,  puisque  ses  qoatre  fkcteon 
sont  n^gatifs,  crolt  depuis  + 1  jnsqu'k  +oo.  EUe  change  alors  da  signe,  eark 
focteur  (s+2)  tievient  positif;  elle  passe  brusquemaot de  +oo  4— oe  :  puis, 

•  continuant  4  cioltre  depuis  —2  ]usqu'4  0^  de  0  4  1,  el  de  1  jusqal 

#-  11 

10—6  v2,  Texpression  crott  depuis— oo  jusqu%  »-,  de— -4  O^et  deO 

Jusqu'au  maTimnm  — ^-^.  A  peitir  de  14,  quand  m  augmente  ]usqn*4  2,  flt 

depuis  2  ]usqu'4  4,  elle  diminue  du  maximum  4  0,  et  de  0  4  — 'm  :  puis  elk 
passe  l^rusquement  de  — oo  4  +«>  car  ses  quatre  lacteurs  sont  alon  positifs; 

3  +  2  VS  r- 

elle  diminue  ensuite  jusqu'au  minimum  — 2"^— 9quaiid«6rottde4410-|-6t6; 

o 

«t,  quand  enfin  m  crolt  de  10-f-  6^2  jusqu'4  +  oo,  eUe  augmente  depob  toni- 

nimum  jusqu'4  -f  1. 

510.  PROBLftMB  YII.  Deux  variables  x  et  y  Hani  liiei  enumik 
par  une  Equation  du  second  degri : 

irauver  les  valeurs  extrtmes  que  puisse  prendre  Fune  deOeSf  x  par 
4xempU. 
Si  l*on  r6sout  I'^quation  par  rapport  k  y,  on  aura : 

ou ,  en  posant : 

b^^kac^ssnij    hd — 2ae:=^n,    d* — kafssp^ 

—bx--d±y/mx^  +  %nx  +  p  .  . 

Poiir  qae  y  soit  r6el,  il  font  que  x  soit  choisi  de  mani&re  qae 
Ton  ait  : 

i?MP*+2fM?+p>0;  [4] 
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et  Ton  a  vu  (270)  comment  on  pent,  dans  les  difTirents  cas, 
diduire  de  l*m^galit^  [4]  les  limiles  enlre  lesquelles  la  valeur 
desdoit  6tre  ou  ne  pas  £tre  comprise. 

SU.  RiEGLB  G^N^RALB.  Les  excmples,  que  noas  venons  de 
rtsoudre,  sufQsent  pour  montrer  comment  on  procide,  en  al- 
g^bre  il^mentaire,  k  la  recherche  des  maximums  et  des  mini- 
mums  de  certaines  fonctions  du  second  degr6,  qui  ne  depen- 
dent que  d*une  seule  variable  ind^pendiinte.  On  iludie  dCabord^ 
oularu  qujt  possible^  la  marche  de  la  fonction,  pour  reconnaUr§ 
fmstence  du  maximum  ou  du  minimum.  On  choisit  ensuite  cer- 
tftmtt  mriablu  foumies  par  la  question ,  et  I' on  ex/trime  la  fonction 
ou  moyen  de  ces  variabUt.  Puis  on  igale  f expression  d  m,  el  Fon 
M  ks  Hpiations^  que  foumit  C6nonci^  entre  Us  diverses  variables. 
Ces  iquations  permettent  de  determiner  la  variable  indipendante  en 
{(muion  dem;  ei  la  discussion  des  conditions  de  possibility  du  pro^ 
62^  fait  connaltre  les  limites  qui  foumissent,  s'il  y  a  lieu,  U 
VMmmum  el  le  minimum  de  Vexpression. 

312.  Remarque.  Cette  m6(hode  est,  il  faut  Tayouer,  fortres- 
treinte;  car  elle  ne  s'applique  qu'aux  Tonctions  du  second  degr6. 
D'un  autre  cAt6,  elle  ne  semble  pas  naturelle;  car,  au  lieu  de 
oonduire  k  la  d6couverte  du  maxinmm  et  du  minimum  d'une 
fonction  par  des  raisonnements  basis  sur  la  d^Gnilion  ginirale 
(800),  elle  donne,  en  quelque  sorte,  accidentellement  les  r6sul- 
tats,  puisqu*elle  les  diduit  des  conditions  de  possibility  d'an 
probl^me,  qui  n*est  pas  le  problime  propose. 

Dis  lors,  il  n*est  peut-£tre  pas  sans  int6rdt  de  montrer,  que  les 
r&ullats  qu*elle  foumit  satisfont  k  la  d£flnition  gindrale.  Repre* 
Qons,  dans  ce  but,  le  probi^aie  VI  (508) ;  et  considirons,  poor 
filer  les  idtes,  le  cas  oil  (6'^ — 4aV)  est  positif.  On  Siiit  qu'alors, 
>i  les  racines  du  trinome  du  second  degri  en  m  sont  rielles  et 
tn^l^,  la  fraction  ne  pent  recevoir  aucune  valeur  comprise 
entre  elles :  la  plus  petite  m'  est  un  maximum,  et  la  plus  grande 
^est  un  minimum  de  la  fraction.  Dfeignons  d*ailieurs  par  x'  el 
Pv  0^  les  faleurs  corrcspondanles  de  x. 

Ge  qui  caractirise  (500)  le  maximum  H  d'une  fonction ,  c'est 
V^e,  si  Ton  appelle  a  la  valeur  de  x  qui  correspond  k  ce  maxi- 
OAuo),  la  substitution  de  (a— A)  et  de  {a-\-h)  k  x  foumit  des  va- 
'^W  de  la  fonction  infirieures  k  M,  pourvu  que  k  soit  sulUsam- 
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ment  petit.  De  plus,  ces  v^Ieurs  different  de  M,  &  came  de  la 
continuiUf  de  quantitis  aussi  pelites  que  Ton  yeut.  Or  x'  ei  m' 
remplissent  ces  conditions.  En  efTet,  quand  x  varie  par  degr& 
insensibles,  la  fraction  m  varie  aussi  d'une  maniire  continue. 
De  plus,  poui'  x=^afj  m  prend  la  valeur  m'.  Enfin,  quand  on 
pose :  rc=x' — h,  et  a;=a;'  -f- A,  h  ilanl  sufQsamment  petit,  les 
Yaleurs  de  m  ne  peuvent  6tre  qu*inf£rieures  k  m';  car  elles  doi- 
vent  en  diff^rer  tr&s^peu ,  et  elles  ne  pourraient  lui  £tre  sup6- 
rieures  sans  6tre  au  moins  6gales  k  m%  puisque  m  ne  pent  re- 
cevoir  aucune  valeur  comprise  entre  m'et  m". 

On  montrerait,  par  des  raisonnements  analogues,  que  o^et 
fif  satisfont  aux  conditions  impos^es  par  la  definition  au  mini- 
mum d'une  fonction;  et  que,  dans  les  autres  cas  oix  la  fraction 
du  second  degr6  est  susceptible  d'un  maximum  et  d'un  mini- 
mum, la  m^thode  ^l^mentaire  fournit  des  rteultats  qui  Y£ri- 
fient  aussi  la  definition  g6nerale« 


§  II.  Haximum  ou  minimum  de  quelques  fonctions  d'an  degr6  sap^rieur 

au  second. 


SIS.  PaoBLfeME  yilL  Parlager  un  nombre  donni  a  en  n  partia 
dorU  U  produit  soU  le  pltis  grand  possible. 

Chacune  des  parties  etant  moindre  que  a,  leur  produit  ne 
pent  pas  atteindre  a** :  il  est  done  susceptible  d*un  maximum. 
D6composons  le  nombre  a  en  n  parties  positives  quelConques, 
^iV,  *f*»  *u,t,de  telle  sorte  que  Ton  ait : 

Leur  produit  est :  xyz . . . .  u(.  [2] 

Or,  supposons  que  deux  facteurs  a?  et ;/  ne  soient  pas  £gaux,  et 
remplacons-les.  Tun  et  Tautre,  dans  le  produit,  par  leur  demi< 

flomme        %  nous  aurons  le  nouveau  produit : 

2 

Comme  la  somme  des  deux  premiers  tacteurs  na  pas  6te  alli- 
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r^,  ce  produit  satis&it  encore  k  la  condition  [1].  Mais,  comnie 
ces  facteurs  sont  devenus  £gaux,  on  a  (301) : 

et»  par  suite, 

xyz .... ^<—K^ •  — S-^  .Z ....UU  13] 

Le  prodait  [2]  n'est  done  pas  maximum.  Ainsi,  un  produit  de 
tacteurs  positifs  variables  dont  la  somme  est  constante,  ne  peut 
pas  (Ire  maximum ,  quand  ces  facteurs  ne  sont  pas  £gaux. 
Gomme  le  maximum  existe,  on  doit  en  conclure  que  le  produit 

est  maximum,  qiumd  tons  les  facteurs  sont  igaux  a  - . 

514.  Remarques.  Nous  supposons,  dans  le  raisonnement  pr6- 
cident,  que  tons  les  facteurs  soient  positifs.  Sit  n*eu  £tait  pas 
ainsi,  le  produit  n'aurait  pas  de  maximum;  car  la  somme  des 
bcteurs  restant  la  mfime,  leur  valeur  absolue  pourrait  augmen- 
ter  ind^Hniment;  et,  si  le  nombre  des  facteurs  n^gatifs  £tait 
pair,  le  produit  serait  posilif  et  aussi  grand  qu'on  le  voudrait. 

Notre  raisonnement  suppose,  en  outre,  qu'il  est  possible  de 
rendre  igaux  tons  les  facteurs.  On  doit  toujours  y^rifier  cette 
condition,  lorsqu'on  veut  appliquer  le  thior^me. 

3tS.  Pbobl£me  IX-  Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  x, 
y,  teUes  que  le  produit  xi^yi  soit  maximum,  p  et  q  itant  des  nom-^ 
6r«  e/ntiers  donnis, 

Les  conditions  du  maximum  ne  sont  pas  chang6es,  s!  Ton 

substitue  au  produit  x*y*  la  fraction  ~,  qui  n*est  autre  que 

ce  produit  divisA  par  un  nombre  constant  p'g«.  Or  cette  fraction 
peut  s'terire : 

elle  est  done  un  produit  de  (p+q)  facteurs,  dont  la  somme 
{x+y)  est  conslante  et  6gale  k  a.  Si  ces  facteurs  6taient  ind6- 
pendants  entre  eux,  et  n'filaient  assujettis  qu'k  la  condition 
d'avoir  une  somme  constante,  si  Ton  considSrait,  par  exemple, 
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le  prodnif  V^=XiXt. .  •  x;yiy%. . .  y,,  on  obtiendrail  (513)  le  maxi- 
mum de  Pi  en  posant : 

a 

(a   \'+« 
— r—  1  .  .  Mais  certains  factenrs  de  P 
P+Qj 

devant  rester  ^gaux,  le  raisonnement  du  n*  S15  n'est  pins  ap- 
plicable. Toulefois,  les  valeurs  de  P  sont  ^videmment  toiites 
comprises  parrai  les  valeurs  de  P|;  le  maximum  de  P  ne  peul 
done  surpasser  celui  de  P|.  D*ailleurs  il  lui  est^gal,  si  Ton  pose 

-=-== — I — . Doncle  produita;V  est  maximum  lorsque  Icsdeux 
P     q    P+q  ^  ^  ' 

parties  x  et  y  de  a  sont  proportionnelles  aux  exposants  p  et  q. 
On  piouvera  de  mdnie  que,  pour  parta^^er  a  en  n  parties 
»,  y,  «,....  u,  if  telles  que  le  produit  oTyh'^. . . .  tin*  soit  maxi- 
mum ,  il  Taut  satisfaire  aux  conditions, 

X y_« **_* 

«       P      Y  ?       ♦ 

510.  Probli&us  X.  Decomposer  un  nomhre  p  en  n  facteurs  posi- 
iifty  dont  la  somme  soU  la  plus  petite  possible* 
Je  dis  que  la  somme  sera  minimum ,  quand  tons  les  nombres 

seront  £gaux  k  ^p;  car  on  vient  de  d^montrer  (513)  que,  si  la 
somme  de  n  nombres  est6gale&n{/'p,  leur  produit  ne  peut  sur- 
passer {^pT  ou  p,  c'est-i-dire  la  puissance  n"*  de  la  n**  partie 

de  la  somme.  Done,  si  cette  somme  est  moindre  que  nv^^y  le 
produit  ne  pourra  pas  atteindre  p.  Par  consequent,  pour  que  le 
produit  puisse  ^tre  £gal  h  p,  il  faut  que  la  somme  soit  au  moiDS 

£gale  k  n\/p*  Done  n  \fp  est  le  minimum  de  la  somme ;  et,  dans 

ce  cas,  toutes  les  parties  sont  6gales  k  \/p . 

517.  PROBLfeME  XL  On  donne  le  produU  x»y'  =  P.  Trmf>erU 
minimum  de  la  somme  x  +  y . 

Je  dis  que  ce  minimum  correspondra  au  cas  oti-=^- 

Bn  eiret,  dteignons  par  a  et  p  deux  nombres  satisfaisant  ao 
deux  conditions : 

«^«  =  P,        -=5. 

P     « 
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On  yient  de  dimontrer  (315)  que,  parmi  tous  les  nombres  x 
ety  qui  ont  pour  souime  (a+P}>  les  nombres  a  et  p  sont  ceux 
qui  donneut  au  produit  stfy^  sa  plus  grande  vaicur.  Si  done 
deal  nombres  x  eiy  ont  une  somme  moindre  que  (oe  +  P),  le 
produit  afy*  sera,  &  fortiori^  moindre  que  a'p«,  c'esi-^-dire  que 
P.  Par  suite,  pour  que  le  produit  afy^  soit  ^gal  k  P,  11  faut  que 
(x-{-  y)  soit  au  moins  ^gal  &  («  +  P),  qui  est,  par  consequent,  sa 
yaleur  minimum. 

S18.  Remarqxte.  Les  trois  probl^mes  (305),  (3iG),  (317)^ 
sont,  en  qnelque  sorte,  r^ciproques  de  ceux  que  nous  avons  r^ 
solus  n""  301,  313,  315.  Cetle  reciprocity,  entre  certains  pro- 
blames  de  maximum  et  de  minimum,  pent  etre  formulae, 
comme  il  suit,  d*une  mani^re  g^nerale. 

Si  une  qitantiU  T  Slant  donrUe,  une  autre  quantUi  X  est  maxi^ 
mum  dans  certaines  cir Constances;  X  itant  donnie  a  son  tour^  Y 
sera  minimum  dans  les  mimes  circonstanceSj  pourvu  que  le  maxi^ 
frmm  ^  X  dtmtrm^,  quand  la  valeur  donnU  de  Y  diminue  elle^ 

En  effet,  soient  B  la  yaleur  donnie  de  Y,  et  A  la  plus  grande 
Ttdeur  de  X  qui  puisse  se  concilier  ayec  B.  Si  Ton  donne  k  Y 
one  yaleur  b  moindre  que  B,  la  yaleur  maximum  correspondante 
deXsera,  par  hypoth^se,  moindre  que  A.  Done,  pour  que  la 
yaleur  de  X  puisse  Mre  ^gale  &  A,  il  faut  que  celle  de  Y  soit  au 
moins  6gale  it  B.  Par  suite,  B  est  la  moindre  yaleur  de  Y  qui 
puisse  correspondre  k  la  yaleur  X  =  A,  c'est-^-dire  la  yaleur 
minimum  de  Y  correspondant  k  la  yaleur  A  de  X. 

EzKMPLS.  On  dteiontre,  en  gtom^trie,  que  la  circonfirence  de  cercle  est  la 
courbe  qui ,  sous  une  longueur  donnie,  renferme  la  plus  grande  surrace.  II  en 
Tteilte  qu^elle  est  la  courbe  qui,  ayec  une  aire  donn6e,  a  le  plus  petit  p6ri> 
ntoe. 

819.  PROBLfiMB  XII.  /tucn're,  dam  tine  tpMre  de  rayon  donni  R,  tin  ey- 
Undfe  dont  le  volume  soit  maximum, 

LoTsque  le  rayon  de  base  du  cylindre  est  tr^s-petit,  le  volume  a  une  trte- 
petite  valeur.  Cette  valeur  augmente  k  mesure  que  le  rayon  crolt.  Mais  cet  ac- 
eroissement  a  une  limite;  car,  lorsque  le  rayon  devient  ft  peu  pr^s  £gal  &  R, 
li  hauteur  devient  tr^s-petite,  etpar  suite  le  volume  est  presque  nul. 

Disignons  par  «  le  rayon  de  base,  et  par  *iy  la  hautour  d'un  des  cyliodre» 
h^Krits;  son  volume  y  aura  pour  expression  2  ica^.D'alleura  la  g6om6trie  donne, 

entre  •  et  y,  la  relation  : 

*i+y»=R».  [1] 
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On  en  ooncluli  en  ^liminant  •, 

Or  le  maximum  de  cette  expression  correspond  k  la  m£me  Taleur  de  y,  qae  cdui 
de  y(H'— y').  Uais  ce  produit  n*estpas  du  second  degr6;  et  il  n'est  pas  possible 
d^ppliquer  la  m  ithode  ordinaire  (8 1 1 )  &  la  recherche  de  son  maximum.  On  ne  peut 
pas  non  plus  decomposer  I'expression  en  facteurs,  et  I'6crire  :  y  (R+y)  (R— y)? 
ou  en  la  doublant,  y(R  +  y)  (2R — 2t/) ;  car,  bien  que  les  trois  facteurs  aientalors 
one  somme  constante  et  ^ale  &  3  R,  il  n*est  pas  possible  de  les  rendre  4gaux 
entre  eux.  Mais,  si  Ton  61^ve  le  produit  au  carr6,  ce  qui  donne  y*  (H'— y^'i  on 
remarque  que  Ton  peut  coDstd^rer  y*  comme  la  variable,  et  que  la  somme  des 
deux  facteurs  y'  et  (R*— y')  est  constante  et  ^gale  i  R^  Par  suite,  en  vertu  da 
thdordme  (815),  si  Ton  peut  choisir  pour  y  une  valeur  satisfaisant  i  la  pro- 
portion : 

yV   Tl»-y» 

cette  yalear  correspondra  au  maximum  cherc^i.  Or  de  T^atbn  [3]  on  tire : 

2R* 
et,  par  suite^  «»=— . 

Ces  valours  de  •  et  de  y  sent  admisslbles;  car  elles  sont  rielles  et  inf6rieur«s 

4kR' 
au  rayon  R.  Le  volume  maximum  du  cylindre  a  done  pour  valeur  :  Y  =  — p 

520.  II  a  quelquefois  avantage  &  ramener  la  recherche  du 
minimum  d'une  fonction  k  la  recherche  du  maximum  de  la 
fouction  inverse. 

pROBLftMB  XIII.  Circonscrtre  d  une  sphere ,  d$  rayon  R»un  edne  dont  la  last 
repose  sur  un  plan  dtam^tral,  et  dont  le  volume  soil  minimum, 
D6signons  par  s  et  par  y  le  rayon  de  base  et  la  hauteur  d'un  des  cdnes  cir- 

eoDscrits.  Son  volume  V  est  ^al  h-nx^y,  D'ailleurs  la  g6om£trie  donne  aisi- 

ment  la  relation : 


-._  R'V'  r,i 


L'ezpression  du  volume  est  done  : 


1    ».     »» 


Comme  le  lacteur  \  icR'  est  constant^  il  suffit  de  determiner  le  minimom  de  Is 

fraction  •  ^        Or  ce  minimum  correspond  6videmment  au  maximum  de  la 
y  •—  R 
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fraction  renverste  - — ; — ,  ou  au  maximum  de  son  carr6  ^^    ^    \  Et,  comme 
on  a  identiquemeDt  : 

y*     -y'V  y*   /     v'V    y*/     R»"y»\      y V  * 

on  Yoit  que,  abstraction  faite  da  facteur  constant  ~ ,  la  somme  des  deux  fao- 

leun -T  et  (i  "^Tpj  ^t  constante;  si  done  on  peut  choisir  pour  y  la  valeur 
Ibumie  par  la  relation  (815)  : 

cette  valeur  correspondra  au  maximum  de  ^ — p-,  o'est-&-dire   au  minimum 

de    j[^    .  Or  on  tire  de  T^quation  [3],  y'=8R> :  et,  par  suite  T^quation  [1] 

3R* 
donne :  afi  =  ---.  Ces  yaleurs  de  »  et  de  y,  £tant  plus  grandes  que  R,  sont 

admissibles;  et,  par  consequent,  le  Tolume  minimum  du  cAne  circonscrit  a 
pour  yaleur : 

S21,  Extension  de  la  methode  fournie  par  le  th^or^me 
(315).  Pour  rendre  maximum  un  produit  de  facteurs  variables, 
on  cherche  h  rendre  coustante  la  somme  de  ces  facteurs ,  puis 
iles  ^galer  entre  eux.  On  peut,  si  cela  est  n6cessaire,  multiplier 
d'abord  ces  facteurs  par  certains  nombres  constants,  convena- 
blement  choisis;  car  celte  mulli plication  n'alt&re  pas  les  condi- 
tions du  maximum.  Hais  il  n'est  pas  toujours  facile  de  d^cou- 
▼rir,  a  priori^  les  nombres  que  Ton  doit  employer.  On  d^signe 
alors  ces  nombres  pardeslettres;  et,  les  consid^rant  comme 
des  inconnueSy  on  cherche  k  les  determiner,  de  manifere  k  satis- 
&ire  aux  deux  conditions  du  maximum  (SIS). 

S2S.  pROBLiiHE  XIV.  On  donne,  dans  un  traphze  isochle,  la  pe- 
tite base  SLy  et  la  longueur  commune  c  des  deux  c6Us  non  paralUles. 
On  demande  le  maximum  de  Faire  du  trapbze. 

D6signons  par  x  la  demi-diffennce  des  deux  bases  du  trapfeze; 
la  grande  base  sera  (a  +  2a:) ;  la  hauteur  sera  ^c* — a?*;  par  suite, 
Taire  du  trapeze  aura  pour  expression : 


S=(a+aj)v^c*— a"; 
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et  le  maiiroum  de  cette  aire  aura  liea  poar  la  m6me  valeur  de  x 
que  le  maximuni  du  carr6, 

S*=(a  +  ar)«(c«-ic«), 

expression  que  Ton  peut  6crire : 

S^={a+x)(a+x){c  +  x)(e—x).  [1] 

n  serait  facile  de  rendre  constante  la  somme  des  quatre  facteiirs; 
il  suffirait  de  multiplier  le  dernier  par  3 :  niais  on  ne  pourrait 
pas  rendre  ensuite  ces  facteurs  ^gaux.  Multiplions  done  tous  les 
facteurs  distincu^  k  rexception  d'un,  par  des  noinbres  ind^ter- 
min^s  tn,  P;  el  icrivons :     . 

apS*=  (a  +  a?)(a+a?)(flic  +  ota?)(pc  — px). 

Nous  pourrons  exiger  d'abord,  que  la  somme  des  facteurs  soit 
constante,  en  £galaut  k  z6ro  le  coeiOcient  de  x;  ce  qui  don- 
nera: 

Puis  nous  pourrons  dgaler  les  divers  facteurs;  ce  qui  donnera : 

a-\-  X^OLC-^-aXy  [3] 

a+x=pc—px.  [4] 

Gas  trois  Equations  [2],  [3],  [4],  sufflront  pour  determiner  les 
coefficients  a  et  p,  et  la  valeur  cherch^e  de  x.  Mais  il  n'est  pas 
nteessaire  de  connaltre  a  et  P\  il  suTfit  de  les  ^liminer,  k  Faide 
des  trois  Equations,  pour  oblenir  x.  On  a  ainsi,  d'apr^s  les  Equa- 
tions [3]  et  [4] : 


C+X 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  T^quation  [2],  on  a : 

*    C+X        C  —  X  ' 

ou^en  simplifiant: 

ix^-^ax — c^=0.  [5] 

La  racine  positiye,  qui  seule  conyient  ici,  est: 


X  = J .  [OJ 

C*e8t  la  valeur  de  x,  qui  correspond  au  maximum. 
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On  pent  remarquer  que  T^quation  [5],  mise  sous  la  forme 

prouve  que  le  c6t6  c  est  moyenne  proportionnelle  entre  x  et  la 
graude  base;  et  que,  par  consequent,  la  grande  base  est  I'hypo- 
t^DUse  d'un  triangle  rectangle,  qui  aurait  pour  c6t6s  de  Tangle 
droit  le  cdt6  c  et  la  dlagonale  du  trap£)ze. 

Si  Ton  a :  6  s=  a,  on  en  conclu  t :  rr = - ;  et  la  grande  base  est  ^gale 

iSa.  Le  trapeze  maximum  devient  un  demi-hexagone  r^gulier. 

323.  II  faut  remarquer  que,  si  Fexpression  renferme  n  fac- 
tears  distincts,  on  emploie  (n — 1)  ind6termin6es,  qui,  avec  x^ 
forment  n  inconnues.  Or,  en  exigeant  que  la  somme  des  fac- 
tears  soit  constante,  on  obtient  une  premiere  Equation  :  et  en 
^galant  les  n  facteurs,  on  forme  (n—  1}  Equations.  La  m^thode 
fournlt  done  autanl  d^^quations  que  d'inconnues :  elle  est  g6n6» 
rale. 

S  m.  Haxifimm  on  minimum  de  quelquas  fonctionB  de  pludeurs 

▼ariables. 

8S4.  PROBLdBOE  XY.  Trouver  entre  qudks  limitespeut  vaiHer  le 
folynome: 

A!/*4-Bxy  +  Ca?*  +  Dy  +  Ea?  +  P,  [1] 

^sque  les  variables  xetj  prennent  unUes  les  vcUeurs  possibles. 

Gherchons  k  rendre  ce  polynome  £gal  k  une  quantity  donn^e 
^t  en  posant : 

Ay*+Ba;y+C«*+Dy  +  Ea?+P  =  m. 

Si  Ton  consid^re  y  comme  inconnue,  on  tire  de  cette  Equation: 

„„— (Bflg4-D)±V^(B»— 4AC)aC  +  ^(BD— 2AlL)g+(D»— 4AFi-f4Am       . 

Or,  pour  qu'une  valeur,  assignee  k  m,  soit  compatible  avec  des 
▼aleurs  r^elles  de  x  et  de  y,  il  faut  que,  pour  cette  valeur  de  w, 
on  paisse  avoir,  en  choisissant  x  convenablenient : 

(B«-4AC)a^+2(BD— 2AE)a?+D«— 4AP+4Am>0.    [3] 

Distinguons  trois  cas : 
!•  (B»-.4AC)  est  posilif.  Dans  ce  cas,  quel  que  soit  m,  Fin*. 
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galit6[3]  est  toujours  possible;  car  on  peut  toujours  choisir 
pour  X  une  infinite  de  valf  urs  telles,  que  le  trinome,  qui  forme 
le  premier  membre  de  rin^galiti,  prenne  le  signe  de  son  pre- 
mier terme  (SCO). 

20  (B*— 4  AC)  est  nfiffatif.  Dans  ce  cas,  rin6galit6  [3]  est  pos- 
sible, si  ]es  racines  du  tnnome  sont  r^elles ;  car  en  donnant  k  x 
des  valeurs  comprises  entre  ces  racines,  on  rendra  le  Irinome 
de  signe  contraire  h  son  premier  terme.  Mais  elle  n'est  possible 
qu*iL  celte  condition :  car,  si  les  racines  £taient  imaginaires,  le 
trinome  consenrerait ,  pour  toute  valeur  attribute  k  x,  le  signe 
de  son  premier  terme ;  il  serait  constamment  n^gatif  (868). 
Ainsi  on  doit,  dans  ce  cas,  choisir  m  de  telle  mani^re  que  les 
racines  du  trinome  soient  rielles.  Or,  cette  condition  est  expri- 
m6e  (S46)  par  rin£galil6 

(BD— 2AE)*— (B»— 4AC)(D*— 4AF+4Am)>0.     [4] 

Gomme  celte  in^galit^  est  du  premier  degr6  en  m,  on  en  d£- 
duira  (210)  la  limite  de  cette  quantity :  il  y  aura,  par  suite,  un 
maximum  ou  un  minimum ,  si  cette  limite  est  admissible. 

Or,  cette  valeur  limite  de  m  annule  le  premier  membre  de 
rin6galit6  [4] ;  elle  rend  done  ^gales  les  racines  du  trinome  [3]. 
€e  trinome  peut,  en  consequence,  s'6crire :  (B*— 4AC)(a?— ic^*, 
en  d^signant  par  x'  la  valeur  de  la  racine  double.  II  en  r^sulte 
que  la  valeur  [2]  de  y  devient,  dans  cetto  hypothdse, 

—  (Ba;  +  D)±(a?— a?0v/B«-4AC. 
^  2A  ' 

et,  comme  (B*— 4AC)  est  ndgatif,  y  n'est  r6el  que  pour  x=af. 
II  faut  done  donner  k  x  cette  valeur;  ce  qui  exige  que  y  receive 
la  valeur  correspondante 

Bi?'+D 

^^ — 2r- 

Ges  valeurs  de  d?  et  de  y  sont  admissibles :  ce  sont  done  celles 
qui  fournissent  le  maximum  ou  le  minimum  de  m. 

30  (B*— 4AC)=0.  Dans  ce  cas,  rin6galil6  [3]  est  du  premier 
degr6  en  x :  quelle  que  soit  la  valeur  attribute  k  m,  il  est  tou- 
jours possible  de  verifier  celte  in6galil6,  en  choisissanl  x  conve- 
nablement.  II  n'y  a,  par  suite,  ni  maximum  ni  minimum. 
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Si,  cependant^  (BD  — 2AE}  £tait  mil  en  mfiine  temps  que 
(B'— 4AG},  rin^galit^  [3]  se  r^duirait  & 

D*-4AF  +  4Am>0; 

et  I'OQ  eo  d^duirait  une  limite  de  m^  savoir : 

^4AF-D«  ^4AF— D» 

«»>-lA-'    ^"    •^<-4A~' 

selon  que  A  serait  positif  ou  n£galif.  Le  polynome  aurait  done 
on  minimum  dans  le  premier  cas,  un  maximum  dans  le  second. 

On  ^tendrait  ais^ment  cette  tb^orie  au  cas  de  plus  de  deux 
variables  ind^pendantes. 

Appliquons-la  k  Texemple  suivant. 

32ft.  PaoBLftn  XYI.  Trouver  le  minimum  de  Vexpression  x^  +  y>+z>,  sa- 
chant  9tM  X,  7^  Zy  sont  Ms  par  la  relatioriy 

ax+hy+cM=d.  [I] 

PosoDs:  «*-l-y*+;i'=:ni. 

Nous  poQYOiiB  iliminer  une  des  variables,  x,  par  exemple.  Car  on  tire  de  Vi- 

quaUon  [1], 

d — ax — by 

'  c 

et  par  suite,  •*+y'+  (^"^^'^^^Y^m, 

En  r^solvant  I'^quation  [2]  par  rapport  i^  y,  on  trouve^apr&s  quelques  reductions : 
b(d— aa?)±cv/— (a^4-<>'-hc'*g'  +  2odj;— d»-Kb»4-c')m      .^ 

»= Sq:^ •    131 

Comme  le  coefficient  de  x\  dans  le  trinomo  placd  sous  le  radical,  est  n^gatif, 
il  iaut  choisir  la  valour  de  m,  do  telle  sorte  que  les  racines  de  ce  trinomo  soieat 
rielles;  ce  qui  exige  que  Ton  ait ; 

ott  -.(62-f.c:)  cP+  (a?+6«+c»)  (6»+  c^  m  >  0, 

ou,  en  divisant  par  (&'+  c'],  et  transposant : 

(P 

Si  done  on  peut  donner  &  m  la  valeur 

d» 
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ce  sera  le  minimum  cherchd.  Or,  poor  celte  yaleur  de  m,  le  trinome,  piaoA 
lous  le  radical,  devieDt : 

Par  suite,  la  valeur  [3]  de  y  aTicrit : 

Elle  ii*68t  rtelle  que  si  Ton  pose  : 

ad 

•t  cUe  deriant  alors  y=g  .^  .,  .    a. 

ed 
Par  suite:  ji= 


0^+6'  + c» 


Ges  Taleun  sont  admissibles;  et,  par  consftquenty  oe  toot  oeUei  qui  nodflol  Oi* 
Dimum  Texpression  •* + V ' + ^- 


EXERCIGE8. 

I.  Parml  tous  les  carr^s  que  Ton  peut  inscrire  ds^  an  carr6  donnfty  dft 
nilre  que  chaque  cM  coDtieane  un  sommet,  quel  est  to  plus  petit  T 

On  trouye  le  carri  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  cAtte  du  carr6  doBa^ 

II.  loscrlre  dans  un  cercte,  de  rayon  R,  le  triangle  maximum. 

On  voit  ais^mentque  Ton  n'a  k  comparer  entre  eux  que  les  triangles  isocilflB; 
«t,  en  appliquant  le  thtor&me  (81ft),  on  trouve,  oomme  mazimumi  le  triangle 
^ilat6ral. 

III.  On  suppose  qu*un  triangle  isoc^e,  inscrit  dans  un  oercle,  de  rayon  R, 
tourne  autour  de  sa  base  :  on  demande  le  maximum  du  volume  decrit 

On  trouve,  en  appliquant  le  thtortoe  (Sift), que  la  hauteur  du  triangle tou^ 

&R  50icR*t/s 

nant  doit  6tre  6gale  i  •--.  Le  volume  maximiim  est  —     ^  . 

V  of 

IV.  Parmi  tous  les  c6nes  droits  de  m6me  volume  s  ^o^,  <iuel  est  Gelnidontk 

surface  latirale  est  minimum t 
On  applique  to  th^orftme  (319);  et  Ton  trouve  pour  la  hauteur,  y=av^2,  et 

poor  le  rayon  de  base,  0^=-^. 

V.  Parmi  tous  tos  cdoes  droits  de  mdme  surfkoo  tot^rale  «a%  quel  est  oolui 
dont  le  volume  est  maximumf 

On  applique  le  th^r^me  (81ft);  et  Ton  trouve  qua  le  ityon  da  base  «=  A, 
et  que  la  hauteur  y 


~\/^ 
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YI.  Piwmi  les  parall6lipipMes  recungles  de  mdme  surface,  quel  wt  oelul  qui 
« le  plus  grand  volume;  et  parmi  ceui  de  mime  volume,  quel  est  oelui  dont  to 
flur&ceest  minimum  T 

Le  oulie  (appiicaliOD  dee  thtertmes  818  et  816). 

Yll.  Quelle  est  to  zone  spblrique,  k  une  iMse,  qui  contient  to  plus  grand  fo- 
Inme  parmi  ceUes  quiont  mdme  surface  Wa';  et  quplle  est  U  zone  de  plus  pe- 
tite surface,  parmi  celles  qui  contiennent  le  mime  voluma  ve'T 

On  applique  ie  thlor^me  (815);  et  l*oa  trouve  que  to  hauteur  et  to  rayon  de 

taae  de  to  zone  de  Tolume  maximum,  sent,  Pun  et  rautre,  6gauz  i  -^ :  to  imt 

meat  maximum  est  done  un  hImispMre. 
On  trouve  aussi  un  hlmisph^re  pour  le  minimum  (819). 

Tni.  Parmi  tous  les  cylindres  de  mime  foiume  Y,  quel  est  eelni  qui  eet  in* 
ecrit  dans  to  plus  petite  sphlraT 
Bn  s'appuyant  sur  les  formules  da  n*  819,  et  sur  to  remarque  (818)^  on 

trouve  que  to  rayon  de  to  sph^  minimum  est  Igal  k  \/i — ^.  On  en  eonclut 

— .  ▼4k  ' 

poor  to  rayon  de  baae  du  cylindre,  r=  y -^,et,pour  toliintmr,fc=: t/^. 

^     IX.  On  donne  une  feuille  de  carton  carrle  ABCD  dont  to 
I     c6tl  est  a,  auz  quatre  coins  de  toquelle  on  supprime  les  carrts 
^1     Igaux  qui  sont  ombrls  dans  la  figure  d-jointe.  DIterminerto 
c6tl  de  ces  carres,  par  la  condition  que  la  botte,  qui  aurait  pour 
^^  fond  mnpq  et  pour  toces  lat^rales  les  rectangles  restants  qui  out 
tons  mftme  bauteor,  ait  un  volume  maiimum. 

On  trouve  que  le  cOtI  du  carri  ombrl  est  ^f  et  to  vnlume  mazimnm  — . 

Z.  On  marque  sur  une  droite  des  points  Iquidistants,  que  Pon  numlrote  1, 
1,  3,...n.  Trouver,  sur  to  droite,  un  point  tel,  que  to  somme  des  carrle  de  see 
distances  anx  points  donnis,  multiplils  par  ie  numiro  correspondant,  soit  un 
minifflunL 

Pour  rlsoudre  to  question,  il  tout  savotr  que  to  somme  des  n  premiers  noni- 

bies  est  Igale  i  !!&!±i>,  u  somme  de  leun  cirrlai  *<*-^'>J^^-*'.» ,    ^  ^ 

3  O 

somme  de  toon  cubes  k  !Li!L— ^.  Ea  disignent  par  a  to  distance  de  deux 

points  eonslcutils,  et  par  c  to  distance  du  point  cherchA  au  premier  point,  on 
eiprime  en  •  to  somme  indiqule,  on  applique  to  mitliode  (811)9  el  IVm 

troute  e=|(n— !)«. 
XI.  Mime  queition,  en  supposant  que  les  points  idenl  numlrotis  1»  89  6, 

la  mime  mitbode  condoii  k  c=|(ii^l)a. 
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XII.  Trouver  le  maximum  da  Faire  d'un  triangle  rectangle,  sachant  <iae  la 
lomme  de  rhypot6nase  et  de  la  hauteur  correspondante  est  6gale  k  a* 

On  trouve  Taire  maximum  6gale  k  -^,  L*hypot6nu8e  est  --|  et  la  hauteur 
est  r.  Les  deux  cdUs  de  Tangle  droit  sont  ^gaux  k  -^. 

XIII.  Parmi  tous  lea  triangles  rectangles  de  mfime  p6rim^tre2p|  quel  est  celui 
dans  lequel  la  somme  des  deux  c6t6s  de  I'angle  droit  et  de  la  hauteur  abaiss^e 
iur  rhypot^nuse  est  maximum? 

On  trouve,  en  appliquant  la  m6thode  g6ni&rale,que  le  triangle  est  isoc&le,  que 

son  hypotenuse  est  6gale  k  2p(V2— 1}»  sa  hauteur  ip(V3-*-l}y  et  chaque 

c6t6  de  Tangle  droit  &  p  (2—  V2). 

XIV.  Inscrire,  dans  on  cercle,  de  rayon  r,  un  trapeze  dont  les  e6tAs  non  pa- 
ranoics soient  dgaux  k  a,  et  dont  la  surface  soit  maximum. 

On  trouye  que  le  trapeze  maximum  est  un  rectangle,  doot  les  bases  soDt 

^gales  k  ^4r*— o^. 

XV.  Inscrire,  dans  une  sphere,  de  nyon  R,  un  cdne  dont  la  surface  totale 
soit  maximum. 

On  applique  la  m6thode  (831);  et  Ton  trouve  que  la  hauteur  du  cAot  est 

XVI.  On  circonscrit  k  une  sphere,  de  rayon  R^  un  tronc  de  pyramlde  r6gu- 
Hire,  dont  les  bases  sont  des  octogones  r^guliers.  On  demande  le  minimum  da 
volume  du  tronc,  lorsqu'on  fait  varier  Tinclinaison  a  des  faces  lat^rales  sor  la 
grande  base. 

On  trouve ,  pour  expression  du  volume, 


.._16fv^2-l)RV     4  ,\ 


dans  le  casdu  minimum,  a  =  r»  V=16(^— i)R'. 

XVII.  Une  petite  surCau^e  blanche  est  pos6e  horizontalement  sur  une  table,  et 
iclairte  par  une  lampe^  dont  la  distance  k  cette  surface,  estimje  par  sa  pro- 
jection horizontale,  est  constante  et  6gale  kd.  A  quelle  hauteur  s  doit  se  trou- 
ver la  flammO)  pour  que  la  surface  soit-^clair^e  le  plus  possible? 

On  salt  que  Tintensitd  de  la  lumi^re,  que  revolt  la  surface,  est  proportion- 
nelle  au  sinus  de  Tinclinaison  des  rayons,  et  inversement  pioportionoelle  aa 
carr6  de  la  distance  qui  s^pare  le  point  lumioeux  de  la  surface.  Si  I'ond^sigQe 
par  a  rinclinaison,  on  trouve,  pour  le  cas  du  maximum,  en  appliquant  la  me- 
ihode(8I5}: 

tang«=-rr;     d'oii     »=-ri. 
V^2  )/2 

On  construira  la  solution. 

XVIII.  Trouver  la  valeur  minimum  de  /"°^   ,  quand  a  vario  de  0*  i  30*, 

tang*  a 

En  posant :  tang  a=»,  et  en  remplaQant  tang  3a  par  sa  valeur  en  m,  on  trou^-e, 
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Aappliqaantkmdthode  ordinaire  (811),  un  maximum  (17  »12/f),  qni  ne 
eooTient  pas^  car  il  oomspond  It «  =  /I  -f  1 ;  puis  un  minimum  (17  +  13/9 
qiii0Qiifient,etqiiiooiie8pond4«=r/2  —  l,  c*68t-4-dire  4  a  =  |. 

XDL  Deox  coq>9,  de  masses  m  ot  m',  animte,  dans  le  mfime  sens,  de  Wtesses 
f  etv'yTieonent  i  se  chequer.  Trouper  la  vitease  commune  s  qu'ib  prendront 
tpite  le  choc,  sadumt  que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipllantchaque 
OHM  par  le  carr6  du  changement  de  Titesse  est  la  moindre  possible. 

La  quantity  4  rendre  minimum  est  un  trinome  du  saoond  degr^  en  • ;  et,  en 
ippliqoant  la  rdgle  (809),  on  trouve : 


mv  +  mV 


XX.  Si  Ton  donne  « -f  y  s=  a,  la  r^gle  (81ft),  qui  foumit  le  maximum  de 
c^,  8*<tend  an  cas  0^1  p  et  g  sent  fractionnaires. 

Gomme  on  pent  toujours  poser :  p  =  ^ ,      g  =:  ^  ,  il  suffit  de  remarquer 
qo'alon  fl^yf  =  ^«^yf'. 

XXI.  Trouver  le  minimum  de  «^  +  ^ ,  P^Q  6tant  entiers  ou  fractionnaires , 
et  s  itant  positif . 

topo8antfl^  =  y,  5='?  <»  tronfe  (817etXX),|=3;  d'o4»=  y^. 

XXU.  On  donne  i'^quation  : 

oa  demande  de  trouyer  les  limites  extremes  des  yaleurs  que  pent  prendre  I'une 
des  trots  Tsriables,  9  par  exemple. 
Onsnivia  une  marche  analogue  4  celle  du  n*  81 0. 

XXin.  Trouyer  le  minimum  dQsfi  +  y*  +  3fi+  u\  sactiant  que  Ton  a  : 

(UP  +  by  +  ex  +  du  ss  ik. 

Marche  analogue  4  celle  du  n**  88ft. 

(x  +  a)(x^b) 
XHV.  Trouyer  le  maximum  de  Texpression  2 ' '        f. 

^            .        .              2ab         ^(»  +  a)(«  — b)      (a  +  W* 
On trouye  (808)  :»  =  5^:75,     et  i-I^-L^ ^=-^6    • 

(a  4.  x)^ 
XXY.  L'expreasion  «  +  •  +^  pent  passer  par  tous  les  ^tatsde  grandeur. 

XXVI.  Trouyer  le  minimum  de  ■  -4 — ^^. 
On  tzonye  •  s=  0 ;  et  le  minimum  est  2. 

XXVII.  Deux  nombres  positifs  yariables  9,  y,  sent  tels,  que  lenr  diffftrence 

at  un  nombre  posltif  a.  On  demande  si  Fexpreision  -;^  est  susceptible  d'na 

■— rlmnm  ou  d'un  minimum,  m  et  n  4tant  des  nombres  poeitilii  donn4s. 
Alo.  B.  I"  Partb.  17 
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Si  Ton  a:  X  <y,m  <n,on  trouye  (31&)  un  maximom^  quand  *s  -. 

Si  I'on  a :  s  >  y,  »  >  «|  on  trouva  ua  mininuim,  qiiaod  -  s  St. 

Mais  si  I'on  a  :  c  <  y,  m  >  » ;  ou  «  >  y,  m  <  «,  il  n'y  a  ni  maximnm  ni 
miDimum. 


LIVRE  IV. 

DES  PROGRESSIONS  ET  DES  LOGARITHMES. 


CHAPITRE   I. 

DES  PIIOGRE89IOIV9. 

S  1 .  Des  progressions  par  difKrence. 

886.  MFUfinoiis.  Une  progression  arUhnUtique  ou  par  dif^i^ 
rmce  est  nne  saile  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  surpasse 
cdai  qui  le  pr^cide  ou  en  est  surpass^  d*une  quantity  constante^ 
qu*on  appelle  la  raison  de  la  progression. 

Lorsque  les  termes  vont  en  augmentant,  la  progression  est 
dite  crowsanle;  elle  esidicroissanteqxiBiiid  ils  yont  endiminuant 

Pour  indiquer  que  des  nombres  font  partie  d'une  progression^ 
on  les  tarit  les  nns  h  la  suite  des  autres,  en  les  s^parant  par  nn 
point,  et  en  les  foisant  pr6c6der  du  signe  -f ;  ainsi  les  suites 

^3. 7.11. 15. 1&. 23. 27 , 

•f  48. 45. 42. 39. 36. 33. 30...., 

8ont  deux  progressions  par  difKrence,  Tune  croissante,  I'autre 
d^croissante :  les  raisons  sont  respectivement  4  et  3. 

On  supprime  la  distinction  que  nous  venons  d*indiquer  entre 
1^  progressions  croissante  et  dteroissante,  en  convenant  que 
bi  raison  est  Vexchs  (f  tm  terme  sur  le  terme  prieidmt.  Si  la  pro- 
gression est  d6croissante,  cet  excfts  est  nigatif.  Par  exemple,  la 
teconde  des  deux  progressions  indiqu6es  a  pour  raison  —  3. 

En  gteteil,  nous  d^signerons  les  termes  d'une  progression 
par  diflSrence  par  les  lettres  a,  ft,  c, . .  c  t  Jk,  /,....,  la  raison 
positive  on  n6gati?e  par  r,  et  le  nombire  qui  ezprime  le  rang  du 
terme  I  par  n.  Nous  aurons : 

Ta,6.c«d. ...  ••&•/••••  [Ij 
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597.  Yalbur  du  terhe  db  rang  n.  D'aprfes  la  definition,  nn 
terme,  dans  ane  progression  croissanle,  se  forme  en  ajontant 
la  raison  an  terme  precedent.  Le  second  est  done  6gal  Ji  a+^ 
le  troisi&me  k  a+^r^  le  quatrifeme  k  a-f  3r,  •••.,  le  n^'k 
«+ (^ — 0 ^«  Honcunterme  de  rang  quelconque  te  forme  en  ajmk- 
tani  au  premier  a/utant  de  foit  la  raison  qu*U  y  ade  termes  aeant 
edui  qtie  Von  considire.  G'est  ee  que  Ton  exprime  par  la  formule: 

i  =  aH-(n  — l)r.  [2] 

Gette  formule  s'applique  au  cas  oil  la  progression  est  dterois- 
sante,  pourvu  que  la  lettre  r  repr6sente  un  nombre  n^tif  (SS6). 

S28.  GoROLLAiRB.  La  formule  [8],  itant  une  relation  entre 
les  quatre  nombres,  a,  I,  r«  n,  permet  de  determiner  Fun  d'eux, 
quand  les  trois  autres  sont  donnas :  ii  sufSt  de  r^soudre  I'^qua- 
tion  par  rapport  k  la  quantity  inoonnue.  EUe  foumil  done  la 
solution  de  quatre  problftmes  faciles  k  6noncer,  et  dont  les  for- 
mules  sont : 

l  =  a  +  {n  —  l)r,       a  =  i  — (n— l)r,  \ 

n  —  1'  '      r  ] 

589.  Insertion  de  hotens  ARTTHifftoQUBS.  Insurer  m  moyens 
arithmetiques  entre  deux  nombres  donnas  a  et  fr»  c'est  former 
une  progression ,  dont  a  et  6  soient  les  termes  extremes,  et  dont 
ces  m  moyens  soient  les  termes  interm^diaires. 

II  suffit  evidemment,  pour  r^soudre  cette  question,  de  tronver 
la  raison  de  la  progression;  car,  en  Fajoutant  au  premier 
terme,  on  aura  le  second;  en  I'ajoutant  au  second,  on  aura  le 
troisiftme;  et  ainsi  de  suite.  Or  on  connalt,  dans  la  progression 
cberch6e,  le  premier  terme  a,  le  dernier  by  et  le  nombre  des 
termes  (m  -)-  2).  On  appliquera  done  la  formule  [2],  qui  don* 
nera; 

Bzmpu.  Instor  10  moyens  entre  5  etSS.  La  raiion mi :  r:s£ll§  oa  S; 
8t  la  progression  cherchie  est : 

^5.8.11 .  14. 17.20.93.36.39.83.86.88. 
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330.  ProblAmb.  DiUrminerkL(xmditi(mp(mrquetroisnMnbret 
donnSSf  a,  b,  c,  faswit  partis  tfune  mtme  progression. 

Sopposons  ces  nombres  raiigiSs  par  ordre  de  grandeur :  ils 
seront  siparis,  dans  la  progression  inconnue,  par  des  termes 
intermidiaireSy  qui  pourront  6tre  consid^ris  comme  des  moyens 
insiris  entre  a  et  6,  et  entre  b  et  c.  Par  suite,  si  Ton  d6signe  ces 
nombres  de  moyens  par  (m  — 1)  et  par  (n  —  1),  la  raison  devra 

filre  ^ale  (320)  k  -^^^  et  h  -^^ ;  on  devra  done  aroir : 


m  n 

b — a      c— 6 


[5] 


m  n 

(Test  la  condition  cherchie ;  il  faudra  qu*il  eanste  deux  nombres 
etuiers^  metn^  proportionneb  aux  differences  (b — a)  et  (c— b). 
Cette  condition  est  loujours  remplie,  quand  les  nombres  a,  b, 
c,  sont  commensurables :  car,  si  les  nombres  (fr— a)  et  (p^b) 
sent  fractionnaires,  il  suffira  de  les  riduire  au  mdme  d^nomi- 
nateur,  et  de  prendre  m  et  n  ^aux  aux  num^rateurs.  En  mul- 
tipliant  les  deux  r^sultats  par  un  m£me  nombre  entier  quel- 
conque,  on  aura  d'autres  valeurs  pour  m  et  n;  de  sorte  quele 
probl^me  a,  dans  ce  cas,  une  infinite  de  solutions. 

o5  i .  TH^OHiiiME.  Si  Von  visere^  entre  les  termes  consicutifs  d'une 
fro^ession  [1],  pris  deux  h  deux^  un  mime  nombre  m  de  moyens 
arkhmitiqueSy  on  obtient  une  progression  unique,  dont  la  raison  esi 
k  quotient  de  la  division  de  la  raison  primitive  par  (m  -|- 1). 

En  effety  les  raisons  des  di verses  progressions  partielles 
sont  (520) : 

b  —  a       c  —  b        d — e 

dies  sont  done  toutes  igales  k  — rr  (32C).  D*ailleurs  le  der- 

tfi-f-  J 

nier  terme  de  chacune  est  le  premier  de  la  suivante.  On  pent 

done  les  consid^rer  comme  n*en  faisant  qu'une  seule. 

532.  THioRfeME.  Dans  toute  progression  limitie,  la  somme  de 
deux  termes  igalement  distants  des  extremes  est  constante  et  igah  & 
la  somme  des  extrtmes. 

Soit,  en  effet»  la  progression : 
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le  second  teritie  b  est  6gal  ka-^-r^ei  Tavant-dernier  k  est  6gal  k 
J— r;  done  leur  soinme  b  +  k=a+L 

En  g^n^ral,  le  terme  x^  qui  en  a  p  avant  lui,  est  6gal  (3S7)  k 
«  -fP^j  et  le  terme  y,  qui  en  a  p  aprfes  lui,  est  6gal  k  l—pr; 
done  leur  somme  X'\-yesi  6gale  k  a-\-L 

853.    SOBIME  DES  TERUES  D*UNC  PROGRESSION.   D^SIgnOUS  par 

S  la  somme  des  termes  de  la  progression  qui  coinmenoe  par  a, 
qui  finit  par  (,  et  dont  n  est  le  nombre  des  termes.  On  a : 

On  n'alt&re  pas  cette  somme  en  renversant  les  termes;  si  on 
les  £crit  de  maniire  que  les  termes  k  ^gale  distance  des  extremes 
se  correspondent  verticalement  dans  les  deux  lignes,  on  a : 

S  =  l  +  k  +  i  +  ....+d  +  c  +  b  +  a. 

Ou'on  ajoute  maintenant  les  termes  de  ces  deux  suites  par  co- 
lonnes  yerticales,  et  Ton  aura : 

iS  =  (a+0+(ft  +  *)  +  (c+i)....+(»+c)+(ft+6)+(I+fl). 

Mais  toutes  les  sommes,  renfermtes  entre  parenthteeSt  sont 
^ales  (532)  k  (a  -f  0 »  d'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  ter- 
mes de  la  progression.  On  a  done : 

fLS  =  (a  +  l)n; 

tf  oa  Ton  dMuit :  S  =  i^±Ih.  [6] 

La  somme  des  termes  (tune  progression  par  diffirence  est  la  moir 
tii  du  produit  de  la  somme  des  extrtmes  par  le  nombre  des  termes, 

EzBMPLB.  La  fomme  des  12  tennesde  U  progression  (889)  est  ^  ■* 

OU258. 

Remarque.  Si  Ton  ne  connaissait  que  le  premier  terme  a,  la 
raison  r,  et  le  nombre  n  des  termes,  il  faudrait,  pour  appliquer 
ia  formule  pr^c^dente,  commencer  par  calculer  le  dernier 
tenne  f,  k  Taide  de  la  formule  [2].  En  sabstituaut  sa  valeur  dans 
la  formule  [6],  on  a: 

,     (2/i+(n-iy}n 

S  = 1 •  [7] 
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Appucations.  1*  Troorer  la  somme  des  n  premiers  nombres  entieri, 

1  +  2+3+....+*. 
Gomme  Os  forment  one  progression  dont  la  raison  est  1,  ieur  somme  est : 

W 


8=Il±!l^    ou   s  =  5(!Ltl). 


Done,  pour  oeotr  la  somme  da  n  premiers  nombres  entiers,  on  muUiplie  le 
dsnier  pareeluiqui  le  swvraU  immidkUemefU^  et  Von  divise  U  produitpar  2. 
2*  TrouTer  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs, 

1+3  +  5  +  7.... 
Hi  forment  una  progression  dont  la  raison  est  2;  en  appliquant  la  formale  [7]  on  a : 


Ainiila 


somme  desn  premiers  nombres  impairs  est  Sgale  au  carri  de  n. 


S8ft.  Pbobli^mbs.  Lesformules  [2]  et[6j  foumissent  deux  relations  entre  les 
qUBtttCs  a,  I,  r,  fly  S,  relations  qoi  permettent  de  determiner  deox  de  oes 
^M&Ui^,  qoand  las  trois  autres  sont  donn^es.  De  U  dix  piobUmes  k  rtsoudre : 

1*  iisnt  donn6s  a,  I,  r,  determiner  n,  S 


r       1 

<h  h  «, 

» 

r,  S; 

!•         1 

a,  1,  S, 

r,  n\ 

1                                             • 

4*         . 

►          a,  r,  n, 

h  S; 

6*         ■ 

»          a,  r,  8, 

h  n 

r       , 

►          a,  «,  S, 

h  f\ 

!•          , 

►          i,  r,  n, 

a,  Sj 

8*          1 

I,  r,  S, 

a,  fi; 

, 

9*          1 

i          J,  n,  S, 

«>  *•; 

lO-         , 

•          r,  n,  S, 

a,  i. 

s  problemes,  la  einqui&me  et  le  buitidme  sont  da  second  degr6 ;  les 

"wtsQties 

sont  da  premier 

degr^» 

S  II.  Des  progressions  par  quotient 

W6.  DipmrrioNS.  Une  progression  gionUtriqae  ou  par  giw- 
*w  esl  une  suite  de  nombres,  dont  chacun  est  6gal  au  pr6c6- 
dent  maltiplii  par  un  nombre  constant  que  I'on  nomme  la  raison 
ie la  progression. 

I^rsque  la  raison  est  plus  grande  que  Tunitft,  les  termes  vont 
^^  croissant,  la  progression  est  eroiisams;  lorsque  la  raison  est 
iBoindre  que  Tunitft,  les  termes  vont  en  diminuant,  et  la  pro- 
K^^^on  est  dicnAsiaim. 
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Pour  indiquer  que  des  nombres  font  partie  d'une  progressioB 
par  quotient  y  on  les  ^crit  k  la  suite  les  uns  des  autres^enles 
s^parant  par  deux  points,  et  en  les  faisant  pr^cMer  du  signe  a. 

EzEMPLEs.  Les  suites : 

«  4 :  12  :  36 :  108  :  324  :  972 : . . . . , 
K528:  264:  132  :  66 :  33  :  16| : .. .. , 

sont  deux  progressions  par  quotient.  Tune  croissante  et  I'autre 
dicroissante ;  les  raisons  sont  3  et  |. 
En  g6n6ral,  nous  dteignerons  les  termes  d*une  progression 

par  quotient  par  a,  b,  e,  <{,•...,  i,  ft,  I ,  la  raison  par  g,  et 

le  rang  du  terme  I  par  n.  Nous  aurons : 

H  a:  b :  c:  d : . . . .  :i :  k:  I : .. . .  [i] 

557.  Valbur  du  terms  de  rang  n.  D'apris  la  definition,  un 
terme  d*une  progression  par  quotient  se  forme  en  multipliant 
le  precedent  par  la  raison.  Le  second  est  done  ^gal  k  aq^  le  troi- 
si^Qie  k  aq\  le  quatri^me  k  og*, .  •  •  • ,  le  n"*  &  a^.  Done  tin 
terme  de  rang  quekonque  est  igal  aa  premier  mvitiplii  par  vne 
puissance  de  la  raison^  dont  Fexposant  est  6gal  au  nombre  des  Ur- 
mes  qui  prMde  celui  que  Von  considhre,  G'est  ce  qu'exprime  la 
formule : 

Isza^.  [2] 

558.  GoROLLAiRB.  La  formule  [2],  £tant  une  relation  entre 
les  quatre  nombres,  a,  i,  9,  n,  permet  de  determiner  I'un  d'eux, 
quand  les  trois  autres  sont  donnis.  On  trouve  ais£ment,  en  r£- 
solvant  requation  [2]  par  rapport  k  chacune  des  quatre  quantity 
successivement : 

l  =  aq^,        a=—, 

*      V  a'  ^       log^ 

La.  demiire  formule  suppose  connues  les  proprietis  fondamen- 
tales  des  logarithmes  (36S  et  suiv.}* 

559.  TH^oRiME.  Si  une  progression  est  croissante^  on  peut  la 
prolonger  assez^  pour  que  ses  termes  dipassent  toute  limite  dormie. 
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En  effet,  si  Ton  considire  les  trois  termes  coDsficc^ib  t,  i,  I, 
de  la  progression  [1],  on  a,  par  definition, 

et,  par  soustraction ,    l^h  =  {k — i)q. 

Or  la  raison  q  est  supirleure  h  runiti;  done  la  difference 
{l—k)  est  pins  grande  que  la  difference  {k — t).  L'exc^s  d'un 
terme  sur  le  precedent  ^a  done  en  croissant.  Or,  si  cet  exchs 
restait  constant ,  comme  dans  la  progression  par  difference,  on 
pourrait,  en  I'ajoutant  au  premier  terme  a,  un  nombre  suffi- 
SdDt  de  fois,  obtenir  un  r^sultat  aussi  grand  qu'on  le  voudrait. 
II  en  sera  done  de  m^me,  a  fortiori^  si,  comme  nous  Tavons  re- 
conna,  cet  exc6s  va  en  augmentant. 

340.  Th^or&me.  Si  une  fyrogression  est  decroissante,  on  peut  la 
prolonger  assez,  pour  que  ses  termes  dicroissent  au^dessous  de  toute 
limite. 

En  effet,  si  la  progression  [1]  a  une  raison  q  inferieure  k 

Tanite,  les  termes  ziZfif^^  *»  xj  T9  ••••  forment  une  autre 

a  0   c         %'  k  I 

progression  par  quotient,  dont  la  raison  -  est  superieure  k  I'u- 

nit^y  puisque,  des  egalites 

b      a      q       c      b      q'     d     c      q* 
II  resulte  done,  du  theorime  precedent,  que  les  fractions 
t'  {'  1'  peuYcnt  deyenir  aussi  grandes  que  Ton  voudra,  et  par 

suite,  leurs  denominateurs  t,  ft,  {,  peuvent  devenir  aussi  petits 
que  Ton  Youdra.  G*est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Ml.  Insertion  de  hoyens  g^om^triques.  Insurer  m  moyeiis 
g^ometriques  entre  deux  nombres  donnas  a  et  6,  c'est  former 
Que  progression  par  quotient,  dont  a  et  &  soient  les  termes 
extremes,  et  dont  ces  m  moyens  soient  les  termes  interme- 
diaires. 

U  suffit  eyidemment,  pour  resoudre  cetle  question,  de  trouver 
la  raison  de  la  progression :  car,  en  multipliant  le  premier  terme 
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par  la  raison,  on  aura  le  second ;  en  multipliant  le  second  par  la 
raison,  on  aura  le  troisidme,  et  ainsi  de  suite.  Or,  onconnalt, 
dans  cette  progression,  le  premier  terme  a,  le  dernier  &,  ct  le 
nombre  des  termes  (m  -f-  2).  On  appliquera  done  la  formule  [2], 
qui  donnera : 

W 


BziMFLB.  Insurer  3  moyens  entre  7  et  112.  La  raiton  est : 

g=y— ou2; 

et  la  progression  cherch^e  est : 

4^7:14:28:56:112. 

542.  TH^ORiEMB.  Si  Von  inshre^  entre  Us  termes  consictuifs  ivM 
progression  par  quotierUf  pris  deux  i  deuXy  un  mime  nombre  m  de 
moyens  par  qy4)tient,  on  obtient  une  progression  unique^  dont  la  rai- 
son est  la  racine^  dHndice  (oi  -|- 1),  de  ia  raison  primitive. 

En  effety  les  raisons  des  diverses  progressions  partielles  sent: 

71'  71'  \7?-= 


■1+1 - 


elles  sont  done  toutes  Agates  k  -  \/q*  D'ailleurs  le  dernier  terme 
de  cbacune  est  le  premier  de  la  suivante.  On  pent  done  les  con- 
sid^rer  comme  n'en  faisant  qu'une  seule. 

545.  Probl^me.  Determiner  la  condition^  pour  que  trots  furnn 
breSf  a,  b,  c,  (assent  partie  d^une  mime  progression. 

Si,  en  consid6rant  a  comme  6lant  le  premier  terme,  on 
disigne  par  (m-j- 1}  et  par  (n4- 1)  les  rangs  inconnus  de  b  et 
de  c,  on  a  (557) : 

b  =  ag",        c  =  a^y 

q  £tant  la  raison  inconnue.  Si  Ton  £l^ye  la  premi&re  Equation  I 
la  puissance  n,  et  la  seconde  h  la  puissance  m,  on  aura : 

d'od,  en  ^liminanl  q : 

6»     (j^ 


Cest  la  condition  cherch6e.  Gette  condition  se  simplifle,  si  fan 


5=  =  tfJ'    °" 
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suppose  que  a,  ft,  e  soient  commensurables;  car  alors,  en  r^ 
duisant  les  rapports  -  et  -  &  leur  plus  simple  expression,  et  en 

dteignant  par  I  ei -T  les   fractions   irr^ductibles  ^quivalentes, 
ma: 


«)■=  (i)" 


^'^     fc--  P-- 


Or,  oes  fractions,  6tant  aussi  irr^ductibles,  ne  peuvent  £tre  6ga- 
les,  que  si  Ton  a  : 

ce  qui  exige,  d'une  part,  que  ^r  et  ft  soient  compost  des  mdmes 
facteurs  premiers,  ainsi  que  h  et  I;  et,  d'autre  part,  que  les  ex- 
posants  d'un  mfime  facteur,  dans  g  et  ft,  et  dans  h  et  /,  soient 

dansun  rapport  constant—.  Si  ces  conditions  sont  rem  plies, 

elles  d^terminent  le  rapport  — .  Mais  elles  laissent  m  el  n  ind6* 

tenninfe;  de  sorts  que  a,  b,  e  peuvent  faire  partie  d'une  inCnit^ 
de  progressions. 

SM.  Appucation.  Qtteli  ioni  les  nombres  eommenturMes  qui  peuvent  (aire 
pturtit  d^une  progresiion  pt^  quotient^  ayatUpour  iermes  1  el  107 

I^^ignons  par  ^  I'un  des  nombres  cherchte ;  on  doit  avoir,  d'a|krte  G8  qui  pr^ 
eMi: 

g)*=(10)«,    on  J^=10-; 

*  et »  itant  des  nombres  entiers.  Or  le  second  membre  6tant  entier,  le  premier 
■feitr^tre  aussi ;  et  comme  ^est  irrMuctible,  par  hypotbSse,  il  faut  que  Ton 

^^'  9=  1>  et,  par  suite,  p"=  10^.  Mais  pour  que  cette  demi&re  6galit6  ait 
fien,  U  faut  que  p  ne  contienne  que  les  facteurs  premiers  2  et  5de  10,  c'est-li- 
^  que  Ton  ait :  p==2*X5':  il  tout  done  que  2«-x5P"=2»x5',  et  que, 

pu  consequent,  aiii=p9»=n.  U  fout  done  que  a  =  p=  — .   Ainsi  les  expo- 

nnts  do  2  et  de  5,  dans  p,  doivent  6tre  6gaux;  ou,  en  d'autres  termes,  p  doit 
*lre  une  puissance  de  10. 

I^s  puissances  de  10  sont  done  les  seuls  nombres  commensurables  qui  puis* 
sent  figurer  dans  une  progression  par  quotient,  dont  1  et  10  font  partie. 

^S.  THiOR&MS.  Dans  Umte  progression  par  quotient,  leproduU 


168  LIVRE  iy« 

de  deux  ienms  igalement  distants  des  extrtmes  tit  constant  U  i^ml 
au  produit  des  exirtmes. 
Soil,  en  effet,  la  progression  limil^e : 

Haibieid: :i:h:l; 

le  second  termed  est  ^gal  kaq^ei  ravant-dernier k  est  £gal  it  -; 

done  leur  produit  &ft=a{.  En  g£n£ra],  le  terme  x^  qui  en  a  p 
avant  lui,  est  £gal  k(f;ei  le  terme  y,  qui  en  a  p  apr6s  lui,  e^ 

6galii-^;  done  le  produit  xy=al. 

546.  Produit  des  termes  d'une  progression.  Dfeignons 
par  P  le  produit  des  termes  d*une  progression,  qui  commence 
par  a,  qui  finit  par  {,  et  dont  n  est  le  nombre  des  termes.  Nous 
aYons : 

P=abcd.... .  ikL 

On  n'alt^re  pas  oe  produit  en  renyersanl  I'ordre  des  facteurs, 

et  en  6crivant : 

P=/*i dcba. 

Si  l*on  multiplie  ces  deux  produits  Sgaux  Tun  par  Tautre,  en 
groupant  deui  par  deux  les  facteurs  de  m6me  rang,  il  vient : 

P>=(fl/)  {bk)  (d) (u?)  (fcft)  {la). 

Or  tons  les  produits  renferm^s  entre  parenth&ses  sont  ^aux 
(Mtt)  k  al.  D'ailleurs  leur  nombre  est  celui  des  termes  de  la  pro- 
gression ;  done : 

P»=(aO-; 

d'oik  Ton  tire :  

P=  )/(al)\  .[6] 

Ainsi»  le  produit  des  termes  d'une  progression  estSgalA  laracine 
Carrie  d'une  puissance  du  produit  des  extrtmes^  dont  Fexposant  est 
le  nombre  des  termes. 

547.   SOMME  DES  TERMES  d'uNE  PROGRESSION    PAR   QUOTIENT. 

D^signons  par  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  pric^' 
dente ;  de  sorte  que  I'on  a : 

S=a+6+c+d+ +i+k+L 
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Si  Ton  multiplie  lea  deux  membres  de  cette  6galit6  par  g,  on 
obtient : 

S9=ag+6«+(jg+(lg+ +iq+hq+lq. 

Mais,  par  hjpothisey  aq^b,bq=sey  cgssd,....,  t9=k,  Agssi; 
done  r6galit6  pr£c6dente  devient : 

Sq=b+e+d+.....  +k+l+lq. 

Si  Ton  suppose  q>lf  et  qu*on  retranche  S  de  Sg,  on  a  6vi- 
demmenty  en  supprimant  les  termes  qui  se  d^truisent : 

Sg — S=slg— a,    on    S(g— l)=Jg— a; 

tfoil  S  =  ^.  [7] 

•g — 1  '■  "* 

Ainsiy  la  somme  des  termes  dCunt  progression  eroissanle  par  quo- 
tient  se  fomuj  en  muUipliant  h  dernier  terme  par  la  raison^  en  re^ 
tranchant  du  produit  le  premier  terme,  et  en  dwisant  la  difference 
par  Vexcbs  de  la  raison  sur  Vvniti. 

Si  i'on  suppose  g  <  1,  on  ne  peat  plus  retrancher  S  de  Sg;  on 
retranche  alors  Sg  de  S,  et  Ton  a  : 

S— Sg=a— Ig,    on    S(l— g)=a— Ig; 

ffoii  S=^::^-  [8] 

1  —  g  *■  ■• 

Ainsiy  la  somme  des  termes  d^une  progression  dicroissante  se 
fome,  en  retranchant  du  premier  terme  le  produit  du  dernier  par 
la  raison^  el  en  divisant  la  difference  par  Vexebs  de  VuniU  sur  la 
raijon. 

Mais  les  conventions  faites  sur  les  nombres  n^tifs  rendent 
cette  seconde  forme  6quivalente  k  la  premi&re. 

*  Rbmarqub.  Si  Ton  ne  connaissait  que  le  premier  terme  a,  la 
^ison  g,  et  le  nombre  n  des  termes,  ilfaudrait,  pour  faireusage 
des  formnles  pr6c6dentes,  commencer  par  calculer  le  dernier 
terme  ( it  I'aide  de  la  formule  [8].  En  substituant  sa  valeur  dans 
les  formules  [7]  et  [8],  on  a : 

l»]  S  =  22^,    et    S=t=|:.  [10]. 

348.  LrniTE   DE   LA   SOHMB   DES    TERHES   D^UIIE  PROORBSSIOII 


S7G  LIVRE  IT. 

DftcROissANTB.  La  foitnule  [8],  qui  donne  la  somine  des  tennes 
d*une  progression  dteroissante,  peat  s'^crire : 


l-q       l-q' 

Or,  si  le  nombre  des  tennes  va  en  augmentant  ind6finiment, 
Texpression  ,  qui  ne  depend  que  do  premier  terme  et  de 
laraison,  conserve  constamment  la  m6me  yalenr ;  mais  le  pro- 
duit  I  r~9  compost  d'un  facteur  i  qui  d^crott  sans  limite  (340), 

et  d'un  facteur  t-^-  qui  reste  constant,  peat  devenir  aussi  petit 

que  Ton  Youdra.  Par  cons^quent'la  somme  des  termes,  tonjours 

inf^rieare  ftr^-j  peut  difT^rer  de    aussi  pen  queronvoo- 

dra,  si  le  nombre  destermes  est  suffisamtnent  grand  :  en  d'au- 

tres  termes,  y-—  est  la  limite  yers  laquelle  tend  la  somme, 

lorsque  le  nombre  des  termes  crott  indSfiniment  Bn  dtsignant 
cette  limite  par  <,  on  a  : 

849.  AppucATiON.   Une  fraction  dteimale  p6riodique  peut  6tre  ooofidArfo 
oomme  une  progression  dtoroUtante;  etU  Cormule  [U]  lid  est  appUcaUe. 
Soity  par  eiemple,  la  fraction  pModique 


0,3535353&85. 


Si  on  la  s^pare  en  tranches  de  deux  chiffres,  k  partir  de  la  rirgule,  on  peat  h 
regarder  comtne  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'me  prognssioa  dktwr 
sante  k  Tinfini  : 

35  .     35     .       35       .         36        . 


•u- 


100  *  10000  '  1000000  '  100000000 


4<»t  la  raison  est  j^.  D'aprto  la  fonnule  ^11],  cette  limite  est  ^gale 

too  ,    35 

ou  a    r^; 


1— -L'  99 

100 

ee  qui  est  precis^ment  le  r^sultat  qu'on  abtient,  en  arithm^tique,  dans  lath^"^ 
des  fractions  p^riodiques. 
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EXERCICES. 

L  Qudles  sont  ta  progroations  par  diff!6renoe  dans  iMquelles  la  aomiiM  de 

deux  termes  quelconques  fait  partie  de  la  progressioD  ? 
Ge  sont  oelles  dont  le  pramier  terma  est  un  multipla  de  la  raison. 

n.  Quelles  sont  les  progressions  par  quotient,  dans  lesquelles  la  prodnit  de 
deox  termes  fait  partie  de  la  progressioa  t 
Ce  sont  celles  dont  le  premier  terme  est  une  paissance  de  la  raison. 

III.  Si,  dans  une  suite  de  nombres,  chacun  est  la  demi-somme  de  oeox  qui 
la  oomprennent,  ces  nombres  forment  une  progression  par  diffftience.  Si  ehaoon 
«t  moyen  proportionnel  entre  les  deux  qui  le  comprennent,  lis  forment  une 
progression  par  quotient. 

Oq  ramtoe  imm6diatement  cet  ^nonc6  aux  definitions  (826  et  SS^). 

lY.  Dans  quelles  progressions  par  diffi&rence  existe-t-il  un  rapport,  ind6pen- 

dant  de  n,  entre  la  somme  des  n  premiers  termes  et  la  somme  des  n  suiyantsT 

Ce  sont  celles  oA  la  raison  est  double  du  premier  terme  (lir.  II,  chap,  vn, 

were.  1). 

^-  VSy  ^et  /7  peofent-ils  faire  partie  d*une  mime  progression  par  dlffft- 
nnce  on  par  quotient  ? 
Mon.  On  s'appuiera  sur  les  n**  830  et  848. 

VI.  Si  Pon  prend  la  suite  des  nombres  impairs  1,  3,  5,  7...,  et  qu'on  la 
*ipu«  en  groupes,  dont  le  premier  ait  un  terme,  le  deuxi^me  deux  termes,  le 
tnisi^iae  trois  termes,  etc.,  la  somme  des  termes  d'un  mtoe  groupe  est  un  cube. 

Onformera  le  premier  et  le  dernier  terme  de  n"*  groupe,  et  on  appliquera 
Ufonnnle  [6]  du  n*  888  :  on  trouTerati*  pour  somme. 

Vn.  Si  I'on  comriddre  la  suite  1, 2,  4,  6,  8,  10. . . ,  la  somme  des  n  premiers 
tBnnes  est  impaire;  et,  quand  on  ajoute  au  nombre  ainsi  obtenu  les  (n— - 1) 
Bombres  impairs  qui  le  suiYent,  on  obtient  un  cube. 

^  trouTe  pour  rtoultat  n',  en  sulTant  la  mdme  mardbe. 

Vin.  Dans  une  progression  gfomitrlque  de  six  termes^  la  difRnnce  des 
lennes  eztrfimes  est  plus  grande  que  cinq  fols  la  difltirence  des  termes  du  ml- 


Oq  exprime  le  rapport  des  deux  differences  en  fonction  de  la  raison,  et  Ton 
troQTe  que  le  minimum  du  rapport  est  6. 

1^  On  forme  une  suite  de  termes  tels,  que  chtcnn  soit  la  demi-somme  des 
deuxprteidents;  connaissant  les  deux  premiers  termes  a,  h  de  cette  suite, 
^aver  de  quelle  limite  on  s'approcbe,  lorsqu^on  en  forme  un  nombre  de  plus 
®^  plus  grand. 

la  limite  est  ^. 

^-  Soit  AB  une  ligne  queloonque  ;  on  marque  son  milieu  C,  puis  le  milieu  D 
«J«CB,  puis  le  milieu  E  de  DC,  puis  le  milieu  P  de  ED,  le  milieu  0  de  FB,  et 


ainsi  de  suite  indefinimeat;  trouver  de  quelle  limite  les  points  G^  D,  B,  F,^, 

f '• 1 1-!— I 4 1 

A  G  B  G   F       D  6 

s'approchent  de  plus  en  plus^  loriqn'on  en  marque  un  nombre  de  plus  en  plui 
grand. 
Le  point  limite  est  au  tiers  de  AB,  k  partir  du  point  B. 

XI.  TrouTer  la  limite  de  la  somme  des  fractions 

•dont  les  numtoteurs  forment  une  progression  par  differences  el  les  dteomi- 
nateurs  une  progression  par  quotient. 

On  d^mpose  oette  s^rie  en  plusieuis  progressions  gtomdtriquee  dteiois- 
santes ,  et  I'on  trouye  que  la  limite  est  2. 

XII.  On  forme  la  suite  des  nombres 

1,    3,    6,    10,    15,    21,    eto., 

teis  que  la  difference  de  deux  termes  consicutifs  ya  sans  oesse  en  augmentant 
d*une  unite ;  trouTer  la  somme  de&  n  premiers  termes  de  cette  suite. 

On  trouye  que  le  n"*  terme  est  egal  A  ^^^7*  ' ,  el  que  la  somme  est  egale  i 

n(n-f  1)  (n+2) 
6  • 

XIII.  Dans  une  progression  par  quotient,  dont  le  nombre  des  termes  est  im- 
pair, la  somme  des  Carres  des  termes  est  egale  k  la  somme  des  termes,  mul- 
tipUee  par  Tezc^s  de  la  somme  des  termes  de  rang  impair  sur  la  somme  des 
Vermes  de  rang  pair. 

On  forme  les  diff^rentes  sommes  indiquees,  et  on  verifie  ais6ment  regalite. 

XIV.  Dans  une  progression  par  difference,  dont  les  termes  sont  entiers,  si  p 
est  UQ  nombre  premier  avec  la  raison,  et  que  Ton  diyise  p  tennes  consecutifs 
par  p,  on  obtiendra  pourrestes  tous  les  nombres  0,  1,  2,  3,.^.  (p— 1). 

On  prouTe  que  deux  restes  ne  peuvent  pas  etre  egaux. 

XY.  Un  triangle  eiant  donne,  on  forme  un  second  triangle  qui  ait  pour  c6t£3 
les  medianes  du  premier,  un  troisi&me  triangle  avec  les  medianes  du  second, 
et  ainsi  indefiniment.  On  demande  la  limite  de  la  somme  des  aires  de  tous  c«s 
triangles. 

Gette  limite  est  quatre  fols  i'aire  du  triangle  donne. 


PROGRESSIONS  ET  LOGARITHMES.  273 

CHAPITRE  I!. 

THEOniE  £LEHEi\TAIRE  DES  L0GARITn]|[E9. 


$  I.  Definition  des  logarithmes. 

550.  D^FiinTiON.  —  Lorsque  Ton  consid&re  deux  progres- 
sions, I'une  par  quotient  et  commandant  par  Tunit^,  I'autre  par 
difference  et  commengant  par  z6ro»  les  termes  de  la  seconde 
sont  appel^s  les  logarithmes  des  termes  qui  ont  le  mfime  rang 
dans  la  premiere.  Ainsi*  soient  les  deux  progressions : 

\    tU«  '  •  *»  •  o*»*kTm  •  •  •  •  •  Tfl?  » •  •  •  •  •  flf  •  •  •  •  •  »pr»  •  •  •  I 

nur  est  le  logarithme  de  g*. 

Remarque.  —  Le  logarithme  d'un  nombre  consider^  isol£- 
ment  est  tout  k  fait  arbitraire.  Si  Ton  demande  quel  est  le  loga- 
rithme de  3,  cette  question  n'a  aucun  sens,  tant  qu'on  n*a  pas 
choisi  les  progressions  qui  d^flnissent  le  systtme  des  loga- 
rithmes dont  on  veut  parler. 

Dans  tous  les  syst^mes  le  logarithme  de  1  est  0. 

3Si .  Extension  de  la  definition. — D'apris  la  definition  pr^- 
c^dente,  lorsque  Ton  a  choisi  les  deux  progressions  qui  d^fi- 
nisscnl  un  systftme  de  logarithmes ,  il  semble  que  les  nombres 
qui  ne  font  pas  partie  de  la  progression  par  quotient,  n'ont  pas 
de  logarithmes ;  nous  allons  voir  comment,  en  ^tendant  cette 
definition,  on  est  conduit  k  regarder  chaque  nombre  plus  grand 
que  Tunit^  comme  ayant  un  logarithme. 

Goncevons  que  Ton  insdre  entre  deux  termes  cons6cutifs  de 
chacune  des  progressions  [1]  un  m6me  nombre  de  moyens; 
nous  obtiendrons  (351. 54SK)  deux  nouvellcs  progressions,  com- 
men^nt  encore  Tune  par  1,  Tautre  par  0,  cl  dans  lesquelles  les 
termes  corrcspondants  des  progressions  primitives  se  corres- 
l>ondront  encore.  Nous  dirons  done  que  les  termes  nouvelle- 
ment  introduits,  dans  la  progression  par  difference,  sont  les 
lognrilhmes  des  lermes  de  mAme  rang,  introduits  dans  la  pro- 
gression par  quotient. 
Alo.  B.  If  Partie 
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352.  Th^or^me.  ~  Pour  que  cette  extension  de  la  d^finitioii 
soit  admissible,  il  faut  prouver  que,  si,  en  insurant  des  nombres 
difl^rents  de  raoyens,  on  am^ne  un  mtme  nombre,  de  deux  ma- 
nitres  difT^rentes,  k  faire  partie  de  la  progression  par  quotienty 
on  lui  trouvera,  des  deux  mani^res,  le  m6me  logarithme. 

Supposons  que  Ton  insure  d'abord  (p— 1)  moyens  entre  les 
termes  cons^cutifs  des  progressions  [1],  la  raison  de  la  progres- 

sion  par  quotient  sera  (341),  ^q;  et  la  raison  de  la  progression 

par  difTi^rence  sera  (329)  -.  En  sorte  que  le  terme,  de  rang 

P  ^ 

(ft-|-  l)y  dans  la  premiere,  sera  (^^)*;  et  le  terme  correspon- 

dant,  dans  la  seconde.  sera  A-. 

P 

Supposons  maintenant  que  Ton  Insure,  entre  les  termes  cons^ 
cutifs  des  progressions  [1],  un  autre  nombre  (p'  —  I)  de  moycDs; 

un  terme,  de  rang  (A*  -|-  1),  dans  la  premiere,  sera(v'5)*^>  elle 
terme  correspoudant,  dans  la  seconde,  sera  kf  -;• 
Nous  Youlons  prouver  que,  si  Ton  a  : 

r         r  k      K 

onauraaussi:       *-  =  *'-y,    ou    -  =  -7- 

P        V  P     P 

Si,  en  effet,  nous  ^levons  les  deux  membres  de  I'^aliti  [S]  i 
la  puissance  pp',  nous  aurons  : 

6t  cette  derni&re  ^liti  entralne  ^videmment : 

'^        ^^  p     p' 

Done,  si  Von  pent  introduire  un  mtme  nombre,  de  deux  maniins 
iiffirentes,  dans  la  progression  par  quotient^  on  hU  trounera^  det 
deux  manUres^  le  mime  logarithme, 

3iS3.  Th^or^mb.  —  Si  ron  calcuU  des  logarithmes  en  insirani 
un  certain  nombre  de  moyens  entre  les  term>es  consicutifs  des  deia 
progressions,  puis  que  ton  en  calcule  d'autres  en  insh-anl  un  ators 
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nombre  de  moyens ,  ces  divers  logarilhmes  peuvent  ttre  considirSi 
comme  faisant  partU  (fun  seul  et  mime  systtme. 

Pour  le  prouver,  remarquons  que  si ,  entre  les  termes  con- 
sfecutifs  de  la  progression  par  quotient,  on  insure  d'abord  (p —  1) 
moyens,  puis(p' — 1)  moyens,  tous  les  termes  obtenus,  dans  Fun 
etTautre  cas,  font  partie  d*une  seule  et  m6me  progression,  que 
Ton  obtiendrail  en  insurant  (pp'— 1)  moyens.  En  effet,  si  Ton 
insure  {pp' — l)  moyens  entre  deux  termes  cons^cutifs  a  et  6 
d'une  progression,  le  terme  h  aura,  apr^s  cette  insertion,  le 
(PP'+l)"*  rang.  Si  done,  dans  la  progression  ainsi  formte,  on 
compte  les  termes  de  p'  en  p',  h  partir  du  second,  c'est-^-dire 

le  (p'+l)-,  le  (2p'+l)-,  le  (3p'  +  l)"* ,  b  se  trouvera 

le  p**  de  cette  suite.  Or,  q  6tant  la  raison  de  la  progression 
nouvelle,  les  termes  ainsi  d6si^n6s  sont  respectivement  6gauz 
io^,  aq*''^  aq*^.  .  •  .  .;  ils  sont  done  en  progression;  et  Ton 
peul  les  consid^rer  comme  formant  (p —  1)  moyens  entre  a  et  fr. 
Dem6me,  si  Ton  compte  les  termes  de  p  en  p,  &  partir  du  se- 
cond, b  se  trouvera  le  p'**  de  cette  autre  suite;  el  ces  termes 
pourront  6tre  consid6r6s  comme  formant  (p'—  1)  moyens  entre 
act  6. 

La  m^me  remarque  s'applique  k  la  progression  par  diffd- 
reDce:on  voitdonc  que  les  deux  syst^mes  obtenus,  en  insurant 
s4par6ment  (p — 1)  moyens  et  (p' — 1)  moyens,  sont  compris 
dwis  le  systtme  unique,  qui  correspond  k  {pp'—  1)  moyens. 

Par  example,  si  a  et  &  ddsignent  deux  termes  cons^cutifs  quelconqaes  d'une 

Progression  par  quotient  ou  par  diff^reace,  et  que  I'on  insure  enure  a  et  6, 

d'aborJ  trois  moyens,  puis  ensuite  cinq  moyens,  de  mani^re  i  former  les  pro- 
SnisioDs 

a,      A|,      Aa,      A|,      6, 

a,  Bi,  B>,  B»,  B«,  Bfc,  b; 

B  Ton  insure  ensuite  (4X6 ~l)ou  23  moyens,  on  formera  one  progression 
noavelle,  dans  laquelle  Ai,  At,  A»  figureront  aux  rangs  7,  13, 19,  et  B|,  B»,  B^ 
^1  K  aux  range  5,  9,  13,  17,  21. 

'**.  THtoRfcME.  —  On  peut  insirer^  entre  les  termes  consieutifs 
^^progression par  quotient^  un  assez  grand  nombre  de  moyens^ 
f^^  Ttie  deux  Urmes  consicutifs  quelconques  de  la  progression  nou- 
Wife  di/ftrent  aussi  peu  qu'on  voudra. 

Bn  effet,  soit  q  la  raison,  et  soient  A  et  kq  deux  termes  con- 
•^utifs  quelconques  de  la  progression  donn6e.  Si  ron  insfere 
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(m— 1)  moyens  entre  ces  deux  termes,  la  raison  de  la  progres- 
sion nouvelle  sera  ^q;  par  suite,  deux  termes  cons^cutifs  de 
eette  progression,  compris  entre  A  et  Ag,  seront  A (7^  et 
A  (7  qf^f  et  lour  difKrence  sera  : 

Comme  k  est  inf^rieur  k  m,  (y^g)*  est  inKrieur  &  f ;  la  difference 
est  done  plus  petite  que 

kqi'y/q^l). 

Or,  quand  m  crott  ind^finiment,  (V? —  0  tend  vers  z^ro.Car, 
pour  verifier  que  I'on  a,  pour  une  valeur  sufflsamment  grande 
dem, 

Vq-Kh 

quelque  petit  que  soit  c,  il  suffit  de  prouver  que  I'on  a,  dans  les 
mftmes  circonstances  : 

V?<l  +  «i    ou    q<(i+^r; 

et  cette  demiere  in6galit6  est  6vidente,  puisque  Ton  sait  (339) 
que  les  puissances  d'un  nombre  plus  grand  que  1  croissent, 
sans  limiteSy  avec  leur  exposant.- 

Ainsi  le  facteur  (75—  0  tend  vers  z6ro;  d'aiUeurs  le  facteur 

kq  est  fixe :  done  le  produit  Aq  (77 —  0  P^^t  devcnir  aussi  petit 
que  Ton  voudra,  si  Ton  donne  k  m  une  valeur  suffisamment 
grande ;  et  11  en  est  de  mfime,  a  fortiori^  de  la  difference  con- 
sider6e. 

555.  Remarque.  —  II  r^sulte  du  th^or^me  (384),  que  les 
nombres  dont  les  logarithmes  sont  d^finis  dans  les  paragraphes 
precedents,  croissent  par  degres  aussi  rapprocbes  que  Ton  veut. 
Si  Ton  se  bornait  cependant  k  cette  definition,  il  y  aurait  une 
infinite  de  nombres  qui  devraient  etre  regardes  comme  n'ayant 
pas  de  logarithmes.  On  sait,  par  exemple  (544),  que,  quel  qae 
soit  le  nombre  des  moyens  inseres  entre  les  termes  de  la  pro- 
gression par  quotient, 

^1:10:100:1000...  , 

aucun  de  ces  moyens  n'est  commensurable.  Tous  les  nombres 


v- 
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commensurables  peuvent,  au  contraire,  sMntroduire,  comme 
moyens,  dans  la  progression  par  difTSrence, 

Par  consequent,  dans  le  syst^me  de  logarithmes  que  d^finissent 
ces  deux  progressions,  Us  nombres  commensurables  qui  ne  soni 
pas  erUierSf  sont  tons  des  logarithmes  de  nombres  incommensurableSf 
et  les  nombres  commensurables  qui  ne  sont  pas  des  puissances  de  10^ 
nepouvant  pas  faire  partie  de  la  progression  par  quotient^  devraient 
ftf e  regardSs  comme  n' ay  ant  pas  de  logarithmes. 

386.  DEFINITION  DES  LOGARITHMES  DES  NOMBRES  QUI  NE  PEUVEN1 
PAS  FAIRS  PARTIE  DE  LA  PROGRESSION  PAR  QUOTIENT.  —  Quand  Un 

nombrene  peul  pas  6tre  introduit  dans  la  progression  par  quo- 
tient, son  logarithme,  qui  ne  peut  6tre  commensurable  (38S}, 
sed6finitde  la  mani6re  suivante  : 

U  logarithme  d'un  nombre  N,  qui  ne  peut  pas  faire  partie  de  la 
Progression  par  quotient  ^  est  plus  grand  que  ks  nombres  comment 
surabks  qui  sont  les  logarithmes  de  nombres  inf&rieurs  d  N,  et  plm 
petit  que  les  nombres  commensurables  qui  sont  les  logaritivmes  de 
f^ombres  supMeurs  it  H. 

Par  exemple ,  dans  le  syst^me  d6fini  par  les  progressions  du 
n*  558,  le  nombre  37  ne  peut  pas  faire  partie  de  la  progression 
par  quotient.  Pour  d^finir  son  logarithme,  concevons  que  Ton 
insfere  entre  10  et  100  un  nombre  considerable  de  moyenspar 
9uolient,  et  entre  1  et  2  le  m6me  nombre  de  moyens  par  difK- 
^'ence;  on  trouvera,  dans  la  progression  par  quotient,  deux 
termes  cons6cutifs  qui  comprendront  37,  et  dont  les  loga- 
rithmes commensurables,  trfes-peu  difl^rents  Tun  de  Taulre, 
comprendront,  par  definition,  le  logarithme  de  37.  La  valeur  de 
^  logarithme  sera,  d*ailleurs,  parfaitement  d6termin6e  :  car 
wle  sera  la  liniite  commune,  vers  laquelle  convergeront  *  les 
*<^8[ariihmes  des  deux  nombres  qui  comprennent  37,  lorsque  le 
sombre  des  moyens  insir^s  crottra  indeflniment. 

5*7.  TntoRfeME.  —  II  rfeulte  de  tout  ce  qui  pr6c6de,  que 
^W  nombre^  phu  grand  que  1,  a  im  logaritlime. 
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S II.  66n6ralit48  sur  les  nombres  incommensurables, 
558.  DEFINITION  G^NERALE  DES  NOMBRESINCOMMENSURABLES.— 

Nous  venous  (550)  de  d^fiuir  le  logarithme  d*un  nombre,  en 
disant  quels  sont  les  nombres  commensurables  qui  sent  plus 
grands  que  lui,  et  quels  sont  ceux  qui  sont  plus  petits  que  Ini. 
Gette  mani^re  est  le  moyen  ordinaire  de  definition  pour  les 
nombres  incommensurables.  Quelques  explications  sur  ce  sujet 
ne  seront  pas  inutiles. 

n  existe  des  grandeurs  qui  n'ont  pas  de  commune  mesnre. 
On  salty  par  exemple,  que  la  diagonale  d'un  carri  n'a  pas  de 
commune  mesure  avec  son  c0t6;  il  en  est  de  mdme  de  la  diago- 
nale d'un  cube  et  de  son  arSte.  Dans  ce  cas,  le  rapport  des  deux 
grandeurs  ne  pent  6tre  represents  par  aucun  nombre,  entier 
iu  fractionnaire  :  on  dit  qu'il  est  incommensurable. 

Pour  dSfinir  un  nombre  incommensurable,  on  ne  peut  qa*iD- 
diquer  comment  la  grandeur  qu*il  exprime  peut  se  former  an 

moyen  de  Tunite.  Yeut-on,  par  exemple,  dSflnir  y^  nombre 
incommensurable  qui  repr6sente  une  grandeur  Men  diterminSe, 
lavoir  la  longueur  de  la  diagonale  du  carr6  construil  sur  aa 
c6te  egal  k  Tunitet  On  dira  qu*un  nombre  est  plus  grand  ou 

plus  petit  que  ^?l  selon  que  son  carrS  est  plus  grand  ou  plus 
petit  que  2.  Et,  cela  posS,  aprfts  avoir  adopts  une  certaine  uniti 
de  longueur,  on  regardera  tons  les  nombres  comme  exprimant 
des  longueurs  portSes  sur  une  m^me  ligne  droite,  dans  le  m^me 
sens,  k  partir  d'nne  mfime  origine.  Une  portion  de  cette  ligne 
recevra  les  extrSmites  des  longueurs  mesurSes  par  des  nombres 

moindres  que  ^2^  et  une  autre  portion  recevra  celles  des  Ion- 

gueurs  mesurdes  par  des  nombres  plus  grands  que  ^2i  Entre 
ces  deux  regions,  il  ne  pourra  existcr  aucun  intervalle  d'eien- 
due  finie ;  car  les  nombres  de  Tune  des  series  different,  aussi 
pen  qu'on  veut,  des  nombres  de  Tautre.  II  n'y  aura  done  entre 
elles  qu'un  point  de  dimarcation;  et  la  distance  k  laquelle  ce 

point  se  trouve  de  Toriguie,  est,  par  definition,  mesuree  par  ^1 

Nous  nous  sommes  bornes  k  definir  la  grandeur  dont  y^est 
la  mesure.  Et,  en  efiet,  il  ne  paralt  pas  possible  de  definir  direc- 
tement  un  nombre  abstrait.  Si  Ton  r6flechit  aux  definitions 
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donnies,  mdrne  dans  les  cus  simples  des  nombres  entiers  « 
fractionnairesy  on  verra  qu'elles  ne  sont  qae  rindication  de 
rop^ration  k  I'aide  de  laquelle  la  grandeur,  dont  ils  sont  la 
mesure,  derive  de  Tunit^. 

339.  Addittcn  et  soustraction.  Ajouter  ou  soustraire  des 
nombres  incommensurables,  e*est  trouver  un  nombre  expri- 
mant  la  somme  ou  la  difference  des  grandeurs  que  mesurent 
les  nombres  proposes. 

360.  Multiplication.  Si  le  multipliqateur  est  commensu- 
rable, il  n'y  a  aucun  changement  k  apporter  kla  definition. 

AInsi,  multiplier  v/2  par  7,  c'est  Irouver  un  nombre  exprimant 

une  grandeur  7  fois  plus  grande  que  celle  qu'exprime  y^-  Mul- 

tiplier  ^  par  t»  c'est  trouver  un  nombre  exprimantune  gran- 

3  — 

dear  ^gale  aux  -r  de  celle  que  mesure  v^2. 

Mais  si  le  multiplicateur  est  incommensurable,  11  faut  une 
definition  nouvelle.  Nous  appellerons  produit  d'un  nombre  A 
par  un  nombre  incommensurable  B,  un  nombre  moindre  que 
le  produit  de  A  par  un  nombre  commensurable  quelconque 
snperieur  k  B,  et  plus  grand  que  le  produit  de  A  par  un 
Bombre  commensurable  quelconque  moindre  que  B. 

861.  Division.  Diviser  un  nombre  A  par  un  nombre  B,  c*est 
troQYer  un  troisieme  nombre  qui,  multiplie  par  le  diviseur  B, 
i^produise  le  dividende  A.  Gette  definition  s'applique,  quels 
que  soient  les  nombres  A  et  B,  commensurablcs  ou  incommen- 
surables. 

86S.  Racines.  La  racine  m**  d'un  nombre  incommensurable 
68t  un  nombre  qui,  pris  m  fois  comme  facteur,  donne  un  pro* 
duit  egal  au  nombre  propose. 

On  voit  que  la  seule  operation  qui  exige  une  definition  verita- 
blement  nouvelle,  est  celle  de  la  multiplication;  toutes  les  autres 
«e  rattachent  h  ceUeAk. 

W5i.  Th^orAme.  On  pmt  taujours  trouver  deux  nombres  com^ 
^"'^^niurablesy  ayant  une  difference  aussi  petite  qu'on  le  voudra^  el 
9^i  comprennent  entre  eux  un  nombre  incommensurable  donni. 
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En  efTet ,  soit  n  un  nombre  entier  quelconqne ;  si  fon  conik 
Ahre  la  suite : 

12       3      4      5 

*^»    «»    ii>    7-'    z^    ir»"**'> 

n      fi      It      n      n 

on  Yoit  que  scs  termes  augmentent  sans  limite ;  comme  ils  com* 
mencent  k  lirOy  le  nombre  incommensurable  donn^,  quel  qu'il 
soity  est  n6cessairement  compris  entre  deux   d*entre  eux, 

-  et  ^^^^.  Et  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pcur  que  leur 
difference,  qui  est  -^  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra, 
564.  Extension  des  th^or^mes  d^montrjSs  F(>im  lbs  roih 

BRES  COMICENSURABLES9  AU  CAS  DES  NOUBRES  INCOMHENSURABLIS. 

Le  theorftme  pr6c6dent  permet  ^videmment  d'dtendre  auz  nom- 
bres  incommensurables  les  thtor^mes  suivants,  q  ii  out  6tf  di- 
montris  pour  les  nombres  commensurables. 

1*  Dans  un  produit  de  pltJLsieurs  facteurs^  on  peut  imerveriir 
Tordrt  des  facteurs. 

%•  Pour  multiplier  un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  foe- 
teurSy  on  peut  le  multiplier  successivement  par  ces  divers  facteurs, 

3«  Pour  multiplier  un  produit  par  un  nombrey  U  suffit  de  mut- 
tiplier  undeses  facteurs  par  ce  nombre. 

4»  Pour  multiplier  un  produit  par  un  autre^  il  suffit  de  former 
un  produit  unique  avec  ks  facteurs  du  multiplicande  et  ceux  du 
muUiplicateur. 

h"*  Pour  multiplier  deux  puissances  d'un  mhne  nombre,  U  tuffU 
d*ajouter  les  exposants. 


S  III.  Propri^t^  des  logarlthmes. 

568.  TH^ORfiME  I.  Le  logarithme  d^un  produit  de  deux  facteurs 
est  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs. 
Soient  les  deux  progressions :  ^ 

*0.r.2r.3r mr....  :nr....,  ] 

qui  d^finissent  un  systfeme  de  logarithmes.  Les  termes  de  la  pre- 
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tui&re  sont  les  puissances  success! ves  de  la  raison  q;  ccux  de  la 
seconde  sont  les  muUipIes  cons6cutifs  de  la  raison  r. 

Si  Ton  raultiplie  Tun  par  I'autre  deux  termes  de  la  progression 
par  quotient,  ^  et  9*,  on  aura  un  produil  g"*+*  qui,  6videm- 
ment,  est  le  (m  +  n  +  l)"**  terme  de  la  mfeme  progression;  si 
Ton  ajoute  les  logarilhmes  de  q^  el  g*,  qui  sont  mr  et  nr^  on 
aura  une  somme  (m  +  n)rj  qui  est  fevidemment  le  (m^- w+  !)■»• 
lerme  de  la  progression  par  difference,  et,  par  consequent,  le 
logarithme  de  ^^";  la  preposition  est  done  d^montr^e. 

566.  GENERALISATION.  La  demonstration  prec^dente  suppose 
que  les  nombres  consider^s  font  partie  de  la  meme  progression 
par  quotient.  Elte  est  en  defaut  pour  les  logarithmes  incom- 
mensurables  definis  (5S6).  Pour  demontrer  que,  dans  ce  cas,  la 
proposition  est  encore  exacte,  remarquons  que,  si  Ton  donne 
deux  nombres  quelconques  N  et  N',  on  pent  toujours  insurer 
dans  les  progressions  assez  de  moyens,  pour  que  les  termes 
croissent  par  degr^s  insensibles,  ct  que,  par  consequent,  il  s'y 
trouvedeux  termes  Ni  et  N'l,  qui  different,  aussi  pen  qu'on  le 
voudra,  de  N  et  de  N'.  Or  on  aura  (565) : 

log  (N.  X  N',)  =  log  Ni  +  log  N't. 

Le  premier  membre  differe,  aussi  pen  que  Ton  veut,  de 
log(NxN%  et  le  second,  aussi  peu  que  Ton  veut,  de 
logN  +  logN';  il  est  done  impossible,  que  log(NXNO  et 
log  N  4"  l^S  N'  ^i^^^  u^^  difference  determinee  quelconque ; 
par  consequent,  ces  deux  quantites  sont  egales.  G'est  ce  qu*il 
fallait  demontrer. 

567.  Extension  au  gas  db  plus  db  deux  factburs.  LetMo- 
rhme  pric6dent  s'itend  ii  un  nombre  quelconque  de  facteu/rs.  Soil, 
par  example,  un  produil  de  quatre  facteurs  abed;  on  a  evidem- 
ment: 

[1]  log  {abed) = log  {abc  X  d) = log  {dbc) + log  d 

=log(a6)  +  logc-}-log(i=loga+log6  +  logc  +  log(l. 

568.  ThEorI:mb  II.  Le  logarithme  d^une  puissance  entitre  et  po^ 
siiive  dun  nombre  est  le  produU  du  logarithme  du  nombre  par  tex- 
vosant  de  la  puissance. 
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Ce  thdorftme  est  une  consequence  da  pr6c6dent.  Soit,  en  effet, 
a*  la  puissance  consid^r^e;  on  a : 

loga*=log(aXaXaXa) 

=  loga  +  loga-f-loga+loga=41oga. 

La  demonstration  s'applique  evidemmenf ,  quel  que  soit  Tex- 
posfint  entier  et  positif. 

Ainsi ,  log  flT  =  m  log  a.  [2] 

560.  Th£or£heI1I.  Lelogarithmed'unquotientestigalauloga' 
fithme  du  dividendey  moins  celui  du  diviseur. 

Solent  un  quotient  ?,  que  je  d^signerai  par  9;  on  aura: 

a  =  b>:q; 
done !  log  a  =  log  b  +  Jog  g; 

d'oii:    logg  =  loga— logb,    ou    log^  =logo  — log*.    [3] 

Remarque.  On  suppose,  dans  le  th6or^me  precedent^  que  le 
quotient  r  est  plus  grand  que  1;  car  les  logarithmes  des  nom- 

bres  plus  grands  que  I  ont  seuls  ^i6  ddfinis  jusqu'^  present. 

570.  TH^ORfeMBlV.  Le  bgarithme  d'une  racine  d^un  nombre  est 
igcU  au  hgarithme  du  nombre  divisi  par  Cindice  de  la  racine. 

Soit  la  racine  V^,  que  je  d^signe  par  r;  on  a ,  par  definition : 

d'oi!ironconclut(568): 

loga=tnlogr; 
et,  par  suite, 

logr  =  — ^,    ou    logv^a=— ^.  [4] 

571.  Remarque.  Les  quatre  theoremcs  precedents  montrent, 
qu'une  multiplicatioh  de  plusieurs  facteurs  peut  etre  remplacee 
par  Vaddition  de  leurs  logarithnies ;  tine  division^  par  la  sous^ 
traction  de  deux  logarithmes;  une  formation  de  puissance^  par  la 
multiplication  du  logarithme  du  nombre  par  I'exposant ;  et  enfln, 
une  extraction  de  racine,  par  la  division  du  logarithme  du  nombre 
par  rindice  de  la  racine. 

Mais  11  faut,  pour  profiler  de  ces  simplifications,  avoir  une 
table  de  logarithmes,  et  savoir  y  trouVer  le  logarithme  d'un 
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nombre  donn6,  et  le  nombre  correspondant  h  un  logarithnie 
doiin6. 


S  IT.  Construction  et  disposition  des  tables  de  logarithmes. 

572.  Logarithmes  vulgaires.  Dans  les  calculs  numSriques, 
on  emploie  exclusivement  le  sysl&me  de  logarithmes  d^fini  par 
les  deux  progressions : 

«  .  :  10 ;  100 :  looo  :  loooo :  looooo : . .. . 

V  0.    1  .     2    .     3     .     4     .        5  

Dans  ce  systdme,  une  puissance  delOa  pour  logarithme  son  ex- 
posarii.  Car,  le  logarithme  de  10  Mant  1;  on  a : 

log  10"'=fnloglO=m. 

Les  logarithmes  de  tou^  les  auires  nombres,  entiers  ou  fraction- 
nai/reSy  sorU  incommensv/rabUs  (555). 


375.  CJARAcriRiSTiQUB.  On  nomme  caractMstique  du  loga- 
rithme d'un  nombre  la  partie  enti^re  de  ce  logarithme.  Les 
nombres  compris  entre  1  et  10,  c'est-4-dire  ayant  une  parlie 
entiire  compos6e  d'un  seul  chiffre,  ont  pour  logarithmes  des 
nombres  compris  entre  0  et  1;  la  oaract^ristique  est  z6ro.  Les 
nombres  compris  entre  10  et  100,  c'est-^-dire  ayant  une  partie 
enti^re  compos6e  de  deux  chifTres,  ont  des  logarithmes  compris 
entre  l  et  2;  la  caract^ristique  est  1.  En  g^n^ral,  les  nombres 
compris  eritre  10*"*  et  10*  ont  une  partie  enti^re  compos6e  de 
n  chifTres;  et  leurs  logarithmes,  6tant  compris  entre  (n —  1}  et  n, 
ont  pour  caract6rislique  (n  —  1). 

Done  la  caracteristique  du  logarithme  d'un  nombre  contient  au- 
tant  d^unitis  qu'U  yade  chiffres  dans  la  partie  entih^e  du  nombre^ 
moins  un, 

574.  Thi£or£me.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  un  nombre 
par  une  puissance  de  10^  la  partie  didmale  de  son  logarithme  n'est 
pas  altirie;  mais  la  caractiristique  est  augmentie  ou  diminuie  (Taur^ 
tant  iunitis  quHl  y  ena  dans  Vexposant  de  la  puissance. 

Kn  eiBet,  on  a  (505  et  308) : 

log  (a  X 10*)  =  log  a  +  log  10*=  log  a  +  n ; 
et  (569) :        log  —  =  log  a  —  log  1 0*  =  log  a  —  n. 
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575.  Construction  des  tables.  On  ne  caleule  et  on  u*inscril 
dans  les  tables  que  les  logarithmes  des  nombres  entiers.  Gomme 
tons  ces  logarithmes  sont  incommensurables  (555),  on  ne  peul 
les  calculer  qu*avec  une  certaine  approximation;  on  se  con- 
tenle,  en  g6n^ral,  des  sept  ou  huit  premieres  d^cimales. 

La  definition,  que  nous  avons  donndc  (55G),  conduit  k  lavalcui 
approch6e  du  logarilhme  d'un  nombrc.  Gar,  si  Ton  insure  dans 
les  progressions  un  nombre  considerable  de  moyens,  il  y  aura 
deux  termescons^cutifsde  la  progression  par  quotient,  qui  com- 
prendront  le  nombre  donn^,  et  dont  les  logarithmes  seront  des 
valeurs  approch6es  de  son  logarilhme. 

Mais  ce  proc^de  serait  fort  long  et  ir^s-penible ;  et  nous  allons 
montrer,  par  un  exemple,  combien  il  exigerait  d'op^rations.  On 
donne,  d*ailleurs,  dans  la  seconde  partie  de  I'algibre,  pour  le 
calcul  des  logarithmes,  des  meihodes  bcaucoup  plus  rapides. 

ExEMPLE.  On  demande  le  logarithmede  1855. 

Comme  1855  est  compris  eatre  1000  et  10000,  son  logarithme  est  compris 
entie  3  et  4.  Si  Ton  insure  un  moyen  entre  1000  et  10000  dans  la  progression 
par  quotient,  et  un  moyen  entre  3  et  4  dans  la  progression  par  difTirence,  on 

trouve  

a=V  1000X10000=3162,27766 

pour  valeui:  du  premier,  et  3ff6  pour  valour  du  second.  Ainsi  * 

3,5  =log  a=  log  3162,27766. 

Comme  1855  est  compris  entre  1000  et  a,  son  logarithme  est  compris  entre 
3  et  3,5.  Si  Ton  insure  un  moyen  entre  1000  et  a  dans  la  progression  par  quo- 
tient, et  un  moyen  entre  3  et  3,5  dans  la  progression  par  difference,  on  trouve, 

b = vToOOo  =  1 778,2794, 


pour  le  premier, 


3+  3  5 
«t  pour  le  second,  «        *      on     3,25 

* 
Ainsi :  8,25=  1  g  b  =  log  1778,2794. 

Gomme  1855  est  compris  entre  a  et  h,  son  logarithme  est  compris  entre 
3,25  et  3,5.  Si  Ton  insure  deux  nouveaux  moyens,  on  trouve,  en  d^signant  le 
premier  par  c  : 

3,375=logv/a&=log  2371,3737  =log  C 

De  m6me,  comme  1855  est  compris  entre  h  et  e,  son  logarithme  est  compris 
entre  3,25  et  3,375.  Une  nouvelle  operation  donne  : 

3.3125  =  log  v^=loff  2053,5250  =  logd. 
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An  continuant  ainai  les  calculs,  on  fonne  le  tableau  suivant : 

3,5  =  log  a  =  log  3162,  27766 

3,25  =  log  >/lOOOa=log  6  =  log  1778 ,  2794 

3,375  =  log  v'S  =log  c  =  log  2371 ,  3737 

8, 3125  =  log  y/bT  =rlog  d  =  log  2053 ,  5250 

3,28125  =  log  y/hd  =log  e  =  log  1910,  95294 

3 ,265625  =  Iqg  ^  =log  ^  =  log  1843 ,  42596 

3,2734375  =  log  ^/Tf  =log  g  =  log  1876,  8843 

3,26953125  =  log  /fg  =log  h  =  log  1860,  0784 

3,26757812  =  log  >/(h  =log  %  =  log  1851 ,  7321 

3,26855469  =  log  ^hi  =log  fc  =  log  1855,  9005 

3,26806641  =  log  )/tk  =Iog  I  =  log  1853,  8151 

3,26831055  =  log  ^E  =logm  =  log  1854,  8575 

3 ,26843262  =  log  yfkm  =  log  n  =  log  1855 ,  3789. 

En  comparaDt  d'une  part  n  'Ot  m,  et  de  Pautre  A;  et  m,  on  a  * 

n=r  1855,3789  lk=  1855,9005 

m=  1854,8575  m=  1854,8575 

tfo4:  n-^m^:       0,5214,     Ji^m^      1,0430; 

et  Ton  Yoit  que  (n — m)  est  k  peu  pr^s  la  moitiS  de  {k  —  m), 
Eq  comparant,  en  mdme  temps,  d'une  part,  log  n  et  log  m,  de  Pautrejog  k 

etlog  m.  on  a  : 

log  n—  3,26843262  log  k  =  3,26855469 

logm=  3,26831055  log  m  =  3^26831055 

tfoft         log  n-  logm=0,00012207,       log*— logm=  0,00024414; 

et  Ton  voit  que  (log  n  —  log  m) est  la  moiti6  de  (log  k  —  log  m).  Ainsi ,  les  diffe- 
rences entre  les  nombres  sont  entre  elles  comme  les  differences  entre  leur» 
logaritiimes.  Si  Ton  admet  que,  pour  des  nombres  aussi  rapprocb6s,  cette  pro* 
portion  soit  exacte,  on  en  conclura  imm^diatement  le  logarithme  de  1855.  On 
din,  en  effet :  si  pour  une  difference  entre  n  et  m,  egale  k  0,5214,  il  y  a,  entre 
leuTS  logarithmes,  une  difference  egale  k  12207  unites  du  huiti^e  ordre, 
quelle  sera,  pour  une  difference  de  0,1425  entre  1865  et  1854,  8&75|  ladiffe* 
lenoe  m  des  logarithmes  P  et  I'on  trouvera  : 

X  =  ^^^QJ^^^^^  =  3336  unites  du  8*  ordie. 
5214 

En  ajoutant  ce  nombre  au  logarithme  de  m,  on  a  : 

log  1855  =  3,26834391. 

576.  Disposition  des  tables  de  iogabithmes  db  Gallet.  La 
premiere  table  est  toute  simple ;  elle  contient  les  nombres  entiers 
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depuis  1  jusqu'^  1200,  disposes  suivant  leur  ordre,  en  plusieun 
colonnes,  au  haut  desquelles  on  voit  la  lettre  N,  initiate  du  mol 
nombre;  k  c6t6  et  k  droite  de  ces  colonnes,  on  en  remarque 
d'autrcs,  au  liaut  desquelles  est  ^crit  Log.,  iniliales  du  mot 
logarithme;  de  mani^re  que  cbaque  colonne  de  nombres  est 
imm^diatement  suivie  d'une  colonne  de  logarilhmes,  et  que 
chaque  logarithme  est  plac6  k  droite  et  dans  Talignement  du 
nombre  auquel  il  apparlient.  On  n'a  pas  mis  de  caract6ristique 
aux  logarithmes,  parce  qu'on  la  connatt  ais^ment  k  la  seule 
inspection  du  nombre  (573).  Chaque  logarithme  est  donn6  avec 
huit  d^cimales. 

Gette  table  est  nomm6e  Chiliade  I,  parce  qu*en  effet  elle  con- 
tient  les  logarithmes  du  premier  mille.  {Chiliade  est  un  mot  grec 
francis^y  qui  signifie  assemblage  de  mille  unites.) 

Les  tables  suivantes  sont  un  pen  plus  compos^es :  elless'^ten- 
dent  depuis  1020  jusqu'^  108000.  La  premiere  colonne,  qu'on  y 
remarque  vers  la  gauche,  et  qui  est  intitul^e  KT,  contient  les 
nombres  entiers  depuis  1020  jusqu*ii  10800.  La  colonne  sui* 
vante,  marquee  0,  offre  les  parties  dicimales  des  logarithmes 
qui  appartiennent  k  ces  nombres;  en  sorte  que  Tassemblage  de 
ces  deux  colonnes  forme  la  suite  de  la  table  premiftre  et  donue 
sur-le-champ  les  logarithmes  des  nombres  depuis  1020  jus- 
qa'k  10800.  Ghacun  de  ces  logarithmes  n*a  que  sept  dteimales. 

Si  Ton  observe  la  colonne  intitul6e  N  >  on  remarque  que  les 
nombres  qui  la  composent  ne  sont  pas  tons  Merits  en  totality ; 
les  deux  derniers  chiffres  k  droite  de  chacun  d'eux  sont  senb 
inscrits  k  leur  rang ;  quant  aux  autres ,  on  ne  les  voit  indiqute 
qu*une  fois  sur  cinq.  Uais  il  est  facile  de  les  ritablir,  k  la  lecture. 

Si  Ton  observe  la  colonne  marquee  0,  on  voit,  vers  la  gauche 
de  cette  colonne,  certains  nombres  isol6s,  de  trois  chifTres  cfaa* 
CUD,  qui  vont  toujours  en  augmentant  d*une  unit£,  et  qui  ne  scat 
pas  k  des  distances  tout  k  fait  ^ales  les  uns  des  autres.  Vers  la 
droite  de  la  mdme  colonne  sont  des  nombres,  de  quatre  chifTres 
chacun,  qui  ne  laissent  point  d'intervalle  entre  eux;  en  sorte 
qu'on  pourraitcroire  que  certains  logarithmes  n'ont  que  quatre 
chiffres,  tandis  que  d'autres  en  ont  sept. 

Mais  qu'on  ne  s'y  trompe  pas ;  chaque  nombre  isol£  est  cense 
^crit  au-dessous  de  lui-m6me,  et  vis-&-vis  chacun  des  nombres  ^ 
de  quatre  chiffres  qui  sont  dans  la  m6me  colonne,  autant  de  fois 
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qn'il  est  nteessaire  poar  que  chaque  ligne  soil  reoiplie  :  lors 
done  qu'on  ne  troove,  vis-2i-vis  un  certain  nombre,  que  quatre 
chiiTres  dans  la  colonne  marquee  0,  il  faut  6crire»  vers  la  gauche 
de  ces  quatre  chiffres,  le  nombre  isol6  de  trois  chiffres  le  plus 
prochain  en  montant.  Au  ie\k  de  10000,  les  nombres  isolte  ont 
quatre  figures,  et  les  logarithmes  ont  huit  d^cimales. 

Lorsque  deux  nombres  sont  decuples  Tun  de  I'autre,  leurs 
logarithmes  ont  pour  difference  ie  logarithme  de  10  qui  est  1, 
et^  par  consequent,  leur  partie  dicimale  est  la  mdme  (574) .  Ainsi 
^assemblage  des  deux  premieres  colonnes,  dont  nous  venous  de 
parler,  donne  aussi,  de  dix  en  dix,  les  logarithmes  des  nombres 
compris  entre  10200  et  108000.  Pour  trouver  les  logarithmes 
des  nombres  mtermediaires,  il  faut  avoir  recours  aux  colonnes 
marquees  1,  8,  3,  4,  etc.  Ges  colonnes  contiennent  les  quatre 
demi^res  dteimales  des  logarithmes  des  nombres  terminus  par 
les  chiffres  qui  sont  en  tete  de  ces  colonnes.  Ainsi  la  colonne 
marquee  0  contient  les  quatre  derniferes  dteimales  des  loga- 
rithmes des  nombres,  compris  entre  10800  et  108000,  qui  sont 
termin^es  par  un  z^ro,  et  en  outre  les  nombres  Isolds  dont  nous 
avons  parl6 ,  et  qui  sont  aussi  census  places  h  la  gauche  des 
chiffres  que  contiennent  les  autres  colonnes.  La  colonne  mar- 
quee 1  contient  les  quatre  demiers  chiffres  des  logarithmes  de 
tons  les  nombres  terminus  par  1 ;  la  colonne  marquee  2,  ceux  des 
logarithmes  de  tons  les  nombres  terminus  par  2 ;  la  colonne 
marquee  3,  ceux  des  logarithmes  de  tons  les  nombres  terminus 
par  3;  et  ainsi  de  suite  jusqu*^  9.  On  a,  par  ce  moyen,  une  table 
k  double  entree,  dans  laquelle  on  consulte  d*abord  la  premiere 
colonne,  marqufe  N;  et,  lorsqu'on  y  a  trouve  les  quatre  pre- 
miers chiffres  du  nombre  dont  on  veut  avoir  le  logarithme,  on 
suit  de  Fceil  la  ligne  sur  laquelle  ils  se  trouvent,  jusqu'^  ce  qu'on 
soit  arrive  k  la  colonne  au  haul  de  laquelle  se  trouve  le  cinquieme 
chiffre  du  nombre  donne ;  alors  on  a  sous  les  yeux  les  quatre 
demiers  chiffres  dedmaux  du  logarithme  cherche.  Quant  aux 
trois  premiers,  ils  sont  exprimes  par  le  nombre  isoie  qui  se 
trouve,  dans  la  seconde  colonne,  le  plus  prochain  en  montant. 
La  derniere  colonne  contient  les  differences  des  logarithmes 
de  deux  nombres  consecutifs  de  cinq  chiffres  et  les  parties  de 
ces  differences,  c'est-^-dire  les  produits  de  ces  mfemes  differences 
mulUpUees par  A»  Ai  A»  etc.,  jusqu'ii  A-  f^  produits  for- 
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ment  autant  dc  petites  tables  qu'il  y  a  de  differences.  Ghacune 
de  ces  petites  tables  se  trouve  plac6e  imm6diatement  au-dessoas 
de  la  difference  dont  elle  indique  les  parties.  Elle  est  divisee  en 
deux  colonnes  par  une  ligne  Terticale :  k  gauche  sont  les  nom- 
bres  de  dixifemes  depuis  1  jusqu'4  9 ;  k  droite  et  en  regard  sont 
les  parties  correspondantes.  On  Yerra  plus  loin  quel  est  I'usage 
de  ces  tables. 

Mais  coinme,  vers  le  commencement  des  tables,  ces  differences 
se  trouvent  trop  nombreuses,  et,  par  consequent,  trop  prfts  les 
unes  des  autres,  elles  n'auraient  pas  permis,  si  elles  n*eussent 
occupe  qu'une  colonne,  de  placer  les  petites  tables  des  parties 
proportionnelles  dans  Tintervalle  qui  se  serait  trouve  entre  elles. 
C'est  pourquoi  on  les  a  disposees  d'abord  sur  deux  colonnes : 
la  premiere  de  ces  differences  occupe  la  premiere  colonne ;  les 
deux  suivantes,  sans  sortir  de  la  ligne  horizontaie  oh  elles  doi- 
vent  etre  placees,  sont  repoussees  k  droite,  et  occupent  la  se- 
conde  colonne ;  les  deux  differences  qui  suivent  se  trouvent  tur 
la  premiere  colonne,  et  les  deux  suivantes  sur  la  seconde ;  ainsi 
de  suite.  Dans  les  quatre  premieres  pages  on  n'a  place  les  tables 
des  parties  de  ces  differences  que  de  deux  en  deux. 

Pour  rendre  ces  explications  plus  claires,  nous  reproduisons 
ici  Tune  des  pages  de  la  table  de  Gallet 


N.  768. 


L.  885. 


N- 

0 

I 
3669 

2 
3725 

3 

3782 

4 
3838 

5 
3895 

6 
3951 

7 
4008 

8 
4065 

9 
4121 

DIFP. 

7680 

885.3612 

57 

81 

4178 

4234 

4291 

4347 

440^ 

4460 

4517 

4573 

4630 

4686 

1 

6 

82 

4743 

4800 

4856 

4913 

4969 

5026 

5082 

5139 

5195 

5252 

2 

11 

83 

5308 

5365 

5421 

5478 

5534 

:)591 

5647 

5704 

5761 

5817 

3 

17 

84 

5874 

5930 

5987 

6043 

6100 

6156 

6213 

6269 

6326 

6382 

4 

23 

An 

7685 

6439 

6495 

6552 

6608 

6665 

>721 

6778 

6834 

6891 

6947 

5 
6 

29 

86 

7004 

7060 

7117 

7173 

7230 

7286 

7343 

7399 

7456 

7512 

34 
40 
46 

87 

7569 

7625 

7682 

7738 

7795 

7851 

7908 

7964 

8021 

8077 

7 
ft 

88 

8134 

8190 

8247 

8303 

8360 

8416 

8473 

8529 

8586 

8642 

9 

^\9 

51 

89 

8699 

8755 

8^12 

S868 

8925 

8981 

9037 

9094 

9150 

9207 

7690 

9263 

9320 

9376 

9433 

9489 

9546 

9602 

9659 

9715 

9772 

91 

9828 

9885 

9941 

9998 

886. 

0054 

Olio 

0167 

0223 

0280 

0336 

92 

0393 

0440 

0506 

0562 

0619 

0675 

0732 

0788 

0844 

0901 

93 

0957 

1014 

1070 

1127 

1183 

1240 

1296 

1352 

1409 

1465 

94 

1522 

1578 

1635 

1691 

1748 

1804 

1860 

19)7 

1973 

• 

2030 

7695 

2086 

2143 

2199 

2256 

2312 

2368 

2425 

2481 

2538 

2594 

96 

2651 

2707 

2763 

2820 

2876 

2933 

2989 

3046 

3102 

3158 

97 

3215 

3271 

3328 

3384 

3441 

i497 

3553 

3610 

3666 

3723 

98 

3779 

3835 

3892 

3948 

4005 

4061 

4118 

4174 

4230 

4287 

99 

4343 

4400 

4456 

4512 

4569 

4625 

4682 

4738 

4794 

4851 

7700 

4907 

4W64 

5020 

5076 

5133 

5189 

5246 

5302 

5358 

5415 

01 

5471 

5528 

2584 

5640 

5697 

5753 

5810 

5866 

5922 

5979 

02 

6035 

6092 

6148 

6204 

6261 

6317 

6373 

6430 

6486 

6543 

03 

6599 

6655 

6712 

6768 

6824 

6881 

6937 

6994 

7050 

7106 

04 

7163 

7219 

7275 

7332 

7388 

7445 

7501 

7557 

7614 

7670 

7705 

7726 

7783 

7839 

7896 

7952 

8008 

8065 

8121 

8177 

8234 

06 

8290 

8346 

8401 

8459 

8515 

8572 

8628 

8685 

8741 

8797 

07 

8854 

8910 

8966 

9023 

9079 

9135 

9192 

9248 

9304 

9361 

08 

9417 

9473 

9530 

9586 

9642 

9699 

9755 

9811 

9868 

9924 

09 

9980 

887. 

0037 

0093 

0149 

0206 

026? 

0318 

0375 

0431 

0487 

7710 

0544 

0600 

0656 

0713 

0769 

0825 

0882 

0938 

0994 

105) 

11 

1107 

1163 

1220 

1276 

1332 

1389 

1445 

1501 

1558 

1614 

12 

1670 

1727 

1783 

1839 

1895 

1952 

2008 

2064 

2121 

2177 

13 

2233 

2290 

2346 

2402 

2459 

2515 

2571 

2627 

2684 

2740 

14 

2796 

2853 

2909 

2965 

3022 

3078 

3134 

3190 

3247 

33a3 

7715 

3359 

3416 

3472 

3528 

3584 

3641 

3697 

3753 

3810 

3866 

16 

3922 

3978 

4035 

4091 

4147 

4204 

4260 

4316 

4372 

4429 

17 

4485 

4541 

4598 

4654 

4710 

4766 

4823 

4879 

4935 

4991 

18 

5048 

5104 

5160 

5217 

5273 

:i329 

5385 

544*> 

5498 

5554 

19 

5610 

5667 

5723 

o779 

5835 

5892 

5948 

6004 

6060 

6117 

7720 

6173 

6229 

6286 

6342 

6398 

6454 

651] 

6567 

6623 

6679 

21 

6736 

6792 

6848 

6904 

6961 

7017 

7073 

7129 

7185 

7242 

22 

7298 

7354 

7410 

7467 

7523 

7579 

7635 

7692 

7748 

7804 

23 

7860 

7917 

7973 

8029 

8085 

8142 

8198 

8254 

8310 

8366 

24 

8423 

8479 

8535 

8591 

8648 

8704 

8760 

88(6 

8872 

8929 

7725 

8985 

9041 

9097 

9154 

9210 

9. '66 

9322 

9378 

9435 

9491 

26 

9547 
8S8 

9603 

9659 

9716 

9772 

9828 

9884 

9941 

9997 

0053 

27 

0109 

0165 

0222 

0278 

0334 

0390 

0446 

0503 

0559 

0615 

28 

0671 

0727 

0784 

0840 

0896 

0952 

1008 

106'* 

1121 

1177 

29 

1233 

1289 

1 

1345 
2 

1402 
3 

145K 
4 

1514 
5 

1570 
6 

1626 
7 

1683 
8 

1739 
9 

N. 

0 
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On  Yoit  dans  la  table»  k  gauche  de  la  colonne  N,  deux  autres 
colonnesy  que  nous  n'avons  pas  reproduites,  parce  qu'elles  n'ont 
aucun  rapport  avec  la  th6orie  des  logarithmes. 


S  V.  Usage  des  tablet  de  logaritiimes. 

577,  PR0Bii:ME  L  Un  nambre  quekonque  itant  donni,  trouver 
ton  logarithme^  par  le  moyen  des  tables. 

Le  nombfe  donni  peut  6tre  entier  et  plus  petit  que  108000; 
ou  bien,  il  peut  6tre  decimal,  ses  chiffres  formant,  abstraction 
faile  de  la  virgule*  un  nombre  moindre  que  108000.  On  ram&ne 
ce  second  cas  au  premier ;  et  Ton  consid^re  d'abord  le  nombre 
comme  s'il  6tait  entier,  sauf  k  donner  ensuite  k  son  logarithme 
une  caract^risiique  conveiiable. 

I*'  Gas.  Si  le  nombre  donn6  est  moindre  que  1200,  on  le  trou- 
vera  dans  la  premiire  chiliade,  parmi  les  nombres  naturels  qui 
sont  dans  les  colonnes  marqu6es  N.  Le  nombre  qa*on  trouyera 
k  sa  droite,  sur  la  m6me  ligne,  et  dans  la  colonne  suivante^  in- 
tiful^e  Log.,  sera  la  partie  d^cimale  de  son  logarithme;  quani 
it  la  caract^ristique  qui  convient  k  cc  logarithme,  elle  est  tou- 
jours  £gale  k  0,  1 ,  2  ou  8,  selon  que  le  premier  chifire  siguifi- 
catif  du  nombre  ezprime  des  unites  simples,  des  dizaines,  des 
centaines  ou  des  mille. 

2*  Gas.  Si  le  nombre  donn6  est  compris  entre  1020  et  10800, 
on  le  cherchera  dans  la  table  qui  vient  apr^s  la  chiliade  I;  et 
Tayant  trouv6  dans  la  colonne  intitul£e  N,  on  consultera  la  co- 
lonne suivante,  marqute  0.  Si  Ton  y  voit  sept  chiffres  de  front 
dans  1  alignement  du  nombre  naturel,  on  aura  tout  d'un  coup 
la  partie  ddcimale  du  logarithme  cherchi.  Mais,  si  Ton  n'y 
trouve  que  quatre  figures ,  ellcs  donneront  les  quatre  derniers 
chiffres  de  la  m6me  partie  d£cimale ;  ensuite  on  remarqueraqu'il 
r^gne,  k  leur  gauche ,  une  marge  ou  espace  bianc ;  on  suivra 
cette  marge  en  montant ;  ot  le  premier  nombre  do  trois  chiffres 
qu'on  y  rencontrera,  exprimera  les  trois  premieres  figures  de  la 
partie  d^cimale  du  logarithme  chcrchi.  ficrivant  done  ce  nom* 
bre  vers  la  gauche  des  quatre  chiRres  qu*on  a  d^jii  trouv^s,  on 
aura  un  nombre  de  sept  chiffres  comme  ci-dessus :  en  fin  on  y 
joindra  une  caractdristique  convenable.  Par  exemple ,  k  c6t6  de 
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7680,  je  trouve  8853612  sur  la  m^rne  ligne  et  dans  la  colonne 
marquee  0;  j'ai  done,  tout  d'un  coup,  la  partie  decimate  du  lo* 
garithme  que  je  cherche ;  il  ne  me  reste  plus  qu'k  y  joindre  la 
caract^rlstique  3.  Si  le  nombre  6tait  7,680,  la  caract£ristique 
seraitz^ro;  elle  serait  1,  si  le  nombre  £tait  76,80;  2,s*il  ^tail 
768,0.  A  c0t6  de  7695,  dans  la  colonne  marquee  0,  je  ne  trouve 
que  2086 ;  mais,  en  suivant  la  marge,  le  premier  nombre  que  je 
rencontre,  en  montant,  est  886;  mon  logarithme  est  done 
3,8862086.  Si  le  nombre  avait  cinq  figures,  et  qu'il  (tt  moindre 
que  108000,  on  trouverait  de  mdme  son  logarithme. 

3*  Gas.  Si  le  nombre  est  compris  enlre  10800  et  108000,  il  a 
le  plus  ordinairement  cinq  chifTres  significatifs ;  on  fera ,  pour 
un  instant,  abstraction  du  dernier,  et  Ton  cherchera,  comme  ci- 
dessus,  le  nombre  qu'expriment  les  quatre  premiers.  On  suiyra 
de  TcBil  la  ligne  sur  laquelle  on  I'aura  trouvi,  en  la  parcourant 
de  gauche  k  droite,  jusqn'^  ce  qu*on  soit  dans  la  colonne,  en 
haut  de  laquelle  est  icrit  le  cinqui&me  chiffre  dont  on  a  fail 
abstraction.  Les  quatre  figures  qui  sont,  tout  k  la  fois,  dans 
i'alignement  des  quatre  premiers  chifTres  du  nombre  donn6,  et 
dans  la  colonne  qui  r^poud  au  cinqui^me,  exprimeront  les  qua- 
tre derniires  d^cimales  du  logarithme  de  ce  nombre.  Quant  aux 
trois  premieres,  on  les  trouvera,  comme  ci-dessus,  en  remon- 
tant le  long  de  la  marge  de  la  colonne  intitul^e  0.  Soit,  par 
exemple,  772,37  dont  on  veut  le  logarithme;  je  cherche  7723 
dans  la  colonne  N,  je  ne  vols  rien  dans  son  alignement  k  la 
marge  de  la  colonne  0;  mais  un  peu  plus  haut,  je  rencontre  887 
dans  cette  marge,  je  parcours  la  ligne  du  nombre  7723,  et  je 
m'arrfele  k  la  colonne  marqu6e  7,  sur  laquelle  (dans  I'alignc- 
ment  de  7723)  je  trouve  8254.  La  parlie  d^cimale  de  mon  loga- 
rithme est  done  0,8878254;  et  ce  logarithme  est  2,8878254.  St 
le  nomhre  6tait  compris  entre  100000  et  108000  on  trouverait 
de  mftme  son  logarithme. 

378.  Gas  ou  le  nombre  noNNift  n'est  pas  dans  la  table.  Les 
explications  tris-d^taiil^es,  qui  pr^cident,  donnent  le  moyen 
de  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  enlier  moindre  que 
108000,  etceluid'un  nombre  decimal,  dont  les  chiffres,  abstrac- 
tion faite  de  la  virgule,  expriment  un  nombre  inC^rieur  k  cette 
limite.  Pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres  plus  grands» 
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on  remarque  qu'en  divisant  ces  nombres  par  une  puissance  con- 
venable  de  10,  on  pourra  toujours  les  rSduire  h  6tre  compris 
dans  les  limites  de  la  table.  Or,  une  pareille  division  diminue  un 
logarithme  d*un  nombre  entier  d*unil6s  (374),  et  ne  change 
pas^  par  consequent,  sa  partie  d^cimale.  Le  probl^me  se  r^duit 
done  k  trouver  le  logarithme  d'au  nombre  qui  n'est  pas  entier  et 
qui  est  inKrieur  k  108000. 

Pour  cela ,  on  admet  que,  dans  des  limites  peu  iUHgnies^  Vaccrds- 
smMnl  des  logarithmes  est  propartionnel  h  cdui  des  nombres. 

Soit,  par  exemplci  un  nombre  76807,753;  on  dira : 

le  logaritme  de  76807  est  4,8854008 ; 
celui  de  76808  est  4,8854065; 

leur  difference,  indiqu^e  dans  la  table,  est  57  (unites  d^cimales 
dtt  septifeme  ordre);  par  consequent,  lorsque  le  nombre  aug- 
mente  d'une  uniie,  son  logarilhme  augmente  de  57 ;  si  done  le 
nombre  augmente  seulement  de  0,753,  son  logarithme  augmen- 
tera  d*une  quantity  x,  deierminee  par  la  proportion 

1        57 


0,753       X  * 
d'otl  a?  =57X0,753. 

Ainsi,  pour  avoir  x,  on  muUiplie  la  diffirence  tabulaire  par  la 
partie  decimale  du  nombre  donn4. 

Dans  la  multiplication  de  57  par  0,753,  il  ne  faudra  prendre 
que  la  partie  emigre  du  produit ;  car  la  partie  decimale  expri- 
merait  au  plus  des  dixifemes  d'uniies  du  septieme  ordre,  c'est- 
ii-dire  des  unites  du  buitieme  ordre,  que  Ton  neglige  dans  la 
valeurdes  logarithmes. 

Pour  multiplier  57  par  0,753,  on  le  mullipliera  successive- 
ment  par  7, 5  et  3;  ces  produits  se  trouvent  tout  calcuies  dans 
le  tableau  place  au-dessous  de  57,  derniere  colonne  h  droite  de 
la  table.  lis  sont  reduits  aux  cbiffres  que  Ton  doit  conserver,  en 
supposant  que  le  multiplicateur  exprime  des  dixiemes.  Ainsi 
vis-Ji-vis  de  7,  on  Irouve  40,  au  lieu  de  39,9  qui  serail  le  produi!; 
exact;  vis-i-vis  de  5,  on  trouve  29  au  lieu  de  28,5;  vis-i-vis  de 
3,  on  trouve  17  au  lieu  de  17,1.  Dans  le  cas  actuel,  5  exprimant 
des  centiemes,  le  produit  correspondant  sera  2,9,  auquel  on 
substituera  3 :  3  exprimant  des  milliemes,  le  produit  corres- 
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pondant  devra  6tre  divis6  par  100;  il  exprimera  alors  0,17,  et  on 
le  n^gligera. 

La  valeurde  x  sera,  d'apr^s  cela,  43;  et|  pour  avoir  le  loga- 
rilhme  demand^,  il  faodra  ajouter  au  logarithme  de  76807, 
43  unites  du  septi^me  ordre;  ce  qui  fera  4,8854051. 

Si  Ton  voulait  le  logarithme  de  76807753^  il  serait  ^videmment 
7,8854051.  £a  g^n^ral,  pourvu  que  Ton  conserve  les  m6mes 
chifTres,  dans  le  m^me  ordre,  k  quelque  place  que  Ton  mette 
la  virgule,  la  partie  d6cimale  du  logarithme  reste  la  m6me. 

RsMARQUB.  On  dispose  les  calculs  de  la  mani^re  suivante : 


If  ombre. 
76807 

Logarithme. 
• •      8854008 

7 

40 

5 

2 

9 

3.  •  • . 

•  • 

17 

Log  76807,753  =  4,8854051 

Dans  Faddition,  on  n'^crit  pas  les  sommes  partielles  prove- 
nant  des  chifTres  silu4s  h  droite  de  la  ligne  verticale;  on  ne 
conserve  que  les  retenues  qu'elles  peuvent  donner  pour  le  sep- 
tidme  ordre. 

379.  Probli^me  II.  Vn  logarithme  itant  donni,  troumfy  par  U 
moym  des  tables,  le  nombre  auquel  il  appartierU. 

I*' Gas.  Si  le  logarithme,  abstraction  faite  de  la  caract^ris- 
tique,  se  trouve  parmi  ceux  de  la  premiere  chiliade,  on  aura 
sur-le-champ  le  nombre  qui  lui  correspond ;  ce  nombre  sera 
dans  la  colonne  marquee  N,  qui  pr^c^de  immMiatement  celle 
qui  contient  le  logarithme  donn6,  et  dans  Talignement  de  ce 
logarithme.  Apr6s  Tavoir  6crit,  on  placera  la  virgnle,  de  ma- 
niftre  que  le  nombre  ait  un  chiffre  enlier  de  plus  qu'il  n'y  a 
d'unit^s  ^  la  caract^ristique  (375). 

ExEMPLES :  2,1 7026172  =  log  148 ; 

0,06781451=  log  1,169. 

2*  Gas.  Si  le  logarithme  ne  se  trouve  pas  dans  la  premiere 
table,  on  cherchera  les  trois  premieres  dficimales  de  ce  loga- 
rithme parmi  les  nombres  Isolds  que  Ton  voit  dans  la  colonne, 
marquee  0,  do  la  seconde  table ;  et  les  ayant  trouv^es,  on  cher-- 
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chera  les  quatre  derni^res  figures  du  logarilhme  parmi  les 
iiombres  de  quatre  chiffres,  qui  sent  dans  cette  m£me  colonne, 
€n  desceudant.  Si  Ton  trouve  ces  quatre  derni^res  figures,  on 
vcrra  le  nombre  cherch6  dans  la  colonne  marquee  N,  et  sur 
leur  alignement.  On  £crira  ce  nombre,  et  I'on  donnera  k  la  Tir- 
gule  la  place  que  lui  assigne  la  caract^rislique  du  logarilhme. 

EXEMPLES :  4,8872796  =  log  77 140, 

2,8863779  =  log  769,8, 

3*  Gas.  Si  Ton  ne  trouve  pas,  dans  la  colonne  marquee  0,  les 
quatre  derni^res  figures  du  logarithme  donod,  on  s'arrfitera  h 
celles  qui  en  approcbent  le  plus  en  moins;  on  suivra  la  ligne  sur 
laquelle  on  se  sera  arr6t^,  en  la  parcourant  de  gauche  k  droite ; 
et,  si  Ton  trouve  dans  cette  ligne  les  quatre  dernidres  figures 
du  logarithme  donn£,  on  suivra,  en  montant  ou  en  descendant, 
la  colonne  dans  laquelle  on  les  aura  trouvies ;  le  chiffre  qu*on 
verra  k  la  t6te  et  au  pied  de  cette  colonne,  sera  la  cinqui6me 
figure  du  nombre  cherch6 ,  dont  les  quatre  premieres  se  trou- 
veront,  comme  ci-dessus,  dans  la  colonne  marqute  N. 

Yeut-on  savoir,  par  exemple,  &  quel  nombre  appartient  le 
logarithme  qui  a,  pour  partie  d6cimale,  8871276?  jp.  cherche 
887  parmi  les  nombres  isol6s  de  la  colonne  marquee  0 ;  je  par- 
cours,  en  descendant,  la  m6me  colonne,  et  je  trouve  que  1107 
approche  le  plus  en  moins  de  I276f  je  suis  la  ligne  qui  com- 
mence par  1107,  et  je  trouve  1276  sur  cette  ligne;  je  monte 
dans  la  colonne  qui  contient  1276,  je  trouve  le  chilTre  3  &  la  t£te 
de  cette  colonne ;  je  viens  k  1276,  et  je  vols  que  la  ligne,  oil  il  se 
trouve,  rdpond  au  nombre  7711;  j'dcris  ce  nombre,  et  &  sa 
droite  le  chifTre  3  que  j'ai  d6ja  trouv6 :  ce  qui  me  donne  77113. 
G'est  le  nombre  qu*il  Malt  trouver.  Je  place  ensuite  convcna- 
blement  la  virgule,  d'apr^s  la  valeur  de  la  caract6ristique« 

ExEMPLES  :  4,8871276  =  log  771 13 ; 

2,8871276  =  log  771,13. 

4*  Gas.  Si  le  logarithme  donn^  ne  se  trouve  dans  aucun  des 
cas  pr6c6dents,  pour  avoir  le  nombre  auquel  11  appartient,  on 
cherchera,  comme  ci-dessus  (3*  Gas),  le  logarithme  qui  en  ap- 
proche le  plus  en  moins.  On  cherchera  le  nombre  entier  cor- 
respondant  i  ce  nombre  et  le  suivant  comprendront  le  nombre 
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deniand6»  et  Ton  cherchera  la  difTi^reDce  ayec  un  de  ces  nombres 
eutiers,  h  I'aide  de  la  proportion  admise  (378). 

ExEMPLE.  Soil  k  chercber  le  nombre  dont  le  logarithme  a, 
pour  partie  d^cimale,  8870282.  On  trouvera,  comme  il  a  616  dit, 
que  CO  logarithme  est  compris  entre  8870262  et  8870318,  qui 
correspondent  aux  nombres  77095  et  77096 ;  la  difference  de 
ces  deux  logaritbmesy  indiqu6e  dans  la  table,  est  57  unites  du 
dernier  ordre ;  et  le  logarithme  donn6  surpasse  le  plus  petit  des 
deux  de  20  unites  du  ra6me  ordre.  On  dira  done :  k  une  diff^^ 
rence  57  entre  les  logarithmes  correspond  une  difference  1  entre 
les  nombres ;  done,  k  une  difference  20  entre  les  logarithmes 
doit  correspondre,  entre  les  nombres,  une  difference  x  deter* 
minee  par  la  proportion 

5Z  — 1. 
20""a?' 

20 

d'o(L  Ton  conclut,  ^  =  r= ;  et,  par  suite,  le  nombre  cherch6  est 

57 
20 

77095  4-—,  ou,  en  reduisant  en  decimales,  77095,35. 

Ainsi,  pour  avoir  x,  t{  faut  diviser  la  diffirence  entre  le  logon 
rithme  donrU  et  le  plm  petit  de  ceux  qui  le  comprennent  par  la  diffi- 
rence  tabulaire. 

Rbmarque  I.  Si  Ton  retranche  Tun  de  Tautre  les  deux  loga- 
rithmes consecutifs  8870262  et  8870318,  on  trouve  pour  dif- 
ference 56  et  non  57.  On  pent  adopter  neanmoins  la  diffe- 
rence 57  donnee  par  Gallet,  qui,  k  cause  des  chiffres  decimaux 
non  ecrits  dans  la  table,  est  peut-etre  aussi  pris  de  la  yeritable 
que  56. 

Reiiarque  il  On  peut,  k  I'aide  de  la  petite  table  des  parties 
proportionnelles,  effectuer  la  reduction  de  x  en  decimales.  On 
y  cherche ,  dans  la  colonne  de  droite ,  le  nombre  qui  approche 
le  plus  de  20  en  mains;  on  trouve  17,  qui  correspond  Jl  3;  3  est 
le  chiffre  des  dixifemes  du  nombre  cherche.  Gomme  il  reste 
encore  (de  17  &  20)  3  unites  du  septieme  ordre,  on  les  conver- 
tit  en  30  unites  du  huitierae  ordre;  on  cherche  de  nouveau, 
^s  la  colonne  de  droite,  le  nombre  qui  approche  le  plus 
de  30,  et  le  chiffre  5,  qui  est  k  gauche  de  29,  est  le  chiffre  dea 
centi^mes. 
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RsHARQUE  III.  On  dispose  le  calcul  de  la  mani^re  suivante : 

Logarithme.  Nombre. 

8870282 

8870262 77095 

20. 35 

4,8870282  =  log  77095,35. 

Si  ron  Youlait  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  5,8870282, 
il  serait  ^videmment  770953,5.  En  g^niral,  apr^s  avoir  trouve, 
comme  ci-dessus,  les  sept  chiflres  consScutifs  du  nombre  de- 
mand£y  en  faisant  abstraction  de  la  caract6ristique  du  loga- 
rithme,  on  place  la  ?irgule,  de  mani&re  k  s^parer,  sur  la  gauche, 
un  nombre  de  chiflres  sup^rieur  d'une  unit6  k  celte  caract^- 
ristique. 

580.  Remarque  IV.  Nous  ne  pouvons  pas  indiquer  ici  la 
limite  de  Terreur  que  Ton  pent  commelire,  €n  supposant  Tac- 
croissement  des  logarithmes  proportionnel  k  celui  des  nombres. 
Nous  ferons  observer  seulement,  que  rinspection  des  tables 
montre  que  cette  proportionnalitS  est  k  pen  pr&s  exacte  dans 
des  limites  assez  ^cart^es.  La  difference  de  deux  logarithmes 
cons6cutifs  varie,  en  eflet,  tr^s-lentemenl ;  et,  au  degr6  d'ap- 
proximation  que  donnent  les  tables ,  ^lle  reste  sou  vent  con- 
staute  pendant  plusieurs  pages ;  11  en  r6suUe  6videmment  que, 
pour  les  nombres  enliers  compris  dans  ces  pages,  Taccroisse- 
ment  des  logarithmes  est  proportionnel  k  celui  des  nombres. 

Lorsque  Ton  emploie  cette  proportion  pour  completer  le  loga- 
rithme  d'un  nombre  (578),  Terreur  ne  porte  que  sur  les  unites 
d^cimales  d'un  ordre  inKrieur  au  septi^me.  Lorsqu'on  Tapplique 
k  la  recherche  du  nombre  correspondant  k  un  logarithme  donnS 
(579),  elle  ne  pent  fournir,  au  degr6  d'approximaliou  des  tables, 
que  deux  cbiffres  au  plus,  en  sus  des  cinq  chiffres  que  donne  la 
lecture  directe. 


$  VI.  Application  de  la  th6orie  des  logarithmes. 

581,  MoYEN  d'effectuer  la  multiplication,  la  division,  etc. 
Lorsqu'un  nombre  inconnu  r^sulte  de  multiplications,  divi- 
sions, 6Wvalions  aux  puissances  ou  extractions  de  racines,  effcc- 
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tu^es  sur  des  nombres  donnas,  pour  determiner  sa  valeur»  on 
clierche  celle  de  son  logarithme,  qui  r6sulte  d'opirations  beau* 
coup  plus  simples.  Le  logarithme  ^tant  connu,  on  determine  le 
nombre  correspondant,  comme  il  a  6t6  dit  (579). 

EzBHPLi.  Calculer  I'expression : 

_  y/ 3692625' xy2629 
V^6258,96> 

On  a,  d'aprte  les  principes  (805)  et  suiv. : 

log  •=  hog  36926|5  +  { log  2629  —  |  log  6258,96. 

On  cherohe  les  trois  logarithmes  dans  les  tables^  et  on  effectue  le  calcul : 

!•  86926    5673323 

5 ^ M 

log  36926,5=  4,5673382 
3  log  36926 ,5  =  13 ,7020146 

?  log  36926,5= 1,9574307 

V  log  2629       =   3,4197906 

1  log  2629      = 0,6839581 

5 

3*  62589    7964980 

6 « 

log  6258,96=    3,7965022 
3 log  6258,96=   7,5930044 

I  log  6258,96= 2,5310015 

loga?=  0,1103873 

1103873 

1103540      12803 

333  99 

Done:  «=  1,289399. 

582.  Gas  ou  quelques  uns  des  nombres  donn^s  sont  plus 
PETiTs  QUE  L'UNrnf.  D'aprfes  nos  definitions,  les  nombres  plus 
grands  que  Funit^  ont  seuls  des  logarilhmes.  II  est  done  essen- 
tiel  que  les  nombres,  sur  lesquels  on  op6re,  rempiissent  tons 
cette  condition.  Or  on  pourra  toujours  faire  en  sortc  que  cela 
ait  lieu ;  car,  si  Ton  a  h  multiplier  un  nombre  par  un  nombre  a 

inKrieur  k  Tunltfi,  on  pourra  le  diviser  par  le  nombre  -,   qui 
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est  plus  grand  que  1;  et,  si  Ton  a  &  le  diviserpar  a^onpourrA 
le  multiplier,  au  contraire,  par-. 


ExEMPLE.  Calculer  Texpression  : 

•=  (y/l3572xlj*. 


On  6crit :  w 


'{</¥)'' 


et  Ton  a  :  log  »  =  |  flog  13572  —log  11). 

Or  on  trouve  i  log  13572 =4,1326439 

log  11  =  1,0413927 

log  13572  — log  11  =3,0912512 
%  Oog  13572—  log  11)  =  6,1825024 

lQg«=  I  (log  13572 -log  11)  =  2,0608341 

0608341 

0608111 11503 

230 608 

Done:  »=  115,03608. 

385.  Gas  ou  le  mombre  a  calculer  est  moindre  que  l'unit£. 
Si  le  nombre  h  calculer  £tait  lui*in6me  moindre  que  1,  nos  defi- 
nitions ne  lui  assigneraient  pas  de  logarithme.  Dans  ce  cas,  on 
le  multiplieraity  au  prcalable,  par  une  puissance  de  10  assez 
grande,  pour  que  le  produit  surpass&t  runit6 ;  on  appliquerait 
alors  la  m6thode  pr£c6dente,  et  Ton  diviserait  le  r6sultat  par 
cette  puissance  de  10. 

ExBMPLB.  Calculer  rezpression : 


=</. 


3,^X0,5142. 


Comme  x  est  plus  petit  que  1,  on  le  mulUpliera  par  10*,  n  devant  tin  d^ 
termini  plus  tard;  et  Ton  aura  : 

iO-xx=io-X  v7SM=-P^=l^_; 

V  375      10000        y375x  10000 

V       5142 

et,  par  suite, 

log  (10«x»)=«  -  gOog  375+ log  10000— log  6142). 
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Or  on  iroava  :  log375  =  2,5740313 

log  10000  =  4, 
log  5142  =  3,71 11321 


1 


log  375  +  bg  lOOOU —log  5142  =  2,8628992 
(log  375+  log  10000- log  5142}  =  0^5725791. 


On  Toit  qa'U  suffira  de  prendre  n=l,  pour  qae  la  soustraction  puisse  s'efleo- 
tuer.  On  aoia  done  : 

log  109 = 1  -0^725798  =0,4274202. 
On  ealcole  ensuite  le  nombre  eorrespondant : 

0,4274202 

0,4274050. 26756 

152  94 

Ainsl:  lOi; =2,675594;      d'on     ff= 0,2675594. 

$  VII.  Des  earactdristiques  nigativefc 
884.   DEFINITION  DE  LA  CARACT^RISTIQUE  NEGATIVE*  NOS  d6fl- 

nitioDS  n'assignent  pas  de  logarilhaies  aux  nombres  plus  petits 
que  ruDil6;  et,  pour  6tendre  jusqu'^  eux  le  b^n^fice  de  ce  pro- 
cAi&  abr6g6  dc  caK^ul,  nous  venons  devoir  (5&5)y qu'on  doitles 
rendre  sup6rieurs  illy  en  les  multipliant parune puissance  con- 
venable  de  10.  Mais  ce  n'est  pas  ainsi  que  Ton  proc6de  ordinai- 
rement  dans  la  pratique.  On   ne  cbange  pas  les  nombres 
moindres que Tunit^ ;  on  d^rinit,  parune  convention  formelle, 
les  logarithmes  de  ces  nombres,  el  Ton  d6montre  que  les  pro- 
pri^l^Sy  dont  jouissent  les  logarithmes  ordinaires  (n^  S6S  et 
suiv.)y8'£tendentsans  modiflcations  aux  logarithmes  nouveaux. 
Pour  d^finir  le  logarithme  d'un  nombre  A  inf^rieur  k  Yumiiy 
nous  remarquerons  qu'on  pent  toujours  multiplier  A  par  une 
certaine  puissance  n  de  10,  choisie  dc  telle  mani^re  que  le  pro- 
duit  soit  plus  grand  que  1,  et  ait  par  consequent  un  logariUime 
(587).  Or  on  a  vu  (574)  que,  lorsque  Pon  divise  par  10*  un 
nombre  plus  grand  que  10",  la  partie  d6cimale  de  son  loga- 
rithme ne  cbange  pas,  mais  la  caractdristique  (qui  est  au  moins 
^S^e  k  n),  est  diminu^e  de  n  unites.  On  canvient  d'^tendre  ce 
Qitorime  aux  nombres  plus  petits  que  10*,  lesquels,  par  la 
dinsion,  deviennent  inKrieurs  k  Tunit^,  et  de  nommer  logon 
^^iOmt d$kU  logarithme cfe (A X 10*)  diminui de  n tmitis. 
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ExEHPLE.  Quel  est  le  logarithme  de  0,0076807753? 

Si,  pour  fixer  les  id6es,  on  multiplie  ce  nombre  par  1000,  de 
mani&re  h  le  rendre  plus  grand  que  I  et  plus  petit  que  10,  le 
produitest  7,6807753,  et  son  logarithme  est  (578)  0,8854051. 

On  devra  retrancher  3  du  n^sultat  pour  aToir  le  logarithme 
cherch6.  Ainsi,  par  definition  : 

log  0,0076807753=0,8854051—3. 

Gomme  3  est  un  nombre  entier,  on  le  retranche  de  la  caract6- 
ristique  qui  devient  negative,  et  la  partie  d^cimale  reste  posi- 
tive. On  £critd'ailleurs  ainsi  le  r^sultat : 

log  0,0076807753=1,8854051. 

Si  pour  rendre  un  nombre  A  plus  grand  que  1  et  plus  petit 
que  10,  il  faut  le  multiplier  par  10*,  la  caract^ristique  du  pro- 
duit,  qui  est  z^ro,  devient — n  aprfts  la  soustraction.  On  en  con- 
clut  ais^ment,  que  la  caracUristique  nigative  du  logarithme  {fun 
nombre  infirieur  h  VuniU^  conlienX  un  nombre  d*unitis  igal  au 
rangqu'occupey  &  partir  de  la  virgule^  le  premier  chiffre  significatif 
du  nombre. 

583.  Galculs  relatifs  aux  nombres  moindres  que  l'unit^^ 
Ilr^sultede  la  convention,  qui  sert  de  definition  aux  logarithmes 
des  nombres  inferieurs  k  Funite,  que  Von  cdlcule  la  partie  dd- 
cimale  de  ces  logarithmes  d'aprhs  les  rhgles  posies  (377  et  578), 
c'est-a-dire  en  faisant  abstraction  dela  virgule^  etque  Von  donne  en- 
suite  au  risultat  une  caracteristique  negative^  dont  la  valeurestigale 
au  rang  du  premier  chiffre  significatif  du  nombre  aprhs  la  virgule* 

Inversement,  on  calcule  ks  chiffres  du  nombre  correspondant 
a  un  logarithme  dont  la  caractiristique  est  nigativej  d* aprhs  les 
rhgles  posies  (579  et  580),  c'est-a-dire  en  faisant  abstraction  de  la 
caracteristique;  et  Von  place  ensuite  la  virgule,  de  manihre  que  le 
rang  du  premier  chiffre  significatif^  i  partir  de  la  virgule,  soit  igal 
au  nombre  d*unitis  de  la  caracteristique, 

586.  Extension  des  proprieties  des  logarithmes  au  cas  ou 
LES  NOifBREs  soNT  uoiNDRES  QUE  l'unitj£.  La  propriSt^  fonda- 
mentale  des  logarithmes  consiste  en  ce  que  k  logarithme  cCun 
produit  de  deux  facteurs  est  igal  a  la  somms  des  logarithmes  des 
deux  facteurs.  Nous  allons  monlrer  que  cette  propri6t6  s'^tend  aa 
cas  oti  les  facteurs  sont  moindres  que  FunitS. 
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Soient  deux  nombres»  A,  B,  tous  deux  inf^rieurs  k  1  :  soient 
lO'  et  10*  les  puissances  de  10,  par  lesquelles  on  doit  ies  multi- 
plier, pour  qu*ils  deviennent  plus  grands  que  1-  et  plus  petits 
que  10.  Les  logaritbmes  des  deux  produits  seront  compris  entre 
0  et  1  (575) ;  de  sorte  qu'en  les  d^signant  par  0,a  et  Oyb,  on 

aura  * 

log  (Axi0')=0,a,        log(BxlO«)=0,6. 

n  risulte  alors  de  la  definition  (584),  que  : 

log  A=0,a— p,       log  B=0,6 — q; 

et  par  consequent, 

logA+logB=0,a-f  0,6-^p— g.  [1] 

O'un  autre  c6ie,  la  propriety  fondamentale  (565),  appliqu^e 
aux  nombres  (AxiO')  et  (Bx  10«),  plus  grands  que  1,  donne  : 

logj(AXlO»)(BXlOO|=log(AX10')+log(BxiO«), 

ou  log  (ABX  10^=0,a+0,6; 

et  par  suite,  si  I'on  applique  au  nombre  AB,  qui  est  plus  petit 
que  I,  la  convention  (584),  c'est-Ji-dire, 

log  AB=log  {ABXlO^)—(p+q), 

on  en  conclut : 

logAB=   0,a+0,6— (p+5).  [2] 

CoDiparant  enfin  les  ^galit^s  [1]  et  [2],  on  en  tire  : 

logAB=log  A+logB.  [3] 

G*estce  qu'il  fallait  dSmontrer.  On  d^montrerait  la  proposition, 
dans  le  cas  oii  Tun  des  nombres  A,  B,  serait  plus  grand  que  1, 
en  suivant  une  marchc  analogue. 

La  propriety  fondamentale  6lant  ainsi  etendue  k  tous  les  cas, 
les  autres  proprietes  des  logarithmes  (568,  569,  570),  se  trou- 
^ent,  par  cela  mfime,  gen^ralisees  :  car  elles  sont  des  conse- 
quences de  la  premifere. 

587.  Regles  de  calcul  pour  les  operations  a  effectuer  sur 
I'Bs  logarithmes  a  CARACT^RiSTtQUE  NEGATIVE.  Uu  logarilhme, 
i  caracierislique  negative,  doit  etre  regarde  comme  un  binome 
de  la  forme  (—a+5),  danslequel— a  represente  la  caracie- 
rislique  et  61a  partie  decimale.  Par  consequent,  si  Ton  rencontre 
un  Dareil  nombre  dans  une  addition,  on  devra  additionner  la 
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partie  d6cimale>  et  soustraire  la  caract^ristique.  Si  I'on  a,  au 
contraJre,  h  le  soustraire,  on  dcrra  retrancher  la  partie  d6ci- 
male,  et  ajonter  la  caract6ristiqae. 

EZSBIPLES. 

Addiiion.  SoastractioD. 

S,739645S  3,5236729 

3,6854386  ?,785483l 

2',6734895  2,7381898 
1,0985733 

Si  Ton  a  &  mulliplier  un  nombre,  k  caract^ristique  negative, 
par  un  nombre  entier,  on  multiplie  sipariment  la  partie  d^ci- 
male  et  la  caractiristique  par  le  multiplicateur^  et  Ton  fait  en- 
suite  la  reduction. 

EZKMPLB. 

HQlUplietltoD. 

3,89367386 
24 

357469544 
176734772 

21,44817264 
—  72 

Le  produit  est :  Tl  ,448 1 7264. 

S'il  s*agit  d'une  division  par  un  nombre  entier,  on  dlvise  d*a- 
bordla  caract^ristique  negative  da  dividende  par  le  diviseur ;  et 
si  la  division  se  fait  exaclement,  on  ach^ve  reparation,  en  divi- 
sant  la  partie  d6cimale.  Mais,  si  la  caract^ristique  du  dividende 
n'estpas  exactement  divisible  par  le  diviseur,  pour  conserverau 
quotient  la  forme  qu'a  le  dividende,  on  prend  le  quotient  par 
exc^;  on  obtientainsi  la  caractiristique  negative  du  quotient, 
et  un  resle  positif,  que  Ton  ajoute  k  la  partie  d^cimale  da  divi- 
dende ;  et  en  divisant  la  somme  par  le  diviseur,  on  trouve  Id 
partie  d6cimale  positive  du  quotient. 

EXEMPLES. 

DiTiuon  :  !•'  cm.  DWiston  :  f«€U. 


12,7328642 
2 


13,2672958 


2.1221440  3 


3.453459J 
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Le  premier  cas  n'a  pas  besoin  d'explication.  Quant  au  second, 
on  remarque  que,  13  n*6tant  pas  divisible  par  5,  et  le  plus  petit 
nombre,  sup^rieur  &  13  et  divisible  par  5,  6tant  15,  on  pent 
6crire  le  dividende  sous  la  forme  — 15-{- 2,2672958 ;  que  le  quo- 
tient de  — 15  par  5  est  — 3,  et  que  celui  de  2,2672958  par  5 

est  0,4534591 ;  que  par  suite,  le  quotient  complet  est  3,4534591. 
Ge  r6sultat  s'obtient  Svidemment  par  la  r^Ie  ^nonc6e  plus  haut. 

388.  Appucation.  Ges  conventions  nous  pennettentd'appliquer  les  proc6d6a 
ordinaires  du  calcul  des  logarithmes^  dans  le  cas  oti  certains  nombres  sont 
moindres  que  I'unit^ ,  sans  qu'il  soit  nteessaire  de  les  rendre^  au  pr^able,  plus 
grands  que  1.  Reprenons,  en  effet^  le  calcul  du  n*  888.  On  demande  de  cal* 
culer  rezpression  : 


V31! 


•  =  1/3^X0,5142. 


Ona :  '**•'*  1  (^^^  sk  "*"  ^^^  0,5142). 

Or  :  log  5^=  log  1  -  log375  =0  —  2,5740313  ='3,4259687 ; 

OlD 

puu  log  0,5142  =1,7111321; 

done  :  logj^  +  log  0^5142  srl^lS?  1008, 

et  I  Aog  ^  +  log  0,5142^  =1.4274202. 

Par  suite,  le  nooibn  eomtpondant  est :  sss 0,2675594. 


$  Yin.  Emploi  des  complements. 

389.  DliFmiTioN.  On  appelle  complimmt  d'un  nombre  N  Ji  10, 
la  difference  10 — N.  Si  le  nombre  N  est  positif  et  plus  petit 
que  10,  les  chiffres  du  complement  sont  les  complements  k  9  des 
chiffres  de  N,  ^  Texception  du  dernier  chifTre  significaUf  de 
droitCy  qui  est  le  complement  &  10  du  dernier  chiffre  de  N* 

BXSMPLES.  0*3,72543  =  6,27457, 

0*7,28540=2,71460. 

Si  le  nombre  est  positif  et  plus  grand  que  10,  on  obtient  la 
partie  decimale  du  complement  d'apris  la  mftme  regie ;  et  pour 
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avoir  la  partie  enti&re,  t>Q  retranche  10  de  la  partie  enti&redu 
nombre,  on  ajoule  1,  et  on  donne  au  r^sultat  le  signe  — . 

ExEMPLE.  G«  12,7258  =  3,2742. 

Gar  on  a  &  soustraire  de  10  le  nombre  1297258  (387). 

Si  le  nombre  N  a  une  caract^ristique  n6gative,  on  ajoute  h  10 
cette  caract6ristique ,  chang^e  de  signe,  en  la  diminuant  d'une 
unil£,  et  Ton  ^crit,  a  la  suite,  le  complement  de  la  partie  d^ci- 
male. 

ExEUPLE.  G''3,74652  =  12,25348. 

Gar  on  a  it  exficuter  Topferalion  10  +  3—0,74652. 

590.  Usage  des  complements.  Lorsque,  dans  les  calculs  loga- 
rithmiques,  on  est  conduit  k  faire  une  soustraction,  on  la  trans- 
forme  le  plus  souvent  en  addition ,  k  I'aide  des  complements. 
On  a,  en  effet,  identiquement : 

a— 6  =  a  +  (10  — 6)— 10. 

Ilsuffit  done,  pour  calculer  la  difference  (a— b),  d'ajouter  k  a 
le  complement  de  b^  et  de  retrancher  10  du  resultat. 

En  general,  pour  calculer  I'expression  (a— 6+c — rf+«— /)« 
on  la  remplace  par  Texpression  equivalente 

(a  +  G*b+c  +  G*d  +  e  +  Cy— 30J^ 
dont  la  Taleur  s*oblient  par  une  addition. 

Exemplb.  Calculer  la  cinqui^me  puissance  de  ^.  On  a  t 

log  2= 0,30103000 

log  37=  1,56820172 
c»log37= 8,43179828 

log^= 2,73282828; 

lo8(|j)'  =  51og^  =     7,66414140. 

6641414 

6641341. 46146 

tT  77 

^^^  (^jY-  0,0000004614677. 
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S  IX.  Ddt  diflKrents  syattoes  de  logarithmes. 
391.  Il  T  A  UN  NOMBRB  INFINI  DB  STST^MES  DE  L06ARITHB1ES. 

On  pent  choisir  k  voloxit^  deux  progressions.  Tune  par  diffe- 
rence et  commencant  par  z^ro,  Fautre  par  quotient  et  commen- 
Cant  par  1;  elles  fourniront  un  systime  de  logarithmes,  qui 
jouira  de  toutes  les  propri6t6s  d£montr£es  (nr  505  ct  suiv.)- 
Ges  syst^mes  sont  done  en  nombre  infini.  lis  sont  li^s  les  uns 
aux  autres  par  une  loi  trte-simple,  qui  rteulte  du  th^ordme 
suivant. 

SOtt.  TH^ORiHB.  Le  rapport  des  hgarithmes  de  deux  nambres 
est  le  mime  dans  taus  les  systbmes. 

En  effet,  soient  A  et  B  deux  nombres  quelconques;  et  soit  — 

la  fraction,  k  termes  entiers,  qui,  dans  un  certain  systime^  re- 
prisente  le  rapport  de  leurs  logarithmes.  Nous  aurons : 

}^  =  ^;      d'oi     filogA=mlogB.  [1] 

Or  cette  demi^re  ^galitd  £quivaut  k : 

logA»=logB«;      d'oil      A"=B*.  [2] 

Mais,  si  Ton  consid^re  un  autre  syst&me  de  logarithmes »  dans 
lequel  les  logarithmes  soient  indiqu^s  par  la  notation  log',  on 
pourra  prendre,  dans  ce  syst^me,  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  r^galit^  [2],  et  Ton  aura : 

nlog'A=mlog'B,    d'od     ^^^"^^  [8] 

Par  suite-  log:A_lo£A  ,. 

*^^^™®-  i3gTB""logB-  ^*^ 

G'est  ce  qu'il  fallait  d6montrer. 

Remarque.  La  demonstration  prieedente  suppose,  que  le  rap- 
port des  deux  logarithmes  consider^s  est  commensurable.  S'il 
a'en  6tait  pas  ainsi,  on  pourrait  en  considirer  deux  autres,  aussi 
peu  differents  qu*on  voudrait  des  premiers ,  et  qui  rempliraient 
cette  condition:  le  th6orfeme  s'y  appliquant,  quelque  rappro- 
chfe  qu'ils  soient  des  deux  logarithmes  proposes,  nous  regar- 
dons,  comme  Evident,  qu*il  s*applique  igalement  k  ceux-ci. 
Alo.  B.  I**  Partib.  20 
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305.  GoROLLAiKE.  On  tire  de  l'£galit6  [4] : 


[5] 


log  A       logB* 

Ainsi,  ie  rapport  dies  logarUhmes  dlun  mtnu  nombrty  dam  dmuB 
iffsthmes  differerUs^  est  le  mime  pour  tous  Us  nombres. 

594.  Module.  Si ,  pour  deux  systSmes  d£termiii6s,  on  repri- 
sente  ce  rapport  constant  par  M,  on  a : 

log'A=MlogA.  [6] 

Par  consequent,  lorsqu'on  connatt  ks  logarUhmes  de  tous  ks 
fwmbres  dans  un  certain  syslhrne^  pour  avoir  les  logarUhmes  dans 
un  autre  systbmey  il  faut  mulUplier  les  premiers  par  un  nombre 
constant  M.  Oe  nombre  constant  s'appelle  le  module  du  nouveau 
ayst^me  par  rapport  au  premier. 

505.  Base.  11  rdsulte  du  th^orftme  pr^edent,  qu'une  table  de 
logarilbmes  6tant  construite,  on  pourra  en  construire  une  se- 
conder pourvu  que  Ton  connaisse  un  seul  des  logarithmes  du 
noureau  syst^me.  Gar  on  tire  de  r£galit£  [4] : 

log'A  =  logAxg.  [7] 

Si  done  on  connatt  log'B,  pour  avoir  le  nouveau  logarithme 
de  A,  il  suffira  de  multiplier  log  A  par  le  rapport  conau  p^- 

Pour  d6finir  un  syst&me  de  logarithmes^  on  donne  ordinaire- 
meut  le  nombre  qui  a  pour  logarithme  Tunit^.  Ge  nombre  se 
nomme  la  base  du  syst^me. 

La  base  du  syst^me  vulgaire  est  10. 

598.  GaLCUL  du  logarithms  d'uN  nombre  dans  UN  SYSTEMS 

QUELCONQUE.  D'aprfts  ce  qui  pr£c&de,  les  tables  de  logarithmes 
vulgaireSy  calcul£es  pour  le  cas  oft  la  base  est  10,  permettent  de 
calculer  le  logarithme  d*un  nombre  dans  un  systftme  quelcon- 
que.  Proposons-nouSy  par  exemple,  de  calculer  le  logarithme  de 
7698,  dans  le  syst6me  dont  la  base  est  12.  On  trouve,  dons  les 
tables  de  Gallet,  que,  dans  le  syst^me  dont  la  base  est  10, 

log  7698  =  3,8863779,        log  U  =  1,07918125. 
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Oans  le  syst6me  dont  la  base  est  12 ,  on  a : 

log' 769a  =  a?,        log' 12  as  1. 

Donc(598):         a^= 3,8863779  Xj-^.^^. 

OU  «  =  3,60122815. 

397.  GALCtTL  DE  LA  BASE  D'iTN  STST&HE  DANS  LEQUEL  ON  CONNAIT 

LB  LOGARiTHME  d'un  nombrb.  Proposons-nous,  par  exemple,  de 
trouver  la  base  da  syst6me,  dans  lequel  le  logarithme  de  25  est 
0,78321.  On  a,  dans  ce  systi^me,  en  disignant  la  base  para?: 

log'rr  =  l,        log'25  =  0,78321. 

Hais,  dans  le  systdme  Yulgaire,  on  a : 

log  25  =  1,39794001, 
Done  fSWJ) :        log»=  ^4^^  =  1,7848868, 
6t,  par  suite,  w  =  60^93759. 

EXERGIGES. 

I.  Qaelle  est  la  raison  q  d'une  piograssion  par  quotient  de  11  iermes,  dont 
le  premier  terme  est  10,  et  dont  le  dernier  est  100?  Quelle  est  la  somme  S  de 
cstte  piogreasiont 

OntiouYe:  g  =  1,258925,      S:=447,5910. 

II.  QoeUe  est  la  base  c  d'un  systems  de  logarithmes  dans  leipiel  6  est  le  lo- 
garithme de  729 1 

On  tToute  :  m^Z. 

III.  QueUes  sont  les  bases  Gommnisarahles,  telles  que  le  logarithme  de  20 
vAx  commensorable  7 

On  trouYe  que  la  base  est  Agale  A  20^,  p  dtant  entier. 

IV.  Quelle  est  la  base  x  du  systems  dans  lequel  un  nombre  entier  donn6  a 
«it  ^al  i  son  logarithme  7 

Ontroa?B  :  g=s^. 

y.  Rteudre  le  syitftme : 

•f»-|-f»=:a»,      log»+logv=2. 

On  remarqae  que  la  seconde  Equation  ^quiyaut  It  ffy=  i^l^9  ^  ^^^  ^  n« 
fflSQ^  i  un  proU^ne  conna 
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YI.  Rteudre  le  syBtdme: 

«<  +  y<=aS     log«+logv=S. 
Mdme  mSthode. 

Vn.  Calculer  I'ezpression  : 

_  (^3^26727)* 

(y  10732872)** 
On  tiouve  :  «=  6208,157. 

YIII.  Calculer  rezpraMion  : 

^_.(v^0,0000782567)" 
(IJ'0 ,000389672)  "* 

On  trouye :  ff=0;006875045. 

IX.  Calculer  Tezpression  : 


9 


S/a+d\e 


30 
dans Uquellea=4, 528627,  & a2 1,7 2857, c=s  g^,  c(=0|00875,  07=4839. 

On  tFOUTe  :  0  =  3966,30. 


Ja^  +  h  Jc 
X.  Calculer  rezpression :      sb  =     .    '  9 


danslaquelle  a=27,35825,  &=3,2782,  c=  -^9  d=38,54|  «s=0,003528. 
On  trouve :  •ssO,3648341. 


r        • 


CHAPITRE  III. 

DES  INTERETS  COMPOSES  ET  DES  ANNUITES. 

§  I.  Des  int^rftts  composes. 

S08.  Definitions.  Lorsqu'uu  capital  est  pr£t6  pendant  on 
certain  temps ,  il  produit  un  b6n60ce  que  Ton  nomme  son 
inUHt.  Le  laux  est  Tinldr^t  que  rapporte  un  capital  de  100  fr. 
pr6t6  pendant  un  an.  Ordinairement  le  pr6(eur  re$oit,  &la  fin 
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de  chaque  annSe^les  iuikrt\s  simples  de  son  capital.  Haislorsque, 
au  lieu  de  toucher  ses  int6r6ts,  il  lesajoute  aa  capital,  k  mesure 
quails  sont  SchuSj  le  capital  augmente,  les  int6r£ts  grandissent 
chaqae  atin^e;  et  Ton  dit  alors  que  le  capital  est  plac6  k  intirtu 
composis, 

Dans  les  formules  que  nous  aliens  d^montrer,  nous  repr£- 
senterons  le  capital  pr6t6  par  G,  le  capital  accru  de  ses  intirfits 
composis  par  A,  et  la  durie  du  pr6t  (6valu£e  en  annies)  par  n. 
Nous  disignerons  par  r l'int6r£t  rapport^  par  1  franc  en  nn  an; 
de  sorte  que  r  sera  le  centiitne  du  taux. 

3t)9.  FoRHOLE  G^N^RALE  DES  int£r£ts  COMPOSES.  Puisque 
1'  rapporte  r'  par  an,  et  devient,  par  suite  (1  +  0?  Qu  bout  d*une 
ann£e,  un  capital  G  deviendra,  au  bout  du  m£me  tempsi  G(l-|-r). 
Ainsi,  pour  calculer  ce  que  devient  un  capital,  plac6  pendant  un 
an,  il  faut  le  multiplier  par  (1  -f-  r). 

Ge  capital  G(l-f-r),  placi  au  commencement  de  la  seconde 
annie,  pour  un  an,  deviendra  done  G(l  +  r)  (1  +r),  ou  G(l +**)*• 
Gette  nouvelle  somme,  plac6e  pendant  une  troisiime  ann6e,  se 
multiplie  encore  par  (I  +r),  et  devient  G(l +♦')••  Et,  en  giniral, 
la  somme  plac6e,  se  multipllant  chaque  annie  par  (1  -|-r),  de- 
vient apr&s  n  ann£es : 

A=G(l+r)\  [1] 

G*est  la  formule  des  intirfits  composes. 

400.  Gas  ou  lb  temps  du  placement  gomprend  une  fraction 

d*ai9n£e.  Si  la  durie  du  prftt  se  compose  de  n  annies  et  de 

k  jours,  on  calcule  d*abord  ce  que  devient  le  capital  G,  apris 

n  annies,  par  la  formule  [1].  Puis,  remarquant  que  1  franc 

kr 
rapporte— en  k  jours,  k  int6r6(s  simples  (I  est  le  nombrc  de 

jours  de  Fannie),  on  en  conclut,  que  1  franc  devient,  apr&s  ce 

temps  (l  +  "7)>  ^^  ^^^  A  devient  A  (i  +  y).  Done,  en  dtei- 

gnant  par  A'  le  capital  cherch6,  et  en  remplagant  A  par  sa  va- 
leur[l],  on  a: 

A'  =  G(l  +  r)«(l  +  ^)-  [2] 

401.  PROBLiMES.  Ges  formules  scrvent  k  r^soudre  quelques 
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problftmes,  pour  lesquels  Temploi  des  logarithmes  est  indis- 
pensable. 

l*Quedement  unesommedannie G,  plaeie a un  taux  donrU  lOOr, 
pendant  un  temps  donni?  On  emploie  la  formule  [l]  ou  )a  for- 
mule  [2],  selon  que  le  temps  donn6  se  compose  d'un  nombre 
eiact  n  d*ann6es,  ou  qu*il  renferme,  en  outre,  un  nombre  k  de 
jours. 

2^  Quelle  somme  fauuil  placer  aujourcFhui,  a  un  taux  donni  1  OOfy 
pour  obtenir  une  somme  ditermin^  A,  aprhs  un  temps  donni  f  On 
emploie  encore  Tune  des  formules  [1]  et  [2] ;  et  Ton  a,  suivant 
les  cas : 

^'  +  ">  (l+r)-(l+^) 

3*  Un  capital  donni  G  a  iti  plad  aujourd'hui;  U  a  produU  une 
somme  dotmie  A,  aprhs  un  temps  donni.  Quel  est  le  taux  de  Vintirii? 
Si  le  temps  est  un  nombre  entier  d'ann^es,  on  tire  de  la  for- 
mule [1] : 

^  [5] 


{!+'•)=  v^ 


ii  si  le  temps  se  compose  de  n  annies  et  de  ft  jours,  il  faut 
employer  Tiquation  [2],  qui  est  du  (n+ 1)"*  degrfe  par  rapport 
k  r,  et  dont  la  resolution  appartient  h  i'algfebre  6up6rieure.  On 
pent,  cependant,  par  quelques  t&tonnements  conyenablement 
Arrig^y  obtenir  promptement  une  valeur  approcb6e  du  taux« 
On  remarque,  en  effet,  que,  d'apr^s  la  formule, 


A=C(l+r)-(l  +  ^),  [2] 


le  capital  A  augmente  avec  le  taux  r,  et  diminue  avec  lui.  St 
done  on  donne  It  r  une  premiere  valeur  arbitraire  r*,  et  qu*on 
calcale,  par  logarithmes,  la  valeur  du  second  membre,  on  tron- 
yera  une  valeur  A',  plus  grande  que  A,  si  r'  est  trop  grand,  et 
pkn  petite  que  A,  si  r^  est  trop  petit.  En  comparant  la  valeur 
trouvie  A'  avec  la  valeur  donn£e  A,  on  saura  done,  si  t^  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  le  taux  inconnu.  On  choisira,  d*apr6s 
eela,  une  autre  valeur  pour  r,  laquelle  donnera  lieu  k  un  nou- 
veau  calcul  et  k  une  nouvelle  comparaison;  et,  k  I'aide  de  quel- 
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qnes  essais,  on  resserrera  ais^ment  r  entre  deox  limites,  qui 
en  fourniront  promptement  une  valeur  approch^e. 

4*  Pendant  combien  de  temps  faut-U  placer  un  capital  d(mn6  G» 
pour  qu'ilproduise une  somme diterminie  A,&  un  taux donn6  lOOr? 
Gommc  on  ne  salt  pas  si  le  temps  inconnu  est  ou  n'est  pas 
compost  d'un  nombre  entier  d*ann6es,  on  n'a  pas  le  droit  d'em- 
ployer  la  formule  [1],  qui  a  6t6  construite  pour  le  cas  oil  n  est 
entier.  Cependant,  si  Ton  en  fait  usage,  on  a  : 

(l+r)-=^; 

d'oti  Ton  tire,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  el 
en  divisant  ensuite  par  log  (l+r) . 

^-    log(l  +  rj   •  t^^ 

Si  le  quotient  de  (log  A— log  C)  par  log  (1  +r)  estun  nombre 
entier,  il  est  £videmmentle  nombre  d'ann^es  cherchi§;  car  1» 
formule  [6]  entralne  la  formule  [1].  Si  le  quotient  n*est  pas  en* 
tier,  il  faut  en  conclure  que  le  temps  inconnu  n'est  pas  un 
nombre  entier  d'ann^es.  Gependant  on  pent  prouver  que,  dans 
ce  cas,  la  panie  entUre  du  qtu)tient  est  la  partie  entibre  du  temps 
inconnu.  Gar  d^signons  par p  et  {p-\- 1)  les  deux  nombres  entiers 
cons6cutifs  qui  comprennent  la  fraction  [6];  nous  aurons : 

10£A--jO£G  , 

P<  log(l+r)  <^+^^ 

d'od  Ton  tire : 

plog(l+r)<logA-logG<(p+l)log(l+r), 

ou  log(l+r)'<log^<log(l  +  r)''+^ 


De  1&,  reveiiant  anx  nombres,  on  conclut : 

(l  +  r/<^<(l+rr',    ou    G(l+r)''<A<C(l+r)'+S  [7] 


in6galit6s  qui  prouvent  le  thtorfeme  6nonc£. 

Si  Ton  Yeut  roaintenant  connailre  le  nombre  k  de  jours  qui 
comptetentle  temps  cherch6,  on  remarquera  que  la  formule  [2], 
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que  Ton  aurait  dft  appliquer  dans  ce  cas,  donne,  en  y  rempla- 
(ant  n  par  p  : 

logA=logG+plog(l+r)+log(l  +  ^)  : 


d'oii: 


logA-logC_    .^^gp+T) 
iog(l+r)   ~^'^   10g(l+r)     • 


Orp  est  le  plas  grand nombreentiercontenu dans  ^     (iju\  * 

Si  flonc  on  d^signe  par  R  le  reste  de  cette  division,  r^gallti  pr^ 
c£dente  pourra  s'^crire : 

^_R ,    '°«0+t). 

'^■*"iog(l+r)~^"^    log(l+r)  ' 

done  logTl+^WR.  [8] 

Onconnattra  done  le  logarithme  de  (1  + y)>  et  il  sera  facile 

d'en  tirer  fl  +7-)  >  ^U  V^^  suite,  *. 
Donnons  niaintenant  quelques  applications  num6riques. 

40s •  A.PPLICAT10NS  NUiiiRiQUBS.  EzBMPLB  I.  Calculef  ce  q^e  devientun  ca- 
piUU  de  8000  frana,  au  bout  de  39  ans,  au  taux  dek^  pour  100  par  on. 

Formute  [1]  :  log  A = log  G  +  n  log  (]  +  r). 

log  Gslog  8000  = =3,9030900 

log  (1  +  r)  =  log  (1,045)  =  0,0191162904 
»log(l+f)=39log(l,045)  = =0,7455353 

log  A= =4,6486253; 

d'o4  A=44527',19. 

ExBMPLB  IT.  Si  Con  avaii  placi  1  centime  d  5  pour  100,  au  commencement  dt 
Pht  chritienne,  que  serait^il  devenu,  au  commencement  de  Vann^e  1863,  c'est- 
d^dire  pendant  \SB2  cms  ? 

Formule  [1]  :  log  A  =log  0+  n  log  (l  +r). 

log  C= log  (0,01)  = =  i 

log  (1  +  r)  =log  (1,05)  =  0,02118929907 
«log(H-r)=  1862  log  (1,05)  = =  39,3234475 

log  A= =37,3234475; 
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d'o4  :  A=21059472X  lO"  francs  (approximativement), 

nombre  de  38  chiffres. 

Afin  de  representor  eette  somme  6norme  sous  une  fonne  plus  apprteiable, 
calculonsles  dimensions  d'une  sphere  en  or,  qui  dquivaut  &  la  somme  indiqu6e. 

31000 
U  density  de  I'or  est  19,5,  et  le  prix  du  kilogramme  d*or  est  -^  de  franc. 

Disignonsy  pour  cela,  par  x  le  rayon  de  la  sphere  en  metres;  son  Tolume  sera 

^^;  son  poids  sera  done  ^^  X  19500  kilogrammes;  et,  par  suite,  sa  va- 
3   *  *^  3 

leur  en  franca  sera  ll^^X  19500  X  ^^.  On  aura  done : 

Aitg^X  19500X31000 
^"  27  ' 

27A 

et,  par  suite  :  «•  —  4 «X  19500X31000' 

log  27=    1.43136376 
log  A  =37,3234474? 

C»  log 4— 10=  1,39794001 

C«  logic  — 10=  1,50285013 

C*  log  19500—  10  =  5,70996539 

C*  log  31000  —  10  =  5',5086383l 


Iogs;S=  28,87420509, 
log  w  =    9,6247350; 
tfoft  I  »=4214392X  I0»  metres. 

Ainsi  le  rayon  de  la  sphere  vaut  k  peu  pr^  4214392  kilometres ;  et  son  vo- 
lume serait,  par  consequent,  plus  de  290  millions  de  fois  le  volume  de  la  terre. 

ExBMPLB  III.  QueUe  est  la  valeur  actuelle  flCune  somfM  de  7220  fr,  payahU 
dans  33  am^  VinUrii  4tant  d  5  pour  100  par  an? 

Formule  [3]  :  log  C  =  log  A— n  log  (I  4-r). 

log  A  =  log7220  = =3,85853720 

log  (1  +f)  =  log  (1,05)  =  0,021 189299 
n  log  (l+r)=33  log  (1,05)  = =  0 ,69924687 

logC= =  3,15929033; 

d'o4  C  =  1443',08. 

Et  cette  somme  deviendra,  par  accumulation  des  int6rets  &  S  pour  lOOf  et  pen- 
dant 33  ans,  7220  fr. 

ExEMPLB  IV.  Une  tomme  de  28895  fr.  a  iU  plaeie ,  ilya  73  ant :  elle  a  pro- 
duit  250000  fr.  Quel  Hail  le  tarn  de  Vinteril? 

Formule  [6] :  log  (1  +  r)  --  J^EJLtJSEC. 
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log  ▲  =  log  250000  =  5,3979400 
log  G  =  log    28895  =  4,4608227 

log  A  -log  C  =  0,9371173; 

log  (l  +  r)  =0,01283722; 

roA  :  1+r  =1,03000. 

Le  tauz  de  PintMt  est  done  3  pour  100. 

EzEMPXJi  V.  En  eovfibien  de  temps  un  capital  de  7700  fir,  il«oiefi(-i{ 42850  /t^t 
CifUMt  itaiU  d  4  pour  100  par  an  ? 

Fonnule[61:  ^^logA--lo.C 

^  '  log(l  +  r) 

tog  A  =  log  42850  =  4,6319508 
log  G  =  log  7700   =  3,8864907 


log  A- log  G   =0,7454601, 
log  (1  +  r)  =  log  (1,04)  =  0,0170333. 

Done  »  est  la  partie  entidre  du  quotient    ^^^g.  On  trouve : 

fi =43  ans,      et     R  =  0,0130282. 

Done,  formule  [8]  :       log  ^1  +  j\=  0,0130282. 

Par  suite  :  1  +  y=  1,030453. 

^    ,x              t^      «no«,r«        -*       1.      0,030453X365      ..^ 
De  1&  :  -r-  =  0,030453,      et      *=  -^ — r-rr =  J78. 

Ainsi  le  tempi  oherchi  est  43  ans,  278  jours. 

S  n.  Des  annuity 

403.  DEFINITION.  Une  personne  emprante  aujourd*bui  une 
somme  G,  pour  n  ann6es,  au  taux  r  pour  un  franc  :  pour  s*ac- 
quitteri  elle  paye,  k  la  fin  de  chaque  ann^e,  une  somme  d^ter- 
min^e  a,  calcu16e  de  mani^re  qu*apr6s  n  payements  igaux  k  a, 
elle  a  tout  rembours£,  capital  etint^rSts  composes.  La  somme  a, 
qu'elle  donne  ainsi  annuellement,  se  nomme  annuiU. 

404.  FoRHULE  gEnErale  DES  ANNUITIES.  Proposons-iious  de 
trouver  la  formule  qui  lie  le  capital  G,  Tannuit^  a,  le  taux  r  etla 
durte  n  du  pr£t. 

Premiere  miSthodb.  Si  Temprunteur  allendait,  pour  op6rer  le 
remboursement  de  sa  dette,  la  fln  de  la  nr  ann^e,  il  devrait,  i 
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oette  ipoqne  (899),  C  (1  +r}*.  Mais  il  paye,  k  la  fin  de  la  pre- 
mi^re  annge,  une  premiere  somme  a;  en  avan^ant  ainsi  de 
(n— 1}  ann£es  ce  remboursement  partiel,  ilse  lib&re  d'une 
somme  dont  la  valenr,  dans  le  compte  final,  doit  6tre  £gdle  h 
^(i +^)"^ » <^r  cUe  aurait  porli  int^rdt,  pendant  (n—  1)  ann^es, 
entre  ses  mainSy  s'il  Tavait  gard^e.  De  m6me  la  somme  a,  payie 
i  la  fin  de  la  seconde  ann6e,6quivaul  h  une  somme  a  (1  +  ^)*~*i 
payfe  it  la  fin  des  n  ann^es.  On  yerra,  de  la  m6me  mani^re^ 
que  la  somme  a,  payie  k  la  fin  de  Tavant-dernl^re  ann^e,  doit 
£tre  compt^e  pour  une  valeur  £gale  ka{l+r);ei  que  la  somme 
0,  payte  k  la  fin  de  la  n*  ann^e,  entre  dans  le  compte  final 
poor  sa  valeur  a.  On  doit  done  avoir  I'^quation  : 

C(l  +rr=a(l  +r)*^+a  (l+r)-«+ +a(l  +r)  +  a. 

Gomme  le  second  membre,  itant  renvers^,  est  la  somme  des 
II  termes  d*ane  progression  g^om^trique  croissante,  dont  le  pre- 
ttier terme  est  a,  et  la  raison  (1+r),  on  applique  la  formule  [7] 
da  n*M7,  et  Ton  a : 

on,  en'chassant  le  ddnominateur  r, 

a{(l  +  r)--l!  =  Cr(l+r)«.  [1] 

Telle  est  la  formule  gto^rale  des  annnitte. 

408.  DEUxiiME  MiTHODE.  Ou  peut  obtenir  cette  formule  d'une 
autre  mani6re.  L'emprunteur,  recevant  aujourd'hui  une  somme 
G|  doit,  k  la  fin  de  la  premiere  annte,  G  (1  -{-r);  comme  il  rem« 
bourse  alors  une  somme  a,  sa  dette  se  r^duit  &  G  (1  +0  ^  ^-  A 
la  fin  de  la  seconde  ann6e,  cette  dette  s*est  accrue  des  iol^rfits 
d'un  an;  elle  est  done  devenue  JC(14"^)— ^1  (l+0»  ou 
G(i-|-r)'-.a(l  +r);  mais  alors  il  rembourse  une  nouvelle 
somme  a ;  ce  qui  r6duit  la  dette  k  C  (I + r)*  — a  (1  +r)  —  a.  II 
est  Evident,  qu'li  la  fin  de  la  troisiime  ann£e,  cette  dette  qui  s'est 
angment^e  des  int6r6ts  d'un  an,  mais  qui  s'est  diminuie  d*une 
nouvelle  annuity  a,  est  6gale  kC  (l+r)»— a(l+r)>— a(l+r>— a* 
Gt>  k  la  fin  de  la  n**  ann^e,  elle  est  ^gale  k 

C(i  +  r)-— a(l+r)-*— •...  —  a(l  +  r)— 4. 

Or,  k  cette  fepoque,  elle  doit  fetre  nuUe ;  ilfatrt  done  quet'expres* 
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sion  pr6c£dente  soit  ^ale  k  z6ro;  et,  par  suite,  que  Ton  ait 
l*£quation : 

comme  dans  la  premiere  m6thode. 

406.  Remarque.  On  peat  enfin  arriver  k  la  formule  [1],  sans 
avoir  k  sommer  une  progression  par  quotient.   Supposons,  en 

■ 

eSet,  qu*un  individu  pr£te  k  un  autre  une  somme  -*  pour  n  an- 
n6es.  Le  d£biteur  dcvra  payer,  cliaque  ann£e,  l*int£r6t  simpk 
-  X  r  ou  a;  et,  ii  la  fin,  il  devra  encore  la  somme  emprunt^c 

-•  Or,  concevons  que  cet  int6r6t  soit  vers£,  au  moment  oil  il  esl 

dA,  entre  les  mains  d'une  personne  tierce,  charg^e  de  le  faiir<i 
valoir,  cette  demifere  recevra  ainsi,  par  annuit^s,  n  sommer 
igales  k  a ;  et  elle  aura  entre  les  mains,  apr^s  les  n  anuses,  tout 

ce  dont  le  capital  -  s*est  boni/U  pendant  ce  temps.  Or  cette  aug*- 

mentation  du  capital  est-(l  +♦")* •  Done  cette  expression 

repr^sente  le  total  des  annuitis  rembours^es;  et  comme,  par 
bypothise,  ces  remboursements  doivent  acquitter  la  dette,  on 
doit  avoir : 

formule  qui  ne  difT^re  pas  de  I'^quation  [1]. 

407.  Probl^mes.  La  formule  [1]  sert  k  r^soudre  quatre  pro- 
bl6mes  diff^rents,  suivant  que  Ton  prend  pour  inconnue  Tune 
ou  Tautre  des  quatre  lettrcs  qui  y  entrent. 

!•  Quelle  annuiti  a  faut-U  payer,  a  la  fin  de  chaqvs  annie,  pour 
amortir^  enu  anrUeSy  un  eniprunt  donni  G,  et  ses  interits  composes^ 
le  taiuc  itant  rpour  1  franc?  La  formule  [I]  donne  : 

"    (i+r)»-r  i*J 

Pour  appliquer  celte  formule,  on  calcule  d'abord  (1 + r)»  par 
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logarithmes;  on  en  retranche  runit6,  ce  qui  donne  le  d#nomi* 
nateur.  Pais,  k  Taide  de  la  formule : 


*'- 


"?• 


log  a=log  Gr  +  n  log  (1  +r)  —log  j  (1  +r)*  —  1 ), 

on  calcule  log  a,  et,  par  suite,  a. 
, ,    2*  QueUe  samme  G  peut-on  emprunter  auJourcChui^  m  offrant  d6 
Qi^Ja  rembaurser,  en  n  annies^  par  n  annuiUs  igaUi  A  a,  fe  taiuc  itant 

rpour  unflrancflA formule  [1]  donne  : 

^^'Uime  observation  que  ci-dessus  pour  le  calcul  par  logarithmes. 
3*"  On  empnmte  avjourShui  tme  somms  G,  au  taux  r;  on  se  pro- 
)fose  de  la  r&mbaurser,  au  moyen  SannuiUs  igales  d  a;  pendant 
fdOfuel  temps  devra-t-on  payer  I'annuitif  La  formule  [1]  donne,  en 
azfito  risolvant  par  rapport  i  (1  +  r)*  : 
oul 

d'od  Ton  oonclut : 

'■  logo- log  (g-Cr)  . 

p.  *• log(l  +  r) •  l*J 

Le  probl&me  n'est  possible,  que  lorsque  (a — Gr)  est  positif ; 
car  les  nombres  n^gatifs  n'ont  pas  de  logarithmes  r6els.  On  voit, 
d'ailleurSy  a  priori^  qu*il  doit  en  6tre  ainsi ;  car  Gr  repr^sente 
rintirAt  simple  du  capital  pr6t6 ;  et  il  est  Evident  que  Tannuit^ 
a  doit  ^tre  sup6rieure  h  cet  int^rfit,  pour  qu'on  arrive  h  rem- 
bourser  la  dette. 

Si  la  formule  [4]  donne  pour  n  un  nombre  entier,  ce  nombre 
risoudra  la  question.  Mais  si  la  division  ne  se  fait  pas  exacte- 
meut,  le  problime  est  impossible.  Gependant,  on  pent  prouver 
que,  dans  ce  cas,  si  Von  dMgne  par  p  e<  (p  + 1)  les  deux  nombres 
Wiers  consicutifs  qui  comprennent  la  fraction  [4],  vn  nombre  p 
^annuitis  n^aequUterait  pas  la  dette^  tandis  qu*une  annuite  de 
Plusserait  plus  que  suffisante.  En  efiet,  puisque  Ton  a  : 

logfl-log(a-Gr) 
?<        log  (1  +r)        <P+*' 
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onaur^  aussi: 

plog(l+r)<loga— log(a— O)<(p+l)log(l+r), 

ou         log  (1  +r)»<log  j^<log  (1+rr*  ; 

et,  par  suite,         (l  +r)»<  j:^<(l  +rr*- 

On  peut  encore  chasser  le  d^nominateur,  puisqu'il  est  positif ; 
ei  il  vient :      (a  — Gr)  (1  +ry<a  <(a  —  Gr)  (l  +  r)^  ; 
d'oii  Ton  tire  ais6ment : 

Ges  deux  in^galit^s  prouvent  la  proposition  ^nonc6e. 

On  appliquera  done,  dans  tons  les  cas,  la  formule  [4];  eile 
donnera  le  nombre  p  des  annuitds  k  payer;  s'il  y  a  un  reste»  on 

calculera  facilement  la  diff6rence,  G  (I+rF — — = — ^  s 

dae  au  commencement  de  la  (p  +  i)"^  ann6e;  etl'on  en  fera 
I'objet  d'un  payement  special,  ou  d'une  convention  particuli&re. 

4"*  On  emprunu  aujouriThm  une  somme  G,  el  Fon  se  propose  de  la 
rembourseTf  avec  ses  irUMts  composSs,  en  pay ant^ pendant  n  annies 
tine  annuiU  a;  quel  est  le  taux  de  r%ntir6tf 

La  formule  [1]  est,  par  rapport  k  r,  une  Equation  du  (n+  !)•• 
degr£,  qu'on  ne  peut  r6soudre  qu*iL  Taide  de  proc^d6s  particu- 
liers.  On  arrive  promptement  k  une  valeur  approch£e  de  r,  en 
s'appuyant  sur  la  remarque  suivante. 

Lorsque  G  el  a  sontdonniSj  le  nombre  n  des  annuitis  augments  ou 
diminue,  quand  le  taux  r  augmente  ou  diminue  lui-mime.  II  suGBt, 
en  effet,  pour  s'en  assurer,  de  reprendre  la  seconde  m^thode 
(405),  qui  fournit  la  formule  g£n6rale  des  annuit^s;  on  recon- 
nalt  que  la  dette,  k  la  fin  de  la  premiere  ann^e,  G  (1  +r)  —  a, 
est  d'autant  plus  grande  que  r  est  plus  grand  ;  qu'il  en  est  de 
m6me  k  la  fin  de  chaque  ann^e,  puisqu'on  multiplie  chaque  fois 
la  delte  pr6c6dente  par  (l+r),  et  qu'on  diminue  ensuite  le 
produit  d*une  quantity  fixe  a.  Par  consequent,  si  n  payeroentB 
suffisent  pour  annuler  la  delte,  lorsque  le  taux  a  une  certaine 
valeur  r,  ils  ne  suffiront  plus»  lorsque  le  taux  sera  plus  61ev6* 
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Gela  iK>s6»  reprenonsla  formule  [1]  soas  la  forme : 

log  g  —  log  (g  —  Or)  ... 

•*- log(l+r)       '^  W 

fonnale  dans  laquelle  r  est  Finconnue.  Si  Ton  donne  arbitraire- 
ment  h  r  one  valear  r'^  et  que  cette  valenr  solt  moindre  qae 
celle  que  Ton  cherche^  la  yaleur  correspondante  n'  de  la  fraction 
[4]  sera  moindre  que  lavaleur  donn^en;  etau  contraire,  n' 
sera  plus  grand  quen,  sir'  est  plus  grand  que  r.  Onsaura  done, 
en  comparant  n'  k  n,  si  la  valeur,  attribute  arbitrairement  k  r, 
est  trop  forte  ou  trop  faible ;  et  Ton  pourra,  par  suite,  k  Taide 
de  quelques  t&tonnements  convenablement  dirig6s,  obtenir  ra- 
pidement  one  valeur  suCQsamment  approch6e  de  r. 

408.  AppuciiTiDHS  NOMftiQUBs.  ExBMPLB  I.  QuelU  Bit  I'onnuiU  qut  amotiU, 
m  51  aiw,  vnetcmme  d$  34600 fr.,  VintirH  itantd^pour  lOOparon? 

Formule  [21 :    tog  a  =  log  Or +« log  (1  +f)  —  log  j  (1+  r)»— 1 1 , 

log(l  +r)  =log  (1,04)  =  0,0170333393 

n  log  (1  -f  r)  a  61  log  (1,04)  =  0,8687003; 

d'o*:  (I +r)»= 7*390950. 

GBkpQt6: 

log  0r=slog  1384 =  3,1411361 

iilog(l  +  r)= =  0,8687003 

log  I  (1  +  r)»—  1 )  =  log  6»39095  =  0,8055654    _ 

C?log  ((l+r)«-l)— 10= =  1,1944»6 

log  as sz  3,2043710. 

Done :  a=  1600^,558. 

EzBHpLB  U.  On  pktee,  au  eommeneement  de  ehaque  annie,  une  tomme  de 
50  fr.  on  tau9  d»  6  pour  100  :  qaeUe  <omiM  z  dewa-Um  recewnr  au  Inmt  de 
24  flfu? 

F^ute:  ,^.((l+r)-.^-(l+r)) 

tog  (1  +f)  =tog  (1,06)  =0,0253068663 
(•-f- 1)  log  a  +v)  =36  log  (1,06)  =  0,6326466; 
d'ou:  a  +  «1*+'=4,29l»7; 

or:  l  +  r=l,06 

doQc :  (14.,)*fi.  (1 4.r)  =  3,23187. 


/•• 
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Cela  P096 : 

*^  log  o  =  log  50  =  1,6989700 

tog ( (I +r)**'—  (I  +  r) )  =  log  3,23187  =  0,5094539 
C*  log  r— 10  =0  log  0,06— 10  =  1,2218488 

log  s=  3,4302727 
Donot  •=2693',225. 

EzBMPLB  m.  Quelle  tomme  C  peut-on  emprutUer  aujwrd^huif  en  ofltant  de 
payer,  pmdani  37  on^,  um  annuiti  de  825  fr.  le  taux  itant  d  4 1  pour  100? 

Formule  [3j  : 

logC=log  a  +  log  { (1  +  f)-- 1 )  -log  (1  +  r)-— log  r, 

log  (1  +  r)  =  log  (1,045)  =  0,0191 1629 

»  log  (1  +  r)  =  37  log  (1,045)  =  0,7073027 ; 

d*oA:  (H-r)»= 5,09686. 

Cela  po86 :  log  a  =  log  825  =  2,9164540 

log  { (1  +  r)-  —  1  ]  =  log  4,09686  =  0,6124512 

C*log(l  +  r)-  — 10= =7,2926973 

O  log  f  - 10  «  C«  log  0,045  — 10  =  1,3467875 

log  G  =  4,1683900; 
dM  C= 14736^,35. 

EzEMPLB  IV.  En  eombien  de  tempi  une  somme  de  260  000  fir.  ura^-^Ue 
amortie  par  une  annuity  de  10000  fr.,  au  taux  de  Z  t  pour  100  T 

,    r.,  log  a— log  [a-— Or) 

log  a=  log  10000  =  4 
log  (a  —  Or)  =  log  1550  =  3, 1903317  - 

log  CI— log  (a— Or)  =  0,8096683 

log  (1  +  r)  =log  (1,0325)  =  0,0138901. 

0,8096683      ^^ 
^'''''  •  =  57)138901  =  ^» 

• 

On  devra  done  payer  58  annuit^s  de  10000  fr.  Mais,  comme  la  division  lalsse 
un  reste,  la  somme  donn^e  ne  sera  pas  amortie  entidrement.  Pour  terminer  La 
compte,  il  faut  calculer,  d'une  part,  ce  qui  est  dO  au  bout  de  58  ans,  c*est-4- 
dire  s  =  260000  X  (1,0325)**;    calculer,  de  Pautre^  ce  qui  a  6t^  pay6  par  les 

annuitis,  c'est^Wiw  p  =  lOQQOx  ( (1,0325)»-- 1)  .   ^^  ^^^^^  j^  diffiftreac* 

U|UJ25 
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log  260000  =  5 ,4149T335  log  10000  =  4 

681og  (1,03U)  =  0,80562348  |log  5,39180'i  -=  0,7317341 

log  «=  6,22059683;      C*  log  0,0325— 10  =  1,4881166 


<fo6 :  «=  1661869'.  logp  =  6,2198507; 

De  phu  (1,0325)"«  =  6,391804.  p  =  1659017'. 

Done  la  somme  qui  reste  due,  («  —  p)  =  2852  fr. 

ExBHPLB  V.  On  emprunte  aujourd^hui  une  somme  de  35000  /V*.;  on  la  rem^ 
b9wrt$,  ainti  que  set  intMts  eompoe^,  par  52  annuUis  de  1600  fr,  chamne* 
Quelettle  tans  de  I'intirit  ? 

Fbiiniile  [41  .  n ____i. 

SoppotODi  d'abord  :  rsO,04 ;  il  en  r^sulte :  a  —  Gr  =  300. 

log  aslog  1600  =  3^2041200 
log  (a— Gr]=r  log  200  =  2,3010300 

loga— log  (a  -  Gr)  =  0,9030900, 
iog  (1  +r)=  log  (1,04)  =  0,0170333. 

Id  diviiant  0,9030900  par  0,0170333,  on  tiouYO  pour  quotient  53,  nombre  plw 
grand  que  52.  Done  le  taux  est  moindre  que  4. 

Sappo80iisr= 0,035;  alors  a— Gr=375. 

log  a=log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Cr)=:log  375  =  2,5740313 

log  a— log  (a—  Or)  =  0,6300887; 
log  (1  +r)  =  log  (1,035)  =  0,0149403. 

Kd  dtvlaant  0,6300887  par  0,0149403,  on  trouve  pour  quotient  42,  nombre  beau- 
eoap  tiop  Iklble.  Done  le  taux  est  beaucoup  plus  voisin  de  4  que  de  3  r. 

Suppoeons  done  r  =0,039;  alorsa— Grs  235. 

log  a  =  log  1600  =  3,2041200 
log  (o  -  Or)  =  log  235  =  2,3710679 

log  a —log  (o— Or)  =  0,8330521 ; 
log  (1  +r)  =s  log  (1,039)  =  0,0166155. 

Le  quotient  de  0,8330521  par  0,0166155  est  50,  nombre  trop  falUe  :  done  le 
taux  est  8op6rieur  1 3,90. 

SuppoBons  f  =  0,0395;  alors  a— Gr  =  21 7,50 . 

log  a=  log  1600  =  3,2041200 
log  (a— Gf)  =  log  217,50  =  2,3374593 

log  a— log  (a  — Gr)  -i  0,8666607; 
log  (l+r)  =  log  (1,0395)  r^  0,0168245. 
le  qaotient  de  0,8666607  par  0,016824^  donne  51.  Le  taux  est  done  sup«rleur 
Alo.  B.  I"  Partie.  ^* 
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k  3',95.  II  est  donccompris  eotre  3S95  et  4.  On  Ifi  oonnall  alnsi  k  0^,05  prte^ 
et  Ton  peut  ais6ment  pousaer  plus  loin  Tapproximation. 

409.  Gas  des  rentes  perp^tuelles.  La  valeur  de  rannuit6 
a,  destin^e  h  acquitter  un  emprunt  G,  dans  un  temps  donn6  n» 
ditninue  quand  n  augmente  :  car,  en  divisant  les  deux  tennes 
du  second  membre  par  ( 1  +  r)*,  la  formule  [2]  peut  s'^crire  : 

Cr 
a= 


1-      ' 


(1+r)- 


et  Ton  voit  que,  plus  n  est  grand,  plus  .        ^,  est  petit ;  plus  le 

d6nominateur  est  grand,  et  plus  la  valeur  de  a  est  petite.  Si  done 
r^poque  du  remboursement  8'61oigneind£fininient,c*est-&-dire, 
si  n  grandit  ind^finiment,  la  valeur  de  a,  toujouni  sup6rieure  k 
Gr,  puisque  le  d^nominateur  est  moindre  que  1,  diminuef  et  a 
pour  limite  Gr,  c'est-ii-dire  rint6r6t  simple  de  la  somme  pr6t£e. 
G*est  le  cas  de  la  rente  perp6tuelle. 


EXEECIGE8. 

I.  Un  capital  de  8500  franot  est  pUoi  kk  s  poor  100:  que  devient-U  an  bout 

de  41  ana? 
Ontrouye  61663', 86. 

II.  Una  population  de  300000  Amee  augmente  per  an  de  Ir  pour  100  :1k  oom- 

4 

bien  monterart-elle  dans  un  sitele  t 
On  trouve  692681. 

III.  Combien  de  tempt  un  capital  de  3500  fctncs  doit*il  dtre  placi,  k  5  pour 
100,  pour  s*61ever  k  la  mime  eomme  que  4300  franca,  places  k  4  pour  100,  pen- 
dant ISans? 

Ontrouve  IB'", 76**^. 

IV.  Deux  capitauz  tout  placte  k  hit^rdts  composes  :  Tun  de  38000  Mtam^  k 

-pour  100;  Tautre  de  09398  firancSy  4  3  =  pour  100;  en  combien  de  temps 

8'61^Yeront-il8  k  la  mdme  sommeT 
On  trouve  100  ana. 

y.  Quelle  est  la  taleur  aotuelle  d'une  rente  amuelle  de  1500  franca,  payable 
pendant  36  ans,  rint6r6t  tont  k  5  pour  100»  et  le  premier  payement  decant  ae 
iaire  dans  un  anT 
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(1,05)»«X0,05       » 
et  rem  trouye  24820S83. 

VI.  On  veut  payer  une  dette  de  36000  francs,  en  7  payements  annuels  6giui, 
Pint6r6t  4tant  k  4  pour  100.  Qaelle  doit  6tre  la  yaleur  de  rannuit^? 
On  trouye  4165S16. 

VIL  Quelle  est  I'annuitd  qui  amortit  en  48  ans,  un  emprunt  de  36000  francs, 
an  Uuz  de  3 1  pour  100  T 

On  trou?e  1628',14. 

YUI.  On  yeut  acheter  une  rente  de  3000  francs  pour  91650  francs.  Pour  com- 
bien  d'ann6es,  k  raison  de  3  pour  100,  doit-on  conc^der  la  rente? 
On  trouye  84  ans. 

IX.  Quelle  est  la  yaleur  actuelle,  au  taux  de  5  pour  100,  de  24  annuit^s,  dont 
la  premidre  est  de  1000  francs,  payable  dans  un  an ,  et  qui  croissent  en  pro- 
gression g6om6trique  dont  la  raison  est  -jrl  Calculer  le  montant  de  la  demi^re 
annuity. 


La  formule  esl :        Ss=  -^-^  X 


1+r       * 


dans  laquelle :        a=1000|    9  =  7q»    ^=0,05,    nsa24. 

On  trouye  :  S  =  50817S41 . 

La  demi^re  annuity  est  de  8954',30. 

X.  Un  ouyrier  depose,  au  commencement  de  chaque  semaine,  une  somme  a 
k  la  caissed'^pargne,  pendant  n  ann^es  cons^cutiyes.  Quel  est,  apr^s  ce  temps, 
le  montant  M  de  son  livret,  le  taux  4tant  r  pour  1  fianc,  et  les  int^rfits  se  capi- 
talisant  &  la  fin  de  chaque  annde? 


on  trouye:  M=a(53  +  f )  <1±^ 


-1 


XI.  Une  personne  yerse,  dans  une  banque  de  pr^yoyance,  une  somme  v,  au 
Qommencement  de  chaque  annSe,  pendant  n  ann^es  cons6cutives.  On  demande 
quelle  somme  a  elle  doit  receyoir,  au  commencement  de  chaque  ann^e,  pen- 
dant les  2n  anniessuivantes,  pour  dtre  enti^rement  rembours^e  de  ses  ayances. 

Ontrouye.  •=(i  +  y).^.i- 

XII.  Les  conditions  6tant  les  -mdmes  que  dans  le  probldme  pr6c6dent,  quel 
aolt  6tre  le  nombre  n,  pour  que  la  somme  a  soit  au  moins  ^gale  A  I;  fois  la 
somme  «T 
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On  trouve  la  condition  :  

d  01^  I'on  dMuit  une  limite  infirieuro  pour  fi. 
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LIVRE  PREMIER. 

COMPLEMENT  DES  ELEMENTS  D'ALGEBRE. 


i.  Nous  comprenons  sous  le  titre  de  CampUment  des  iUmmts 
d^alghbre,  les  notions  sur  les  series  et  leur  convergence,  le  d^ve- 
loppement  de  la  formule  du  binome  et  ses  applications,  la 
thtoriealg^brique  des  logaritbmes  et  la  resolution  des  Equations 
exponenlielles. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  SERIES. 

S  I.  Notions  pr^liminaires. 

2.  DEFINITIONS.  Une  serie  est  une  suite  illimit^e  de  quantit^s 
qui  se  succMent  suivant  une  loi  d^terminSe.  Ges  quantit^s  sont 
les  tennet  de  la  s6rie. 

Nous  repr6senterons  les  termes  d'une  s^rle  par  u,,  tzi,  ui 

u»,....  On  dit  que  u^  est  le  terme  gintral :  sa  valeur  depend  de    ^. 
Alg.  sp.  B.  I       ff^ 
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celle  de  n,  et,  en  y  donnant  k  n  les  valeurs  success! ves  0,  l ,  2, . . .., 
on  obtient  les  divers  tennes. 

On  d^signepar  S»  la  somme  a1g6brique  des  n  premiers  termes 
de  la  s6rie ;  de  sorte  que  Ton  a : 

5.  SERIES  coNVERGENTES  ou  DiYERGENTES.  On  dit  qu*une  s6rie 
est  convergerue,  lorsqu'il  existe  une  limite  finie  dont  la  somme 
Sn  s'approche  ind^finiment,  k  mesure  que  n  crolt  ind^finimenf . 
La  limite  S,  vera  laquelle  elle  tend,  se  nomme  la  somme  de  la 
s^rie. 

Si,  au  contraire,  la  somme  S»  ne  tend  pas  vers  une  limite  fiie^ 
la  s6rie  est  dite  diver gmte.  Une  s^rie  divergente  ne  repr^sente 
rien,  et  ne  pent  6tre  d'aucun  usage  en  analyse. 

4.  ExEMPLE.  Une  progression  par  quotient  est  une  s£rie  con- 
vergente,  lorsque  sa  raison  est  moindre  que  Tunit^.  On  a  vu 
(1, 570),  en  efifet,  qu'en  supposant  q  moindre  que  1,  la  somme 


s*approche  ind^finiment  de  la  limite  ditermin^e 


a 


l-q 

Une  progression  g6om6trique  ind6finie,  dont  la  raison  sur- 
passe  runit6,  est  divergente.  Car  la  somme  de  ses  termes  crofl 
ind^fmiment  avec  leur  nombre. 

tt.  Remarque.  Pour  qu'une  sirie  soU  convergente^  il  faiU  qu'a 
partir  (Tun  terme  suffisamment  iUngrU^  le  terme*  un  tende  vers  z6ro, 
quand  n  augmente  ind^finiment.  En  efifet,  si  une  s6rie  est  conver- 
gente  et  a  pour  limite  S,  on  peut  prendre  n  assez  grand,  pour 
que  les  sommes  Sn,  Sn4.i,  Sn+t  difif^rent  de  S  aussi  pen  que  Ton 
voudra.  Les  differences  S«+i  —  S*,  S^+j — S«^.^,  sont  alors  aussI 
petiles  qu'on  le  veut.  OrSn+i — Sn  =  ti»,  Sn+i— Sn+i=Un+i.  Done 
les  termes  Wn,  w«+i  tendent  vers  z6ro. 

Mais  cette  condition  nicessaire  n'est  pas  suffisante.  Pour  le  prou- 
ver,  nous  allons  faire  voir  que  la  s6rie,  dite  harmonique^ 

[11       i+l+|+[+--+i+--.. 
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dont  les  termes  diminuent  ind^finiment,  est  cependant  diver- 
gente.  Et,  en  efTet,  si  Ton  groupe  les  termes  de  la  mani^re  sui- 
vante : 

■+ka+-;)+G+kki)+-- 

on  reconnalt  que  chaque  partie,  renferm^e  entre  parentheses, 
est  plus  grande  que  ^ ,  car  la  demise,  par  exemple,  contient 

n  termes^  tons  sup^rieurs  ou  au  moins  igaux  k  ^.  Or  la  s6rie  se 

compose  d'une  infinite  de  groupes  semblables ;  il  est  done  Evi- 
dent que  ia  somme  pent  d6passer  toute  limite  assignee. 

6.  Garact£:re  gi^n^ral  des  sjSries  gonyergentes.  Le  caracl&re 
d'une  s6rle  convergente  consiste  dans  la  condition  suivante. 

Pour  qu'une  s6rie  soit  canvergentdy  il  faut  et  il  suffit  qu'onpuisse 
prendre  dans  la  sirie  un  norribre  n  de  termes  assez  grand  a  partir 
du  premiery  pourqm  la  somme  des  p  suivants^ 

soil,  quelque  grand  que  soU  p,  inferieure,  en  valeur  absolue^  i  une 
quantiU  do7ineey  si  petite  qu'elU  soity  et  tende  vers  z&roy  quand  n 
croit  indifiniment. 

La  condition  est  nicessaire  :  car,  si  la  s6rie  est  convergente, 
on  peut  donner  knune  valeur  assez  grande,  pour  que,  quel  que 
soit  p,  les  deux  sommes  S»  et  S^^^  different  de  leur  limite  com- 
mune S  aussi  pen  qu'on  voudra  (3) :  leur  difKrence,  c'est-i-dire 
la  somme  [a],  est  done,  pour  cette  valeur  de  n,  inf6rieure,  en 
valeur  absolue,  k  un  nombre  donn6,  si  petit  qu*il  soit ;  et  elle 
tend  vers  z6ro,  quand  n  crolt  ind^flniment. 

La  condition  est  sufdsante  :  car,  si  elle  est  remplie,  on  pent 
choisir  pour  n  une  valeur  d£termin6e  n'  assez  grande,  pour  que 
la  somme. 
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soit,  en  valeur  absolue  y  infirieure,  quelque  grand  que  soil  p, 
k  un  ncmbre  donn^  a,  si  petit  qu'il  soil ;  par  suite,  pour  celte 
valeur  n',  la  somme  [b]  6tant  comprise  entre  — «  et  + «,  la 
somme  Si^^  est  comprise  entre  les  deux  nombres  fixes  S»*  —  a 
et  S„*4-  a.  Et,  cela  ayant  lieu  pour  toute  valeur  de  p,  il  est  Evi- 
dent que,  pour  toute  valeur  de  n,  plus  grande  que  n',  la  somme  S. 
se/i^a  comprise  entre  les  mimes  limiteSf  et  ne  pourra  pas  crottre  inde- 
finiment  avec  n.  D'ailleurs,  si  Ton  donne  k  ri  des  valeurs  de  plus 
en  plus  grandes,  la  somme  [6]  tend  vers  z6ro ;  les  deux  nombres 
Sh'  —  a,  S»'+a  se  rapprochent,  par  suite,  ind6finiment  Tun  de 
Tautre ;  la  somme  S»  a  done  une  limite  finie  et  d^terminte  La 
s6rie  est  convergente. 

7.  Remarque.  II  n'est  pas  toujours  facile  d*appliquer  le  ca- 
ract^re  g^niral  qui  pr6c6de,  et  de  decider  si  une  s^rie  est  con- 
vergente ou  divergente.  Un  des  proc^d^s  les  plus  6I£mentaires 
consiste  k  comparer  la  s6rie  propos6e  k  une  autre  s6rie  que  Ton 
sait^tre  convergente  ou  divergente;  cette  comparaison  conduit 
k  quelques  rC'gles  qui  permettent  de  prononcer  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  Nous  nous  occuperons  d'abord  des  series  dont 
tons  les  termes  sont  posilifs. 


S  IL  Des  series  k  termes  positifs. 

0.  Th£oreme  I.  Une  scrie^  a  termes  positifs^  est  convergente^ 
lorsque^  apartir  d'une  certaine  limilCf  k  rapport  d'un  terme  aupre- 
cedent  est  constamm^it  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que 
Vunit6  :  il  ne  suffirait  pas  qu'il  f&t  constamment  moindre  que 
Vunite. 

La  sdrie  est  diver gente^  lorsque,  apanir  d'une  certaine  limite  ^  le 
rapport  est  plus  grand  que  runite» 

1*  Considirons  la  s^rie, 

t^>  +  Ui  +  U2  +  ...  .+u»  +  ^+i  +  -*  ••; 
et  supposons  qu'k  partir  du  terme  w»,  le  rapport  d'un terme  au 
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pr^cidont  soit  constamment  plus  petit  qu'un  nombre  fixe  ft  in- 
Krieur  k  Tunit^;  nous  aurons  : 

On  d6duit  ividemment  de  ces  in6galil(5s  : 

t^«+l<  ton,       W«+l<  A^X,       Wn+8  <  k^Uny ; 

cn  sorte  que  les  termes  de  la  s6rie  propos6e,  h  parlir  de  u«,  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progression  g^om^lrique  d6croissante, 

w«+ftWn+ft'w«+&X+ ; 

il  est  done  impossible  que  leur  somme  croisse  sans  limite.  Lors 
done  qu'on  prendra  un  nombre  de  termes  de  plus  en  plus  rirand 
dans  la  s^rie  propos^e,  la  somme,  qui  va  sans  cesse  en  aug- 
mentant,  puisque  tous  les  termes  sont  positirs,  ne  pourra  ce- 
pendant  pas  surpasser  tout  nombre  donn^.  II  est,  d^s  lors,  Evi- 
dent qu'elle  a  une  limite,  pr6cis6ment  6gale  au  plus  petit  des 
nombres  qu'elle  ne  pent  surpasser. 

2""  Si,  k  partir  d'une  certaine  limite,  le  rapport  d*un  tergie  au 
pr^c^dent  est  plus  grand  que  I'unite,  il  est  Evident  que  les  ter- 
mes vont  en  croissant,  et  que,  par  suite,  leur  somme  augmente 
sans  limite.  La  s6rie  est  done  divergente. 

Remarque.  La  ddmonstration  pr6c6dente  serait  en  d^faut,  si 
Ton  avait :  k=^l.  Dans  ce  cas,  il  y  aurait  doute ;  et  la  s6ric  pour- 
rait  6tre  convergente  ou  divergente,  comme  on  va  le  voir  par 
des  exemples. 

0.  Comment  on  applique  ce  rafoRiiME.  Ordinairement  le  rap- 
port d'un  terme  au  pr6c6dent  converge  vers  une  limite  i,  quand 
n  croit  ind^Gniment. 

Si  I  est  inferieur  a  Vumt6,  on  pent  choisir  arbilrairement,  entre 
i  el  1,  un  nombre  d6lermin6  ft.  Puisque  le  rapport  tend  vers  /, 
on  pcut  prendre  n  assez  grand,  pour  que  ce  rapport  soit  con- 
slammenl  inftrieur  k  ft,  qui  est  plus  petit  que  1.  La  sirie  est  don 
ronvcrgcnte. 
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Si  I  est  plus  grand  que  Funiti,  on  peut  encore  choisir  arbitrai- 
rement,  entre  1  et  /,  un  nombre  d6lermin6  *;  el  le  rapport,  se 
rapprochant  ind^finiment  de  l^  ilnira  par  devenir  constamment 
plus  grand  que  ft,  qui  est  sup6rieur  h  runit£.  La  s6tie  est  done 
divergente, 

Sil=ljilya  daute;  et  le  th^or&me  I  est  insuffisant,  pour  per- 
mettre  de  prononcer  sur  la  convergence  ou  la  divergence  de  la 

sirie.  Cependant,  si  le  rapport  -^^^  finit  par  itre  toujours  an- 

dessus  de  sa  limite  1,  la  sirie  esi  divergente;  car  alors  les  termes 
finissent  par  aller  toujours  en  croissant;  et,  comme  ils  sont  tous 
positirs,  leur  somme  peut  devenir  plus  grande  que  toute  quan- 
lite  donn^e. 

iO.  Limite  de  l'erreur  commise.  La  demonstration  du  Mo- 
r^me  I  fait  connattre  une  limite  de  Terreur  que  Ton  commct, 
lorsque  Ton  s'arrfite,  dans  la  sommation  d*une  s6rie  conver- 
gente,  k  un  terme  d'un  certain  ordre.  Supposons,  en  effet,  qu'i 
partir  du  terme  Uu  le  rapport  d'un  terme  au  pr6c6dent  soil 
constamment  plus  petit  qu'un  nombre  h  inKrieur  k  Tunit^;  les 
lermes  w^,  t^+i.  u^iy...  seront  (8)  respectivement  moindrcs 
que  kui,  k%,  ft'a^ . . . ;  et  par  suite,  la  somme  des  termes  que  Ton 
neglige,  quand  on  s'arr^te  k  w<_i,  sera  moindre  que  ut+kui 

-f  fe*iii+.*w<+*«->  ou  que  T-^  , •  Ainsi ,    en  dfesignant  par  e 
Terreur  commise,  on  a  : 

Ui 


«< 


11.  ExEMPLEs.  !<"  Soit  la  s^rie  : 

t^^       ^+T+lT2  +  i:273'''l.2.3.4+---+1.2.3....n+"" 

Le  rapport  du  (n+ 1)"*  terme  au  prfec6dent  est  - ;  sa  limite  est 

n 

/.6ro,  quand  n  croit  inddflniment.  La  s^rie  est  done  conver- 

gcnte. 

Si  Ton  s'arrCte  au  terme  -r-r-r :,  le  rapport  de  Tun  quel- 
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conque  des  termes  qui  le  suivent  au  pr6c6(lent  est  toujours  inK* 
rieur  k  t^ttj  on  peut  done  prendre  *=TqjT  ;  et  Ton  trouve, 
pour  Terreur  commise : 


«< 


1.2.3... AV'^l)' 


2*  Si  Ton  consid^rc  la  s£rie  harmonique  [1]  (n""  B),  le  rapport 

du  n**  terme  au  pr6c£dent  est         ,  ou  ( 1  —  j.Ilesttoujours 

plus  petit  que  1;  mais  sa  limite  est  1,  quand  n  croit  ind^fini- 
ment.  II  y  a  doute;  mais  on  a  d^monlr^  (S),  par  un  proc£d6 
particulier,  que  la  s6rie  est  divergcnte. 

3*  Soit  encore  la  s6rie : 

!e  rapport  du  n~  tenne  au  prte6dent  est  ^  "^^     ,  ou  ( 1  ^-•j  : 

€t  sa  limite  est  encore  I'uniti.  Le  thiorime  I  ne  nous  apprend 
done  rien.  Mais,  que  Ton  groupe  les  termes  de  la  mani^re  sui- 
▼anle : 

»  +  (?+§*)  +  (?+ 5-.  +  W.) 

c'est-ii-dire,  de  telle  sorte  que  chaque  groupe  commence  par  un 
terme  dont  le  d^nominateur  est  une  puissance  de  2 ;  la  valeur 

da  premier  groupe  sera  plus  petite  que  2  foisr;  ou  que  - ;  celle 

2  2 

du  second  sera  moindre  que  4  fois  -,»  ou  que  - ;  celle  du  troi- 

.,  11 

sieme  sera  infigrieure  k  8  fois  gj,  ou  Ji  g ;  et  ainsi  de  suite.  La 

«omme  des  termes  de  la  sirie  est  done  moindre  que  celle  deS' 
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termes  de  la  progression  d6croissante  l+o+r  +  o  +  '—'^ 
s^rie  est  done  convergente. 

12.  Gas  ou  la  s^rib  est  ordonn^e  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  variable.  II  arrive  sotivent  qu'une  s6rie  est  or- 
donn^e  par  rapport  aux  puissances  enti^res  et  croissantes  d'une 
variable  x.  Si  le  terme  g6n6ral  u»  est  6gal  k  A»a^,  le  rapport 

-^sera  6gal  k~^x;  et^  si  Ton  dfisigne  par  I  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  le  rapport  des  coefficients-^^,  quand  n  crolt  ind£- 

finiment,  le  rapport  des  deux  termes  aura  lui-m6me  pour  limite 
Ix.  La  s6rie  sera  done  convergente,  si  Ton  a  (9) : 

te<l,    ou    a?<T- 

Ainsi  la  s6rie  sera  convergente,  tant  que  x  sera  plus  petit  que 
yj  et  divergente,  quand  0?  sera>7-.IlyauradouteySiroQdoDne 

&  n?  la  valeur  j. 

Exemples.  I*  La  s6rie 


•  •  •  • 


a  pour  coefficients  les  termes  de  la  s^rie  [2] ;  le  rapport  des 

A  1 

coefficients -f^  est  done  6gal  i-,  et  sa  fimite  /  =  0.  La  s6rle 
A,!  ®       n' 

est  done  convergente  pour  toute  valeur  de  x  infirieure  k^j 

c'est-i-dire  quel  que  soit  x. 

£•  La  s6rie 

/m  mI  /y»%  /*•!  /*»•» 

[5]         £+£.+1+^+.... +£.+.... 

a  pour  coefficients  les  termes  de  la  s6rie  harmonique  [1] ;  1^ 
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rapport  des  coefficients  est  done  (l  — ),  et  sa limite  est  1.  La 

s6rie  est  done  convergeute  pour  toute  valeur  de  x  plus  petile 
que  1,  et  divergente  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  que  1. 
II  y  aurait  doute,  pour  x=l :  mais  nous  savons  (Sj,  qu*alors  la 
s6rie  est  divergente* 

■ 

15.  TheorIime  II.  Une  siruj  h  termes  positifSy  dont  le  terme  ge- 

vUral  est  u»,  est  convergente^  lorsque  y  Un  est^  pour  une  certaine  va- 
leur  de  n,  et  pour  toutes  ks  valeurs  plm  grandesy  plus  petit  qu'un 

nombre  fixe  k,  inferieur  a  runiU.  File  est  divergentey  lorsque  ^Un 
est  constamment  plus  grand  que  I'unitS. 

l*"  Si,  k  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  on  a  constamment 
ytu<&,  on  en  ddduit  les  in^galit^s  suivantes  : 


Un  <  AJ*,     WiH-l  <  'c*"*"* »     t4»+,<  k 


tn-i 


eo  sorte  que  les  termes  de  la  s^rie  propos^c,  k  partir  de  Unf  sont 
moindres  que  ceux  de  la  progression  g^omitrique  d^croissanle 

On  en  conclutcomme  au  n"*  8,  que  ia  s6rie  est  convc/genle. 

S*"  Si,  au  contraire,  k  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  ^/u^ 
est  constamment  sup^rieur  k  I'unit^,  il  en  est  de  m6me  de  u» ; 
par  suite  les  termes  vont  en  augmentant :  et  leur  somme  pent 
d^passer  toute  grandeur  donnte. 

Remarque.  La  demonstration  est  en  d^faut,  si  k=l.  Dans 
ce  cas,  il  y  a  doute ;  et  Ton  ne  pent  affirmer,  en  g6n£ral,  si  la 
s6rie  est  convergente  ou  divergente. 

14.  Comment  ON  applique  le  thj^orIime.  On  prouve  d'ailleurs« 

comme  au  n"*  9,  que  si  \/un  tend  vers  une  limite  I  plus  petite 
que  1,  la  s^rie  est  convergente ;  que  si  {  est  sup6rieur  k  Tunit^, 
la  s6rie  est  divergente ;  et  qtf  il  y  a  incertitude  dans  le  cas  oil 

i=l.  Cependant  si  y^uji  finit  par  6tre  constamment  au-dessus 
de  sa  limite  1,  la  s^rie  est  divergente. 

tS.  LnoTE  DE  L*ERRS(n  COMMisE.  Dans  le  cas  oix  la  s^rie  est 
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convergente,  la  demonstration  pr^cM^nte  fournit  one  limite  de 
Perreur  t  que  Ton  commet,  Iorsqu*on  s'arrftte  k  un  terme  ut^. 
On  a  evidemment : 

A  etant  une  limite  supdrleure  de  V^* 

16.  Remarque.  Les  limites  dont  les  deux  th^or^mes  I  et  11 
font  d^pendre  la  convergence  sont  n^cessairement  6gales  entre 
eiles. 

Soit  en  effet  !a  s^rie 

•€t  liraii^  =  A, 

limy  Un=h\ 
dans  la  s^rie 

le  rapport  d'un  terme  au  pr6c6dent  a  pour  limite  fc„,  et  par  con- 
sequent elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  x  est 

plus  petit  ou  plus  grand  que  -r^  mais  la  racine  n"*  de  terme  ge- 
neral u^cc^  a  pour  limite  k'x,  et  par  consequent  en  vertu  du 
theor^me  II,  elle  est  convergente  ou  divergente  suivant  quen 

est  plus  petit  ou  plus  grand  que  -ny  les  deux  r^sultats  ne  peu- 
vent  s*accorder  que  si  k  est  egal  h  k\ 

17.  Th^or^me  III.  Si  les  termes  d'une  sirie, 

vont  canstamment  en  diminuant,  h  partir  du  premier^  cette  drie 
•sera  convergente  ou  divergente,  en  mime  temps  que  la  sirie^ 

u^+Su, +4t<j+8u,+ 16U||+. . .  • 
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En  effet,  supposons  d'abord  la  premiere  s^rie  convergente. 
On  a  Svideniment  les  relations : 

Wo  =Wo, 

kut  <2Uj+2t/t, 

8W7  <2w4+2m5+2u«  +  2u,, 

16wj5  <2i/8+2v9+2t*io+....  +2«i5» 


Si  Ton  ajoute,  membre  k  membre^  ces  in6galit^s,  on  a : 
Wo+2wi+4t/8+8«7-|-17uj5  +  .. .. 
;Uo  +  2Ui+2Wj4-2t/s+2i/4+,,  ..-f-2(/,3-|-..  .; 


done  la  somme  d*un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
s6rie  est  plus  petite  qu^Ie  double  de  la  somme  des  termes  de  la 
premiere,  terminus  au  terme  de  m£me  indice.  Or,  celle-ci  est 
eonvergente,  par  by poth^se ;  done  la  seconde  Test,  k  plus  forte 
raison.  Done  la  convergence  de  la  premiere  enlratne  celle  de  la 
seconde. 

Supposons  maintenant  que  la  premiere  serie  soit  divergente. 
En  groupant  les  termes  d'unc  autre  mani^re,  ona  ividemment: 

Wo=Wo» 

2ti|>Wi+i/,, 
4w8>ti8+ 1/4 -f  w,+Ve, 

8ti7>t/7  +  W8+t/9+ +«lft, 


d'otiy  en  ajoutant  membre  k  membre, 

W8+2w4  +  4«j  +  8u7+... . 
>Wo  +  «i-ft*2+tt8+w*+t/»-|-. . . .  +w,4  +  . . , . 

Ainsi  la  somme  d*un  certain  nombre  de  termes  de  la  seconde 
s6rie  est  plus  grande  que  la  somme  des  termes  de  la  premiere, 
terminus  au  terme  d'indice  double.  Or  celle-ci  crolt  ind^Iiniment, 


n  LITRE  I, 

par  hypoth&se :  done  la  seconde  est  divergente.  Ainsi  la  diver- 
gence de  la  premiere  entratne  la  divergence  de  la  seconde. 
G*est  ce  qu'il  fallait  ddmontrer. 

18.  Applications.  Prenons,  pour  la  premiere  s6rie,  ia  sui- 
vante : 

la  seconde  sera : 

Or  cette  demi&re  est  une  progression  g6om6trique,  dent  la 
raison  est  2*-*.  Done  elle  est  convergente,  si «  est  plus  grand  que 
Tunit^;  elle  est  divergente,  si  a  est  egal  ou  inf^rieur  k  Tunit^. 
Done  la  preraifere  s6rie  est  convergente,  si  «>  1 ;  et  divergentCj 
bi  a«^l. 

Nousavons  i&]k  obtenu  ces  r^sultats  pour  la  s6rie  [1]  o{io(=l, 
et  pour  la  s6rie  [3]  oil  a=2. 

Prenons  pour  la  premiere  s^rie,  la  suivante  : 

^^^  ^+2(log2)«+3(log3)«+4(log4)-"^""'  •  "*"n(iogn)*"*''"* 
La  seconde  sera : 

^+(I5p)^"'"(log4)«+(iog8)-"*"'  ••  •  "'"(logi^'*''  ••• 
ou,  en  remarquant  que  (log  2*)«=n*(log2)*, 

Or  la  s6rie,  renferm6e  entre  parentheses,  n'est  autre  que  la 
s6rie  [6].  Done  elle  est  convergente,  si  a  est  plus  grand  que  1 ; 
et  divergente,  si  a  est  6gal  ou  inf6rieur  ji  1.  It  en  est  done  de 
mSme  dela  s6rie  [7]. 

19.  Remarque.  II  n'est  pas  n6cssaire,  pour  appliquer  te 
th^or^me  III,  de  commencer  la  seconde  s£rie  par  le  premier 
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terme  dela  premiere  :  car  la  coDvergenced'unes^rie  ne  depend 
que  de  ses  termes  ^loignte.  Ainsi,  laissant  dec6t6Iesi  premiers 
termes,  on  consid^rera  les  deux  series : 

elles  seront  convergentes  et  divergentes  ensemble. 

20.  THioB&ME  lY.  line  sirie^  i  termes  positifs,  est  convergente^ 
brsquej  a  partir  (fun  certain  termer  le  rapport  du  logarithme  de 

—  au  logarithme  den  est  constamment  plus  grand  qxCun  nombre 

fixe  k,  superieur  a  Vunit6.  Elk  est  divergente^  si  le  rapport  est  con- 
stamment plus  petit  que  VuniU. 

v  Si  le  rapport  de  log  —  &  log  n  est  constamment  plus  grand 

^» 

que  ft,  il  en  r^sulte  que  Ton  a : 


^os-->k\osn,    ou    log— >logn*; 


et,  par  suite. 


— >n*,    ou    Wn<  -i . 
u^       *  ^n* 


Les  termes  de  la  s^rie  propos6e  sont  done,  k  partir  de  ti^,  plus 
petits  que  les  termes  correspondants  de  la  s6rie 

•;fk-^(n4.l)*t■(n+2)*"^•••'  • 

or  cetle  dernifere  est  convergente,  puisque  h  est  plus  grand 
que  1  (17).  Done  la  sirie  propos^eest  aussi  convergente. 

2*  Si,  au  contraire,  le  rapport,  h  partir  de  t*»,  est  constamment 
inf^rieur  &  I'unit^,  on  en  conclut : 

>og;i-<logn,     ou    — <n,    ou    t4^>-. 

Un  U*  ^ 
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Lcs  termes  de  la  sirie  proposes  sont  done,  h  partir  de  u.,  plus 
grands  que  ccux  de  la  s^rie 

laquelle  est  divergente  (5).  La  s6rie  propos^e  est  done  diver- 
gente. 

Comment  on  applique  le  th£orI:me.  Si,  comme  eela  arriFe 

le  plus  ordinairement,  le  rapport  de  log  —  i  log  n  converge  ver:? 

une  limite  Ij  on  prouvera,  comme  au  n*  9,  que  la  s£rie  est  con- 
vergente,  quand  I  est  sup^rieur  k  TunitS;  qu'elle  est  divergente, 
quand  I  est  inf^rieur  &  1 ;  et  quMl  y  a  incertitude  dans  le  cas  ou 
/==  1.  Gcpendant,  si  le  rapport  iinissait  par  £tre  constamment 
inKrieur  k  sa  limite  1,  la  s^rie  serait  divergente. 

21.  Bemabques.  Telles  sont  les  r&gles  les  plus  £16mentaires,  ^ 
Taide  desquelles  on  se  prononce  sur  la  convergence  des  s6ries  h 
formes  positifs.  II  en  existe  d'autres,  que  nous  n'avons  pas  k  ex- 
poser  ici.  Nous  ferons,  toutefois,  les  deux  remarques  suivantes^ 
qui  trouvent  fr^quemment  leur  application. 

l""  Si  une  siri6,  dont  toiis  les  termes  sont  positifSy  est  convergente^ 
elle  le  sera  encore f  quand  on  multipliera  Urns  ses  termes  parunmeme 
fiombre  quelconque^  ou  mime  par  des  nombres  diffirents,  pourvu 
qu'ils  soient  finis. 

En  effet ,  si  Ton  peut  prendre  n  assez  grand ,  pour  que  la 
somme 

soit,  quelque  soit  p,  aussi  petite  qu'on  le  veut,  et  tende  vers  z6ro, 
quand  n  augmente  inddfiniment  (6),  il  en  sera  de  m£me  de  la 
somme 

puisqu'elle  est  infSrieure  k  la  somme 

dans  laauelle  A  est  le  plus  grand  des  coefficients  introduits 
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2*  Si  Von  a  vne  sirie  convergente, 

et  qu*uiie  autre  sMe^ 

soU  telle  J  qu'i  partir  du  terme  (Tun  certain  rang  1,  on  ait  constant^ 
ment : 

cette  seconde  sirie  est  axissi  convergente.  Gar ,  si  Ton  multiplie  Ia> 
premifere  par  — ,  nombre  fini ,  on  obtient  une  nouvelle  s6rie 

Ui 

qui,  d'aprfes  la  premifere  remarque,  est  encore  convergente.  Or^. 
k  partir  du  terme  i?<,  les  termes  de  celte  nouvelle  s6rie, 

sent  plus  grands  que  les  termes  correspondants  de  la  seconde^ 

Done  cette  demifere  est,  k  plus  forte  raison,  convergente. 
S  III.  Des  series  dent  tous  les  termes  ne  sent  pas  positifs. 

^2.  THioH^ME  I.  Lorsqu^une  sirie  n'a  pas  tous  ses  termes  de 
mtme  signe^  il  suffit  pour  qu'elle  soit  convergente ^  qu^elle  le  soil 
quand  on  donne  le  mime  signe  (+  par  extmple)  a  tous  ses  termes. 

En  effet,  puisque  la  s^rie  k  termes  positifs  est  convergente^ 
on  peut  prendre  pour  n  une  valeur  %  assez  grande ,  pour  qu'Ji 
partir  du  terme  Uiy  la  somme  des  p  suivants  soitaussi  petite  que 
Ton  voudra,  et  tende  vers  z6ro,  k  mesure  que  i  crolt  [6].  li  en 
sera  done  dem6me,ii  plus  forte  raison,  de  la  somme  alg^briquc 
desp  termes  correspondants  de  la  s6riepropos6e,puisquey  dans 
ia  premiere  tous  les  termes  s'ajoutent,  et  que,  dans  la  seconde, 
lesuns  s'ajoatenty  et  les  autres  se retranchent.  Donclas6rie' 
propose  [6]  est  convergente. 
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On  pourra  done  appliquer  k  ces  nouvelles  series  les  r^les  de 
convergence  donn^es  pour  celles  dont  tons  les  tcrmes  sont  posi- 
tifs  y  et  determiner  de  m^me  une  limite  de  I'erreur  que  Ton 
commet  en  s'arr^tant  k  un  terme  de  rang  quelconque.  Mais  i[ 
peut  arriver  qu'une  s^rie,  dont  les  termes  ne  sont  pas  tous  posi- 
tifs,  soil  convergente,  et  qu'elle  devienne  divergente,  quand  on 
donne  le  m6me  signe  k  tous  ses  termes.  II  est  done  utile  de  don- 
ner  des  regies  sp^cialcment  applicables  k  ce  cas  :  nous  nous 
bornerons  k  la  suivante. 

23.  Th^oreme  n.  Si  dans  une  serie^  les  termes  sont  alternative^ 
ment  positifs  et  n^gatifs,  et  qu'ils  dicroissent  indifiniment^  la  sirie 
est  canvergente. 

Soil,  en  effet,  la  s£rie  : 

dans  laquelle  les  termes  u^^  t^,  Ut,. . .  vont  toujours  en  dimi- 
nuant,  de  telle  sorte  que  chacun  soit  plus  petit  que  le  precedent, 
et  que  u»  pulsse  devenir  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  si  n  est 
sufQsamment  grand. 

Nommons  Sq,  S|,  Si,. . . .  S», . .  •  •  les  diverses  sommes  qu'on 
obtient,  enarr^tant  la  s^rie  successivement ,  au  terme  u^,  au 
terme  Ui,  au  terme  Us,. .  • .  au  terme  Un-  Repr^sentons  ces  sommes 


0     Si 


.]- 1 .1 1 1 1 /■        I 1 

Ss        S5        07        0       og      0|       o^        St        S|     X 


La  premifere,  S„  sera  representee  par  OSo-  La  seconde.  Si, 
etant  egale  a  u^-^ui^  est  plus  petite  que  S,;  repr^sen tons-la 
par  la  longueur  OSf  La  troisieme,  Si,  etant  egale  k  Si+t/,, 
est  plus  grande  que  S| ;  mais  elle  est  plus  petite  que  S^;  car  , 
pour  la  former,  Ji  So  on  a  ajoute  —  Wi  -f  u„  quantity  negative  : 
elle  sera  done  representee  par  0S|.  La  quatrieme,  S|,  etant  egale 
^  Ss  — 1^1,  est  plus  petite  que  S^;  mais  elle  est  plus  grande  que 
Si ;  car,  pour  la  former,  k  Si  on  a  ajoute  u% — w,,  quantite  posi- 
tive :  nous  la  representons  par  OSt.  Et  ainai  de  suite.  D*apres 
cela,  les  sommes  Si,  S,,  S^,. . . .  forment  une  serie  croissante,  et 
les  sommes,  S„  Sj,  S4,. .. .  forment  une  serie  decrutbsante.  D'ail- 
Icurs  les  termes  de  la  premiere  serie  n^augmentent  pas  indeii- 
niment,  car  ils  sont  tous  plus  petits  que  les  divers  termes  de  la 
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scconde;  cela  risulte  de  la  loi  m6me  de  leur  formation.  Dis  lors, 
il  est  Evident  que  ces  termes  ont  une  limite,  qui  est  pr£eis£ment 
Ic  plus  petit  des  nombres  qu'ils  ne  peu^ent  pas  dipasser.  De 
inemei  les  termes  de  la  s6rie  dicroissaute,  S|»  S^,  84,.  ••  •  ontune 
limite;  car  ils  sent  plus  grands  que  chacun  des  termes  de  la 
s6rie  croissante ;  et  cette  limite  est  le  plus  grand  des  nombres 
auxquels  ils  restent  constamment  sup6rieurs.  Enfin ,  ces  deux 
limites  sunt  les  m^mes;  car  on  a :  Ss. — Si»^=:iiiii;  et,  par  con- 
sequent, la  diflKrence  entre  deux  termes  correspondants  des 
deux  series  k  indices  pairs  et  impairs,  pent  devenir  aussi  petite 
que  Ton  Youdra.  II  y  a  done,  sur  la  droite  OX,  entre  les  extr£- 
mit^s  des  longueurs  qui  repr^sentent  Si».i  et  Ss»,  une  distance 
qui  diminue  ind^finiment,  quand  n  augmente  ind^finimeut;  de 
sorte  que  ces  extr^mitis  se  rapprochent  ind^flniment  d*un 
point  S,  qui  est  leur  limite  commune.  La  longueur  OS  repr^senta 
)a  somme  de  la  s^rie. 

24.  LiBOTE  DE  l'errbur  GOMMiSB.  Verrcur  que  Fan  commet^ 
lorsque  Von  s'arrite  a  un  Urme  Uf.i,  est  moindre  que  le  terme  sui- 
vant  et  de  mhne  signe  que  lui.  En  effet,  la  somme  S  de  la  s6rie  est 
6videmment  comprise  entre  S<.i  et  S|.  Done  Terreur  commise^ 
en  prenant  Si  pour  valeur  approcb^e  de  S,  est  mbindre  que  la 
difference  entre  Si  et  Si-i,  laquelle  est  ii=  uo  Les  valeurs  appro- 
cheeSy  que  Ton  obtient  en  consid^rant  un  nombre  de  termes  de 
plus  en  plus  grand,  sont  done  altemativement  trop  grandes  et 
(rop  petites  :  mais  Terreur  est,  en  valeur  absolue,  moindre  que 
le  premier  des  termes  que  Ton  neglige. 

Stt.  ExEMPLE.  Soit  la  s^rie  : 


2   '  3        4    '    5        '  2n  •  2n+l       "•• 

Le  rapport  d'un  terme  au  precedent  est,  en  valeur  absolue, 

?  ,ag:  et  sa  limite  est  x.  Done  la  s6rie  sera  conyergente  (0  et 
fi-p  1 

SS),  si  la  valeur  absolue  de  m  est  infirieure  k  Funite.  Elle  sera 

divergente,  si  x  est  plus  grand  que  h  On  verra  plus  tard,  d'ail* 

Alg.  sp.  B.  S 
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leurs,  que,  dans  ce  cas,  les  termes  ne  diminuent  pas  ind6fini< 
ment.  Si  a?  =1,  la  sirie  est  convergentc  (22) ;  car  elle  devient 

2^3      4^5     ' 


et  scs  termes,  alternativement  positifs  et  n^gatifs,  d^croissent 
ind^finiment.  Si,  au  contraire,  on  fait  x=:—i^  on  retrouvc  la 
sirie  harmonique,  qui  est  divergente. 
Enfin/  lorsque  la  s6rie  est  converge nte,  I'errear  t  commise, 

en  s*arr6tant  au  terme r,  est  moindre,  en  valeur  absolue, 

que  — I  et  de  m6me  signe  que  ce  terme. 

26.  Remarque.  Qaand  une  s6rie,  dont  tons  les  termes  ne  sont 
pis  posilifs,  est  convergente  ind6pendammen  t  des  signes  deses 
tennesy  on  pent  la  consid6rer  comme  la  difference  des  deux  se- 
ries convergentesy  dont  Tune  serait  form6e  par  les  termes  posi- 
tifs, et  Tautre  par  les  termes  n^gatifs.  En  effet,  disignons  parS, 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  s6rie,  et  par  SV  et  SV  les 
sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  n6gati&  compris  dans 
ces  n  termes;  on  a  ividemment : 


3«— 3  «f"^S  f 


.*'. 


Or,  k  mesure  que  n  augmenle,  en  m6me  temps  que  n'  et  n*", 
ces  trois  sommes,  qui  sont  convergentes,  tendent  simultaniment 
vers  leurs  li  mites  S.  S',  S*. 

Mais  il  faut  se  bien  garder  d'6tendre  cette  remarque  aux  series 
qui  deviendraient  divergentes  si  tons  leurs  termes  devenaient 
positifs.  On  serait  ainsi  conduit  k  des  erreurs  graves.  En  voici 
un  exemple  remarquable. 

La  s6rie  harmoniquc  [I]  est  divergente.  Mais  las^rie 

compos6e  des  mftmes  termes,  pris  allernativement  avec  le 
signe  4-  el  avec  le  signe  — ,  eit  convergente  (22),  puisque  les 
termes  vpnt  en  diminuant  ind^fluiment.  Nous  verrons  plus  lard, 
qu'elle  a  pour  somme  (iS7)  le  logarithme  n^p^rien  de  2.  ^ 
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Or,  si,  en  changeant  I'ordre  des  termes  on  6crit : 

110]  i+i-i+-j+-;-i+i+ij-j+i+i-i+ 


il  semble  qu'on  derive  la  m6me  chose,  car  les  deux  series  [9] 
«t  [10]  ont  les  m6mes  termes  posilifs^  ^>  i'  5'  ?' '  ^^  ^^^ 

mimes  termes  n^gatifs  -,  r*  a»  &•  *  •  •  G^P^ndant  leurs  sommes 

sont  diff£rentes.  En  effet,  si  sans  changer  Tordre  des  termes  de 
la  s6rie  [9]  on  les  groupe  quatre  par  quatre,  le  n""*  groupe  sera 

y,  _l 1_-L      ^  * 


kn — 3     kn — 2^4n — 1      4n' 

ei  Ton  obtiendra  la  somme  s  de  la  s6rie,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  j  donne  it  n  toutes 
les  valeurs  enti^res  possibles.  De  m6nie,  si  Ton  groupe  trois  par 
trois  les  termes  de  la  s^rie  [10],  le  n*^  groupe  sera  : 


4n— 3^4n— 1     2n' 

et  Ton  obtiendra  la  somme  ^  de  la  s6rie,  en  faisant  la  somme 
des  valeurs  que  prend  ce  groupe,  quand  on  y  donne  h  n  toutes 
les  raleurs  entiftres  possibles.  Or  Texc^s  du  groupe  [p]  sur  le 
groupe  [a]  est  6vldemment 


1 

4n— 2 

2n~4n' 

1 

1 

^u  enfin  [r] 

-       M 

1           Om  /* 

•On  a  done  identiquement,  quel  que  soit  n  : 

\4n— 3  '  4n— 1      2nJ 

_/_! L_+_! LUV-! ^\ 

-"\4n— 3     4n— 2^4n— 1      4n/^2\2«— 1      2n/* 

Si  done  on  donne  successivement  h  n^  dans  cette  identity  1 
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valeurs  1,  S,  3, ...  n»  et  qu'on  ajoute  les  rteultats  membrek 
membrei  on  aura,  quel  que  soit  n : 

\4n  — 3^4n— 1     2n/ 

\4n— 3     4n— 2^4n— 1     4n/^2    \2n— 1     2n/' 

Si  Ton  suppose  enfin  que  n  croisse  ind^finiroent^  la  premiere 
somme  a  pour  limite  s',  et  la  seconde  s.  Quantii  la  demiftre,  elle 

4i  aussi  s  pour  limite,  puisque  (^  — ^J  esllen"»  gronpe 

de  la  s^rie  [6],  quand  on  y  prend  les  terroes  par  groupes  de  deax. 

Done:  «'=*-f-g*, 

d'od:  *'=5*" 

3 

Atnsila  somme  de  la  sirie  [10]  est  les  -  de  la  somme  de  la 

s^rie  [9].  II  n'est  done  pas  permis  de  changer  I'ordre  des  termes 
d'uoe  s^rie,  lorsqu'elle  n*est  pas  convergente  ind^pendamment 
des  signes  de  ses  termes. 

On  comprend,  en  effef,  que,  dans  le  cas  de  la  s^rie  [9],  la 
somme  de  ses  termes  positifs  est  infinie,  ainsi  que  la  somme  de 
ses  termes  n^atirs ;  de  sorte  que  la  somme  de  la  s^rie  est  la 
(lifKrence  de  deux  infiniSi  quantity  tout  h  fait  inditermin^e,  doni 
la  Yraie  valeur  doit  dipendre  de  la  loi  suivant  laquelle  on  s'a- 
vance  simultaniment  dans  les  deux  series. 

S  IV.  fitude  d'une  s^rie  remarquabla. 

S7.  DEFINITIONS  DE  6.  Parmi  les  series,  dont  on  fait  usage  en 
analyse,  une  des  plus  remarquables  est  la  s6rie 

[2]     l+X+i72+n2:3"^1.2.3.4+ +  1.2.3 n+-- 

Kotts  avons  vu  [1 1],  que  cette  s^ie  est  convergente,  et  que,  ai 
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Ton  s'arrfite,  dans  lasommation  des  termes,  au  tenne  --T-r — j, 

Ferreur  commise  est  moindre  que  (  I+tV  7-T-r — r.  On  re- 

pr^sente  par  t  la  somme  de  la  sdrie. 

La  somme  e  est  comprise  entre  2  et  3.  En  effet,  elle  est  plus 
grande  que  2 ;  et»  pour  prouver  qu'elle  est  infirieure  &  3,  il  saf* 
flt  de  montrer  que  Ton  a : 

TTl"^  TO  "^1.2.3.4"'" '  1.2.3.. ..n"^ ^^'' 

iD^lit6  6Yidente,  si  Ton  remarque  que  les  termes  du  premier 
membre  sont  infj§rieurs  aux  termes  de  mime  rang  de  la  pro- 
gression d6cro]ssante. 


8  rg,^  ji^ T^g, 


dont  la  somme  est-rfn^i  ou  1. 

88,  La  siiRiE  est  incomuensurable.  En  effet,  supposons,  s'il 
est  possible,  que  Ton  ait : 

9^*^1^1.2^1.2.3"^ 

"^1.2.3...5"^1.2.3...9(g+l)^" ' 

y  et  9  6tant  entiers.  Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  par  le 
prodnit  1.2.3.. .9,  le  premier  membre  etles  (9+I)  premiers 
termes  du  second  deviennent  des  nombres  entiers  :  et  si  l*on 
dfeigne  par  N  la  somme  de  ces  derniers,  il  vient : 

1.2.3..,(9— l}p 

"^'*'^flTl"^to+l)(g+2)'*"(«  +  l)(9+2J(9  +  3+'- 
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D*ailleurs  la  sotnme  des  termes  qui  suiyent  N  est  moindre  que 
la  somme  des  termes  de  la  progression  d6croissantei 

?+T"^"(/7+i)*"^(g+ir ' 


c'est-&-dire»  moindre  que  -;  elie  est  done  une  fraction  propre- 

ment  dite.  Un  nombre  entier  serait  done  £gal  k  un  nombre  en- 
tier  augments  d'une  fraction ;  ce  qui  est  absurde.  Done  la  $6ne 

e  ne  pent  £tre  £gale  it  une  fraction  -;  elle  est  incommensurable. 

29.  Galcul  de  e  ayeg  20  d&ihales.  Le  calcul  de  la  valeur  no- 
m^rique  de  e  en  fraction  d^cimale  ne  peul  se  faire  qu'avec  une 
certaine  approximation  (S8).  On  commet  une  premiere  erreur 
en  s*arr6tant,  dans  la  sommation  de  la  s^rie,  h  un  terme  d'un 
certain  ordre,  et  en  nigligeant  tons  ceux  qui  le  suivent.  On  en 
commet  une  seconde^  en  r6duisant  en  fractions  d6cimales  les 
termes  que  Ton  conserve  :  car  aucun  d'eux,  k  Texception  des 
trois  premiers,  ne  se  convertit  exactement.  Or,  on  calcule  que 
Ton  a : 

1  412  1  ^20 


1.2.3... .20  ^10**'      1.2.3..-.21  ^10"' 

done  la  premiere  erreur,  commise  en  s'arrfitant  au  22"*  terme^ 

est  (27)  moindre  que  ry  de  y^,  ou  que  rTg.  Si  Ton  calcule  cha* 

cun  des  19  termes  qui  suivent  les  trois  premiers,  avec  22  cbif- 
fres  d6cimaux,  la  seconde  erreur  sera  infirieure  k  19  unites 

2 

du  22"*  ordre  decimal,  et  par  suite  &r^.  L'erreur  totale  sera 

done  moindre  que  r^,  et,  k  plus  forte  raison,  qu'une  unit6  du 

20"*  ordre  decimal.  Void  les  valeurs  de  ces  82  termes  avec 
82  chiffres  dteimaux. 
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0,5 

0,16666  66666  66666  66666  66 
0^04166  66666  66666  66666  66 
0,00833  33333  33333  33333  33 
0,00138  88888  88888  88888  88 
0,00019  84126  98412  69841  26 
0,00002  48015  87301  58730  15 
0,00000  27557  31922  39858  90 
0,00000  02755  73192  23985  89 
0,00000  00250  52108  38544  17 
0,00000  00020  87675  69878  68 
0,00000  00001  60590  43836  82 
0,00000  00000  11470  74559  77 
0,00000  00000  00764  71637  31 
0,00000  00000  00047  79477  33 
0,00000  00000  00002  81145  72 
0,00000  00000  00000  15619  20 
0,00000  00000  00000  00822  06 
0,00000  00000  00000  00041  10 
0,00000  00000  00000  00001  95 

2,71828  18284  59045  23535  84 
Ainsi         e=2,71828  18284  59045  23536... 


1.  Ce  qoe  coisprend  le  complement  des  elements  d'Alg^bre.  **  2.  Go 
qu'on  appelle  s^rie  :  terme  g^n^ral  d'une  s^rie.  —  3.  Ge  qu-on 
nomine  s^rie  conyergente  ou  divergente  :  somme  d'une  eMe  conver* 
genie.  —  4.  Une  progression  par  quotient  eat  convergente,  quand  la 
raison  est  plus  petite  que  Tunit^,  divergente  dans  le  cas.contraire.  — 
IS.  Poor  qu'une  s4rie  soit  convergente,  il  faut  que  ses  termes  (ifcrois« 
sent  ind^finiment ;  mais  la  condition  n'est  pas  suffisante.  ^  6.  Carac- 
tfere  g^n^ral  des  series  convergentes.  —  7.  ProcM6  ordinaire  pour  d^ 
cider  si  une  s^rieest  convergente. — E.  Une.s^rie,  h  termes  positifs,  est 
convergente,  lorsque  le  rapport  d'un  terme  au  precedent  est,  k  partir 
d'une  certaine  limite,  moindre  qu'un  nombre  fixe  plus  petit  que  1 .  — 
8.  Comment  on  applique  le  th^ordir.e,  quand  le  rapport  a  ime  limite.^ 
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to.  Limite  de  Terreur  commise,  quand  on  s'arrdte  k  un  cerUun  teniae. 

—  11.  Applications.  —  12.  Gas  ot  la  s^rie  est  ordonnto  suiYant  les 
puissances  d*une  variable.  —  IS.  One  s6rie,  k  termes  positife,  est  cod- 

vergente,  lorsque  \fu^  est,  k  partir  d'une  certaine  limite,  plus  petit 
qn'un  nombre  fixe  inf6riear  A  1.  —  14.  Comment  on  appliqne  le 
tb6or^me.  —  Itf.  Limite  de  I'erreur  commise. — 16.  Si  les  termes  d'une 
s^rie«,4-tf|+ti,-j-....  Yont  constamment  en  diminuant,  cette  s^rie 
est  convergente  ou  diyergente,  en  m6me  temps  que  la  s^rie  ««-f-2^ 
+4ii,-f-Bttf+-  •  —  ^7.  Applications.  — 18.  Remarque. — 19.  Una 
s6rie  est  convergente,  lorsqu'i  partir  d*un  certain  terme,  le  rapport  de 

log-;  2l  logn  est  constamment  sup^rieur  k  un  nombre  fixe  plus  grand 

que  1. —  20.  Comment  on  applique  le  thdor^me.  —  21.  Remarques. 

—  22.  Lorsqu'une  s^rie  n'a  pas  tous  ses  termes  positifii,  elle  est  con- 
vergente, si  elle  reste  convergente,  quand  on  donne  le  mtoe  signe  k 
tous  ses  termes.  —  25.  One  s6rie,  donl  les  termes  sont  altemativemeot 
positifs  et  n^gatifs,  est  convergente,  quand  les  termes  dtax>is8eDt  in- 
d^finiment.  —  24.  Limite  de  Terreur  commise.  —  23.  Application.  — 
26.  On  ne  pent  pas  toujours  consid^rer  une  s^rie  comme  la  dilS&renoe 
entre  la  somme  de  ses  termes  positifs  et  celle  de  ses  termes  n6gatifs. 
Exemple  remarquable.  —  27.  Definition  de  la  s^rie  e.  —  28.  a  est  in* 
commensurable.  —  20.  Galcui  de  a  avec  20  d^cimales. 


L  Prouver  que  It  sirie 


EXERCIGES. 


^'*"T"*"l.2"*'lX3''"--- +1.2.3.. ..n"*"-  — 

est  convergente,  en  appliquant  le  thter^me  II  (n"  18). 

II.  Si  la  s6rie  tit+  tit  +  Ui-H . . . .  +«.  +  •...,  est  convergente,  il  en  sit  de 
m6me,  quels  que  soient  les  signes  de  ses  termes,  de  la  s^rie 

E,ti.  +  E|i«,  +  ....  +  E»u.+  ..«.5 
1^,  Sii  ....  Ea,  . . .,  ^umt  des  nombres  positifs  d^roissants. 
'  in.  Prouver  que  la  s6rie  : 

1.2+2.3+3.4+--*'  +  n(«+l)^  •••• 
ilt  convergente  et  que  sa  limits  est  1. 
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IV.  Prouver  que  la  a^e 

J.+-L+-L+     +_1_4. 

1.4^4.6^6.8  ^••••^2n(2n+2)^—*» 
est  convergente,  et  qne  sa  limita  est  7. 

4 
Y.  On  a  ideoiiqaement  : 

j=arctgl— «rctg-+arotgi— arctgi+arctgg— arctgi+  .,.; 

en  Gonclure  ; 

j=arctg-+arctgj  +  arctgjj  +  ....+arctgjjji4-*... 

VI*  Pxoayer  que  la  sine 

1  ,      .        t  I  .  1  . 

1  log 2  (log log 2)« "*■  3 log 3 aog  log 3)«"^  "••  "*" nlogn  (loglogn)«  "^  '•'• 


est  cimTergente,  quanda  est  sup^rieur  &1,  et  divergeata,  quanda^^l. 

On  applique  le  th^orime  III  (16). 
Vn.  Prouver  que  les  deux  series 

«*+tii+ti»+U8+....4-«,+  ••••, 
aiia  +  a'u«'+o>u«»+ ,...+a^i«a»+  ...., 

sont  oonvergentes  et  diyergentes  ensemble  (R^le  donnte  par  Cauchy). 

Ce  th4or%me  est  une  gfo6ralisation  du  thtortoie  III  (16),  et  se  dimontie  par 
un  raisonnement  analogue. 

VUI.  Prouver  qu*une  s^rie 

est  conyergente,  lors^u'i  partir  dHine  certaine  limite,  le  rapport  de  log  — 

an  logarithme  de  log  n  tend  yers  nne  limite  plus  grande  que  1 ,  et  qu'elle  est 
diyergente^  quand  le  rapport  tend  yers  une  limite  plus  petite  que  1.  | 

IX.  Siy  dans  une  s^rie^  le  rapport  d'un  terme  au  prudent  est  reprtent6  par 
laformule  1 

dans  laqoeUe  p  est  entier  et  positif,  et  A»  B,  C,....  a,  b,  e,....  font  des 
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nombres  coiurtaiitB  dcmnte  :  1*  les  termes  croissent  sans  limits,  si  A— •a>Q|y 
et  dteroisMDt  ind^finiment,  liA— a<0. 

On  compare  la  s^rie  k  vne  autre^  dont  le  tenne  gfo^nd  Va=  ^ — ^9  h  ^tazrt 

un  nombre  podtif  convenaUiement  ehoiai. 

2*  SiA— a:=0,  les  termes  croissent,  sans  d^passer  une  certaine  limite,  as 
B— b>0;  ils  diminuent,  sans  atteindie  i^ro,  si  B— b<0.  Dans  ce  cu,  la 
conyergence  est  impossible. 

On  compare  la  s^rie  It  uie  autre,  dont  le  terme  g^niral  est  r« ^ I   ^^  I  v., 

h  6tant  nn  nombre  positif  convenablement  choisi  :  les  termes  de  celle-ci  sont 
plus  grands  que  ceuz  de  la  premiere,  et  vont  en  diminuant,  quand  B  — 6  >0. 

3*  Si  A — •  < 0,  mais  A  — a+  1^  0,  la  s^e  est  divergente. 

On  compare  la  s^rie  i  une  s^rie  divergente,  dont  le  terme  g&itol  est 
Va =tia  (fi  «^ft) ,  h  6tant  convenablement  choisi. 

4*  SI  A»a+ 1  >.0,  la  s^rie  est  convergente. 

On  prouve  que,  dans  ce  cas,  on  a-^<  ""  ■,  h  itant  pcsitif  etooave- 

nablement  chobi;  que,  par  suite,  «iM4^i+VaM+ii««f+....  est  plus  petit  que 

u  I  I  .  n-h-1  i  (n-fc-1)  (n-fc)   .  (n^h-1)  (n-h)(n->/i+l)  ,        ) 
"(■^       n       "*■         SJmH)  ■*■  n(n+l)(n  +  2)  ■*'--f 

On  prouTe  enfin,  que  les  (p  +  2}  premiers  lermes  de  la  s^rie,  entre  parentheses, 
ont  pour  feomme 

n— i     (n-ft— l)(n—fc)....(n— fc+p)  ^ 
h  fcn(n+l)....(n+p)  ' 

que  cette  sirie  est  convergente,  eta  pour  limite  -^,  quand  p  croti  ind^fini- 


niment. 
11  r^sulte  de  ]k  que,  pour  qn'une  s^rie  soit  convergente,  lorsqui  le  rapport 

-^  pent  se  mettre  sous  la  forme  d*une  fraction  rationnelle  (a),  il  faut  et  il 

••• 

suffit  que  (A~a  +  1)  soit  inf^rieur  k  z^  :  11  n'y  a  pas  de  cas  douteuz.  Cette 
rtgle  a  it&  donn^e  par  Gaut. 


V 


GHAPITRE  U. 

COMDINAISOIVS  ET  FORMILE  DU  1II1V01UL 

S  I.  Dea  oombinaisooB. 

80.  DEFINITIONS.  On  nomme  eombinaUons,  nkn^iem  objets 
distiiicts,  les  difiKrents  groupes  que  Ton  peut  former  avec  n  de 
ces  objets;  il  est  utile  d*en  calculer  le  nombre. 

La  question  peut  itre  consid^rte  sous  deux  points  de  vue^  sui- 
vant  que  Ton  regarde  ou  non,  comme  distincts,  les  groupes, 
qui,  6tant  composes  des  mdmes  objets,  difE&rent  seulement  par 
l*ordre  dans  lequel  on  les  place. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  recoivent  le  nom  d* ar- 
rangements ;  et  dans  le  second,  celui  de  produiu  diffirents. 

31 .  NoHBBE  DES  ARRANGEMENTS.  Galculous,  d'abord,  le  nom* 
bre  des  arrangements  distincts  de  m  objets  pris  nkn.  D^signons 
ce  nombre  par  A»;  et  repr^entons  par  A»^  celui  des  arrange- 
ments des  m^mes  objets,  (n —  1}  a  (n —  1).  Si  tons  les  arrange- 
ments (n  —  I)  k  {n —  1)  6taient  formes,  en  plaint  successive* 
ment,  k  la  suite  de  chacun  d'eux,  les  [m^{n^  1}]  objets  qui  n'f 
entrent  pas,  on  formerait  des  arrangements  nhn^  dont  le  nom- 
bre serait 

Ai^  [m-^in—  1)],      ou      A,^  (m—n+ 1) ; 

car  chaque  arrangement  (n — 1)  k  (n— 1)  foumit,  de  cette  ma* 
nifere,  [m — (n — 1)]  arrangement  n  in.  Jedis  que  A,-^[m— (n — i)] 
est  pr6cis6ment  le  nombre  des  arrangements  n  kn;  ei  pour 
cela,  il  faut  montrer  qu'ils  ont  tons  £t£  formes,  et  que  chacun 
d'eux  ne  Ta  6ik  qu*une  seule  fois. 

1*  On  a  obtenu  tons  les  arrangements  nkn;  car  on  peut  for- 
mer tout  arrangement  de  n  objets,  en  pla^ant  le  dernier  d*entre 
eux  k  la  suite  de  Tarrangement  form£  par  Tensemble  des  (n-*  1} 
amres. 

S*  Un  mfime  arrangement  n*a  pu  fttre  form£  qu'une  fois;  car, 
les  arrangements  (n—  l)  &  (n—  1)  itant  distincts,  ainsi  que  les 
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(m — n+l)  objets  que  Ton  place  k  la  suite  de  chacuu  d'eux,  ks 
groupes  que  Ton  forme  difiKrent,  soit  par  les  (n — 1}  premier^ 
objets,  s*ils  proTieunent  de  deux  arrangements  (n —  1)  i  (ti-  —  i) 
diffi&rents;  soit  par  le  dernier,  s'ils  proviennent  da  mdme  arran- 
gement (n—  1)  4  (n  —  1). 
On  a  done  la  relation : 

A,=(m— n+l)A„-i. 

Cette  relation  £tant  dimontrte  pour  une  yaleur  queloonque 
den,  on  aura  de  m6me,  en  disignant  par  A«-t,  A«^....  A49  le 
nombre  des  arrangements  (n— 8)  k  (n — 2},|(n  —  3)  k  (n— 3),... 
unltun: 

A»^  =  (m  —  n  +  2)  A„-t, 

A»-i = (m  —  n  +  3)  A»-», 

•  ■ 

Ai    =  (m  —  1)  Ai. 

Si  Ton  multiplie  ces  ^ali(6s  membre  k  membre,  les  factears 
A».|,  Af^t,....  Ai  disparaissent;  et  11  vient,  en  remarquant  que 
le  nombre  A«  des  arrangements  1  4  1  est  m : 

[1]    A,=m(m— l)(m— 2)....(m— n+2)(m— n+l). 

AiusI,  le  nombre  des  arrangements  de  m  objets  distincts  nan  est  igal 
au  produit  de  n  facteurs  entiers,  cansicutifSf  dicroissantSt  it  partir 
dem. 

52.  Nombre  des  permutations.  La  formule pr6c6dente,  si  on  y 
suppose  n=m,  fera  connattre  le  nombre  des  arrangements  de 
m  letlres  mkm.  Ces  arrangements,  dans  lesquels  figurent  toutes 
les  lettres,  se  nomment  des  permutations.  En  d^signant  leui 

nombre  par  ?«,  on  a  : 

> 

[2]  P«i=1.2.3....f9i, 

puisque^  pour  m=:n^  (m— n-{*  1)  devient  £gal  k  Vvmt&. 

Ainsi,  h  nombre  des  permutations  de  m  objets  distincts  est  igal 
au  produit  des  m  premiers  nombres  entiers. 

95.  Nombre  des  produits  diffi^rents.  Les  produits  diflGirents 
de  m  objets,  nkn,  sont  les  groupes  distincts  que  Ton  pent  formeri 
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avec  ces  m  objets,  en  regardant  comme  identiques  ceux  qui  ne 
different  que  par  Fordre  des  objets.  On  reserve  souvent  k  ce5 
produits  le  nom  de  cambinaisans. 

Repr6sentons  par  G»  le  nombre  de  ees  produits.  Imaginons 
qn*on  les  consid^re  tons  ensemble,  et  qae  Ton  forme  les  permu' 
tations  des  n  objets  contenus  dans  chacun  d*eux ;  les  groupes, 
ainsi  formfe,  seront  des  arrangements  dem  objets  donnas  nkn. 
Or,  je  dis  qu*ils  y  seront  tons,  et  chacun  une  seule  fois. 

1*  Us  y  seront  tons ;  car  les  objets  qui  forment  un  arrange- 
ment, 6tant  consid^ris  ind6pendamment  de  leur  ordre,  compo- 
sent  Tun  des  produits  difKrents ;  et,  lorsque  Ton  permutera  de 
toutes  les  manibres  les  objets  qui  composent  ce  produit,  Tun  des 
groupes  ainsi  formes  sera  Tarrangement  consid£r6. 

2*  Gbaque  arrangement  sera  form6  une  seule  fois;  car  les  ar- 
rangementSy  qui  proviennent  d'un  m£me  produit ,  different  par 
Fordre  des  objets ;  et  ceux  qui  proviennent  de  deux  produits  dit 
ftrents,  ne  sont  pas  composes  des  mfimes  objets. 

On  pent  done  obtenir  toute  la  s6rie  des  arrangements,  en  per- 
muiant  les  produits  diff6rents,  de  toutes  les  maniires  possibles. 
Or,  chaque  produit  fournit  ainsi  1 .2 .3....n  arrangements  dis- 
tincts;  le  nombre  total  des  arrangements  A.  est  done  £gal  an 
nombre  des  produits  G»,  multipli^  par  1 . 2 . 3....n;  et  Ton  a,  par 
consequent  : 

d'oti,  en  rempla$ant  A»  par  sa  valeur  [1  ] : 
[3]  p  __m(m— l)(m  — 2)....(m— n+I) 

kin%i  le  nombre  des  produits  difpirents  de  m  objets  y  n  A  n,  est 
egal  au  produit  de  n  nombres  entiers,  consicutifs^dicroissanis  i  partir 
de  m,  dinnsi  par  le  produU  des  n  premiers  nombres  entiers. 

M.  Rkharque  I.  La  formule  pr^cidente  pent  se  mettre  sous 
une  forme,  que  Ton  trouve  quelquefois  plus  commode.  Si  Ton 
multiplie,  en  effet,  par  1.2.3....  (m— n)  les  deux  termesdela 
fraction  qui  repr^sente  G»,  elle  devient : 

•*  ^  1.2....n.l.2....(m  — n)  ~' 
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en  sorte  que ,  an  nmn6rateur  se  trouve  le  produit  des  nombres 
entiers  depuis  1  ]usqu*k  m,  et  au  dinominateur  ie  prodait  des 
nombres  entiers  depuis  1  jusqu'i  (m — n),  el  le  produit  des  nom- 
bres entiers  de  1  iifi. 

Remarque  n.  La  formule  [4]  reste  fiyidemment  la  mdme, 
si  Ton  change  n  en  (m — n) ;  cette  substitution  aura  senlement 
pour  effet  de  changeri  I'un  dans  Tautre ,  les  facteurs  I.8....  n, 
et  1.2....  {m^n)  du  dtoominateur. 

L$  nombre  des  produUs  diffirmts  de  m  ohjets  n  A  n,  esi,  par  can- 
siquentf  k  mtme  que  cdui  de  m  objets  (m— n)  6  (m  »  n). 

VAgalM  deces  deux  nombres  est,  d*ailleurs,  ^vidente,  d priori. 
Si  en  effet,  dans  m  objets,  on  prend  un  groupe  de  n,  il  restera 
un  groupe  de  (m — n) :  les  gronpes  on  produitsn  &  n  et  (m — n)k 
(m — n)  se  correspondent  done  deux  k  deux,  et  sont,  par  con- 
sequent, en  mfime  nombre. 

SB.  Remarque  Ilf.  Le  nornbre  des  produits  di/firents  de  m  objets 
nUn  est  igal  a  la  somme  des  nombres  de  produits  diffirents  de 
(m —  1)  objetsnan^  c«de(m—  l)oyete(n—  l)i  (n—  1).  Onpeut, 
en  effet,  partager  les  produits  diffirents  de  m  objets n  kn  en 
deux  groupes.  Tun  compost  des  produits  qui  ne  contiennent 
pas  un  certain  objet,  et  Tautre  compost  de  ceux  qui  le  renfer- 
ment.  Or  les  premiers  sont  ^videmment  tons  les  produits  diffi- 
rents des  (m—  1)  autres  objets  n  iin;  et  si,  dans  les  autres,  on 
supprime  Tobjet  dont  il  s*ngit,  ils  deviennent  les  produits  des 
(m— 1)  autres  objets  (n  —  1)  i  (n — 1). 

On  v6riGe,  d'ailleurs,  directement  ce  thfiordme  k  i  aide  de  la 
formule  [3]. 

36.  Remarque  IV.  Le  nombre  G»  est  nicessairement  entier 
la  formule  [3]  prouve  done  que  le  produit  de  n  nombres  entier 
consicutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres  en- 
tiers. 

S  IL  Formule  da  binome  de  Newton. 

37.  Produits  de  n  binomes  qui  different  par  le  second 
TERME.  Nous  avons  vu  (I,  42),  que  le  prodait  d'un  nombre  quel- 
conque  de  polynomes  est  la  somme  de  tous  les  produits  que  Tod 
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peut  former ,  en  prenant  pour  facteur  un  terme  de  chacun 
d*eiu. 

Appliquons  celte  r^le  k  la  formation  du  produit  de  m  bi- 
nomes,  ayant  mfime  premier  terme, 

(x+a)  (x+h)  (a?+  c)....(:c+ 1). 

Si  nous  ordonnons  ce  produit  suivant  les  puissa  nces  d£crois- 
santes  de  rr,  il  est  Evident  que  le  premier  terme  se  r a  of ,  produit 
tovmk  en  prenant,  comme  facteurs,  les  m  premiers  termes  des 
binomes. 

Le  terme  en  sf^  se  comp  osera  des  produits  dans  Icsquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (m —  1}  bino- 
mesy  avec  le  dernier  terme  du  binome  restant ;  et  le  coefficient 
de  af^  sera,  par  consequent,  la  somme  des  seconds  termes  de 
DOS  binomes. 

Le  terme  en  af^*  se  composera  des  produits  dans  lesquelson 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  (m —  2}  bino- 
mes et  les  derniers  termes  des  deux  binomes  restants.  Le  coeffi- 
cient de  oT"^  sera,  par  consequent,  la  somme  des  produits  deux 
k  deux  des  seconds  termes. 

On  verra  de  m^me  que  le  coefficient  de  af"^  est  la  somme 
des  produits  trois  k  trois  des  seconds  termes ;  et  qu'en  general, 
le  coefficient  de  af*^  est  la  somme  de  leurs  produits  nkn. 

On  ecrit  souvent  ce  risultat  de  la  mani^re  suivante  : 

[I]  {a?  +  a)(a?  +  6)(a?  +  c)....(a?  +  A;)(a?+0 

'\'af'^Iabc.,.,p'\-....abc....kl; 

en  repr^sentant  par  Sa,  2a&,  lobe..,,  la  somme  des  seconds 
termes,  la  somme  de  leurs  produits  deiix  k  deux,  Uois  k 
trois,  etc. 

58.  FoRMULB  DU  BINOME.  Pour  d^duire  de  ce  qui  precede  I'ex- 
pression  de  {x  +  a)"*,  il  suffit  de  supposer  a=  b = c  =  .•••=/ ; 
le  developpement  se  simplifie  alors  notablcment. 

Le  premier  terme  reste  6gal  k  xT. 

I^  coefficient  de  x^'S  6^1  k  la  somme.  des  seconds  termes, 
devient  6ga]  hma. 
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;  Le  coefficient  de  af^^  £gal  k  la  somme  des  prodaits  deuxi 
deux  des  seconds  termes,  devient  £gal  &  <i^ multipli6  parte  nom- 
bre  de  ces  produits,  c'est-ii-dire  (35)  k 

m(m— 1)^ 
2 

Le  coefficient  de  af*^,  6gai  k  la  somme  des  prodaits  trois  i 
trois  des  seconds  termes,  devient  6gal  k  <f  moltiplii  par  le  nom- 
bre  de  ces  produits,  c*est-&-dire  k 

m(m— l)(m — 2)^ 
1.2.3 

En  g£n£ral,  le  coefficient  de  oT^^  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits  p  &  j>  des  seconds  termes,  devient  6gal  k  cf  maltipli6  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c*est-iL-dire  k 

m(m  — l)....(m— p  +  l)^, 
1.2«...p 

On  a  done,  enfln  : 

[2]    (a?+a)*==a?"+maaf^  +  2?^^^^aV^^ .... 

,  m(m— l)....(m— p  +  1)^,^^  , 
+ \IZ7^ a'aj-'+.^.  +  a-. 

G*est  \a  formtde  du  binome  de  Newton. 

59.  Remarque  I.  On  voit  que,  dans  le  divelopement  de 
(x-\-a)^f  Texposanl  de  x  va  en  diminuant  d'une  uniti  depuis  m 
jusqu'ii  zirOy  et  celui  de  a  va  en  augmentant  d'une  unit6  de- 
puis 0  jusqu*iim ;  desorte  que,  dans  cbaque  terme,  ia  somme 
des  deux  exposauts  est  constante  et  £gale  it  m.  Le  nombre  des 
termes  du  diveloppement  est  (m-f- 1). 

On  nomme  terme  giniral^  celui  qui  en  a  n  avant  lui;  en  le  d6- 
Tignant  par  T»,  on  a  : 

[5]       T,,  =  m(m  — l)(m--2).,..(in— n+l)  ^, 

1.2.3....f) 
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40.  Remarque  tl.  Si  I'oa  disigne  par  T^-i  le  terme  qui  pr6- 
cMe  Tnj  on  trouve  aisiment : 

[4]  T.=T,-;x'"~"+^g- 

Or  (m — n+ 1)  est  Texposant  de  x  dans  T«-i,  et  n  est  le  nombre 
qui  Tnar(]ue  le  rang  de  ee  terme.  Done,  pour  passer  du  ierme  de 
rang  n,  au  terme  de  rang  (n  -f-  0*  ^^  rnulliplie  soji coefficient  par 
texposant  de  \  dans  ce  terme^  et  on  le  divise  par  le  nombre  qui  mar^ 
que  son  rang^  puis  on  augmente  d'une  unit6  Fexposant  de  a^et  on 
diminue  d^une  unit6  celui  de  x. 

41.  Remarque  ni.  Le  coefficient  de  a^xT"^  est  le  nombre  des 
produils  difT^renls  de  m  lettres pk  p;ei  celui  de  a^'x  est  le 
nombre  des  produits  diffi^rents  de  m  lellros  (m — p)  k  {m — p). 
Or  ces  nombres  sont  ^gaux  (54).  Done,  dans  k  d4veloppement  de 
(x  4-  a)"y  les  coefficients  des  termes^  situis  a  igale  distance  des  txtrt- 
me$  tont  igaux. 

42.  Remarque  IV.  Le  rapport  du  coefficient  de  T«  k  celui  de 
-J  est  —^ ;  il  commence  par  fitre  plus  grand  que  l ,  si 

m  estau  moins  6gal  k  2 :  puisil  diminue,  k  mesure  que  n  aug- 
mente, et  il  flnit  par  6tre  £gal  k  — ,  quand  n  =  m.  Tant  qu'il 

Teste  plus  grand  que  1,  les  coefflcients  vont  en  croissant:  s*ii 
devient  £gal  k  1  pour  une  certaine  valeur  de  n,  deux  coefdcients 
cous6cutifs  sont  6gaux ;  et  lorsqu*il  est  inf^rieur  k  1,  les  coeffi- 
cients Yont  eu  diminuant.  Or  la  condition 

m — n+l  %^ 
n        ^*' 

iquiyaut  k  ^^   ^  w. 

Done,  tani  que  n  est  infirieur  &  la  moitii  du  nombre  (m  +  1)  cfef 
terrwts^  c'est-^-dire  tant  qu'on  n'a  pas  formi  la  moitii  du  nombre 
total  des  termes^  les  coefficients  croissent :  ils  d^croissent  dans  la 
seconde  nioiti6  du  diveloppement. 

Alg.  sp.  B.  8 
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43.  Remarque  Y.  On  n'a  fait  aucune  hypoth&se  sur  le  signe 
des  nombres  x  et  a;  a  peut  done  avoir  une  valeur  negative  —  b; 
et  Ton  a,  par  consequent : 

(x—br  =  ar+m  {-b)ar''+^^'^~^\—bysr-*+...+(^b)-; 

ou,  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  (—5)  sont 
^gales  h  celles  de  6,  et  que  les  puissances  impaires  sont  6gales 
et  de  signes  contraires  : 

tw(m— l)(m— 2)„_.^  , 


le  signe  da  dernier  terme  6tant  -^sim  est  pair,  et —  si  m  est  im- 
pair. 

44.  Remarque  YI.  Si,  dans  la  formule  [2],  on  fait  a; = 1,  a=l, 
on  a  : 

Ainsi  la  somme  des  coefficients  du  diveloppement  est  igale  a  2"*. 

45.  Remarque  YII.  Si,  dans  la  formule  [5],  on  fait  a?  =  1 ,  6=  1 » 
on  a  : 

m  ,  m(m — 1)      m(m — l)(Tn—2)  . 
0=i--  +  __ ^-^ +.... 

Done  la  somme  des  coefficients  de  rang  pair  est  igale  a  la  somme 
des  coefficients  de  rang  impair. 

46.  Remarque  Y'III.  II  existe,  entre  les  coefficients  des  di- 
▼erses  puissances  du  binomc,  des  relations  nombreuses; 
nous  ferons  connattre  la  plus  simple  ^  dont  on  fait  un  frequent 
usage. 

Soit : 
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le  diveloppement  de  la  puissance  m"*  d'an  binome,  dans  lequei 
on  a  fait,  pour  abr^ger : 

m(m — 1)  (m — 2)..,.(m — n+l) 

•~  1.2,3 n  ' 

Hultiplions  les  deux  membres  de  I'^galit^  par  {x-]-a);  nous  au- 
rons,  en  effectuant  la  multiplication  du  second  membre,  d'apr^s 
la  r^le  ordinaire  : 

(a?4-a)"-*-*=a;-«+(At+  l)aa;-+(A,+AO  »*^^^* 

et  Ton  voit  que  chacun  des  coefficients  du  d^veloppement  de 
(x+a)"^*  s'obtieiU  en  ajoutant  le  coefficient  de  mhne  rang  et  le 
precident  dans  le  diveloppement  de  (x-^a)^.  Onpourrait  d*ailleurs 
verifier  directement,  que  Ton  a  : 

^^  1.2.. ..n  "*"  1.2....(n— 1) 


(m+  l)m....(m  — n+2) 


S  III.  D6veloppement  de  (a+frv/^)". 


47.  Puissances  successives  de  ^  —  l.    Pour    d6Yeloppcr 

(a+6v^ — l)**,  il  faut  appliquer  la  formule  du  binome  qui,  r6- 
soltant  de  la  multiplication,  est  drmontr^e,  d'apr^snos  conven- 
tions (I,  261);  pour  les  expressions  imaginaires.  II  est  n^ces- 

saire  de  former  d'abord  les  diverses  puissances  de  v^  — 1.  Or,  on 
a>  d^apr&s  nos  conventions  : 

(v/=T)«=-i, 
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et,  en  g^ndral, 

j  (v/ _  !)"*•=_  v':^!,  (^/^rT)« =+, . 

48.  D^VELOPPEHENT  i)E{a-\-b  v'  —  l)".  D'aprte  cela,ona: 
(a  +  tv^^T)"  =  o-  +  fwa-'*  v'"— *  —  *"^?T^^  o-'6' 

TiTa a--'6V-l+ j-2-3-^j a  6*+.... 

Les  termes,  dans  lesquels  Texposant  de  b  est  pair,  sont  rtels;  ils 
sont  les  in^mes  que  ceux  du  d^veloppement  de  (a  4-6}*  avec 
cette  difference  qu*on  doit  leurdonner,  alternativeinenl,  lesigne 
+  el  le  signe  — .  Les  tcrmes,  dans  lesquels  6  a  un  exposant  im- 
pair, ont  tous  v^  —  1  en  facleur,  et  sont,  k  cela  prfes,  les  mfcmes 
que  ceux  du  d^veloppement  de  (a-f-^^)**  auxquels  on  aurait 
donn£y  allernativement,  le  signe  +  et  le  signe  — . 
On  r6unit  ordinairement  les  termcs  imaginaireSi  et  Ton  £crit  : 


[8]  (a+V_i)« 

m(m-l)  m(m~l)(m-2)(m-3) 

-^ — rx^"*   ^^         1.2.3.4       ^  ^  ""•••• 

r  m(m — l)(m— 2)  ^  ,.,  ,       1 

-fv/— 1  hruT^b ^ — iT^ ^a--»6» +  ..... 

Si  I'on  d6signe  par  P  la  parlie  r^elle  et  par  Q  le  coefficient  de 


v/  —  1,  on  a  done: 

Ainsi  e^  puissances  d^une  expression  imaginaire  sont  des  expres- 
sions imaginaires  de  mime  forme. 

U  est  facile  de  voir  qu*on  a  : 

40.  Remarque.  {a+  6  ^  ^  l)*  peut  fitre  r6el,  sans  que  6  soit 
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nal.  II  surfit,  pour  qu'il  en  soil  ainsi,  que  les  termesimaginaires 
se  d^truisent.  On  a,  par  exemple  : 

S  lY.  Puissance  d'un  polynome. 

80.  D6VEL0PPEMENT  DE  LA  PUISSANCE  m""'  d'UN  TRINOME.  Un  tri- 

nome  {a+b-^c)  pent  ^tre  consid^r^  comme  un  binomCy  si  Ton 
regarde  les  deux  premiers  lermcs  (a-f-^)  comme  r^unis  en  un 
seul.  On  aura  alors : 

Si  Ton  d^veloppe  les  diverses  puissances  de  (a+b)  qui  figu- 
rant dans  le  second  membre,  on  obtlendra  une  somme  de 
lermes  de  la  forme  a^b^c'^^  dans  lesquels  la  sorome  des  expo- 
sants  a,  p,  y,  sera  constamment  ^galc  k  m.  Gar,  si  Ton  consi« 
dire,  par  exemple,  ceux  qui  proviennent  du  terme 

m{m — l)....(m — p  +  1)/    ■  iv«,«- , 

ils  contiennent  le  produit  de  <f  par  des  puissances  de  a  ct  6  dont 
les  exposants  ont  une  somme  ^gale  &  (m  —  p) ;  de  sorte  que  les 
trois  exposants  r6unis  Torment  une  sommc  6gale  k  tn. 

R^ciproquement,  a,  p,  y,  £tant  trois  noinbres  entiers  quelcon- 
ques,  dont  la  somine  soil  igale  a  m,  il  y  aura  dans  le  d^vcloppe- 
noent  un  terme  en  a^b^c'f :  car,  dans  [9],  se  trouYe  le  terme 

m(m-l)....(>n-Y+l)  ^^j^f,^^^. 

1  • 2  •••• Y 


et  le  d6veloppement  de  (a + ^T^  conlient  un  terme,  dans  lequel 
a  figure  avec  Fexpcsant  a,  et  b,  par  consequent,  avcc  Texposant 
(m—Y— a)  ou  p. 

81.  Terhe  g^n^ral  du  d^veloppement.  Gherchons  le  coeffi- 
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Gient  de  ce  terme  en  a*  b^  c^ :  il  provient,  comme  nous  FaTons 
dity  de 

1.2....Y  ^   ~  ^ 


ce  qui  peut  s^^crire  (55) : 

1 .2....m 


1 .2....Y.1.2....  (m — y) 


(a+ft)"^TcT. 


Or,  dans  le  d^veloppement  de  (a  -|-  6)*"Tf,  le  coefficient  de  a'6"^T  * 
est  6gal  k 

1.2....  (m — y) 
1.  2....«.  1.2....  (w> — Y — a/ 

Le  terme  demand^  est  done : 

1 .2....m.  1 .2....C^    y) ^  a*'ft*-T"V* 

1.2,...Y.l  .2....(m-Y)  1.2. ...a.  1 .2....(m — y — «)' 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  1 . 2...,  (m — y)>  ^^  rempla- 
Qanl  (m— Y — *)  P^r  P> 

[10]  ^'^-'"^ .a^b^ct; 

et  le  d^veloppement  se  compose  de  tous  les  termes  analogues, 
qui  correspondent  k  toutes  les  valeurs  de  «,  p>  y>  dont  la  somnie 
soit  ^gale  i  m. 

82.  Remarque.  On  trouvera  sans  peine,  par  un  proc6d6  touti 
fait  analogue,  que  le  d6veloppement  de  (a+6  -f-^  +  d)*"  a  pour 
termc  g6n^ral  » 

[11]      l.^:.m •  a%h^d\ 

et  se  compose  de  tous  les  termes  analogues,  qui  correspondent 
k  toutes  les  valeurs  de  «,  p,  Yf  ^t  dont  la  somme  soit  6gale  k  m. 
On  doit  observer  que,  si  Tonveul  faire  repr^senler  i  ce  terme 
g6n6ral  tous  les  termes  du  d^veloppement,  sans  exception,  i 
faut  convenir  que,  pour  a=0,  onprendraleproduit  1.2.3....ot=:I 
La  m6me  remarque  s*applique  k  la  formule  pr6c6dente. 
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$  V.  Umite  de  1 1  -] — j   ,  qaand  m  crott  indSfiniment. 

B5.  Th]£or£mes  sur  les  limites.  1*  Lorsqu'une  quantiU  variable 
A  tend  vers  une  limite  I,  h  prodait  pA  de  cetle  qimntiU  par  un 
nombre  fini  p  tend  vers  la  limite  pi.  Car,  pour  rendre  la  diffi* 
rence(p\ — pi)  plus  petite,  en  valeur  absolue,  qu'une  quantity 
donn^e  a,  il  sufBt  de  rendre  la  difference  (A — Q  plus  petite 

que-;  ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  (A — Q  tend  vers 

^  Si  plusieurs  quantiUs  variables,  Ai,  At, ... .  A.,  en  nornbre 
fan  n,  tendent  simuUarUmenl  vers  des  limites  li.  Is, ....  U,  la  li^ 
mite  de  lear  somme  est  igate  H  la  somme  de  kurs  limites.  En  effet, 
si  Ton  pose  : 

Ai=/i}-ai,    As  =  2i-|-vi>    ••••    A,»=/»-|-a„, 
on  aura  : 

A,+Ai4-...4-A„=(/i4-/i+...+0  +  (ai  +  a,-}-...  +  a«). 

Or  les  quantit£s  at,  0% ...  «« tendent  vers  z6ro,  par  hypotbise ; 
done  leur  somme  (oi-|-«t'  ••+«n)>  toujours  inf^rieure,  en  va- 
leur absolue,  k  n  fois  la  plus  grande  d'entre  elles,  tend  aussi 
vers  z6ro  (10).  Done 

lira  (A.+A,+  ....+AO=/*+^i. . ..+«». 

Mais,  si  le  nombre  n  des  quantit^s  variables  augmentait  in- 
dgfiDiment,  on  ne  pourrait  plus  afQrmer  la  proposition.  Gonsi- 

dirons,  parezemple,  la  somme  des  n quantit^s — | — | 1- .... 

+-•  Si  n  crolt  indSflniment,  chacune  de  ces  quanlitfe  tend  vers 

**fo ;  et  leur  somme,  au  lieu  d'avoir  z6ro  pour  limite,  est  6vi* 
<Jemment  toujours  6gale  k  a. 
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3*  La  limite  du  produit  des  n  quantUis  variables  A^,  A^,  Ag ...  An, 
ht  6gah  au  produit  de  leurs  limites.  En  eflet,  on  a  : 


AiAi....A»=(^+«i)(^+«i)—-(^  +  «ii)- 

Et  ce  produit  de  n  factrurs  binomes  renferme  (1, 42)  d'abord 
le  produit  dcs  limites  (^/a.... /»),  puis  une  suite  de  termes 
dont  chacun  contient  en  facleur  au  moins  une  des  quantity  % 
oify... «».  Or  chacun  de  ces  (ermes,  produit  d'une  quantity  Gie 
par  une  quantity  qui  tend  vers  z6ro,  tend  aussi  vers  z^ro  (1*); 
et  comme  leur  noinbre  est  limits,  leur  somme  a  pour  limilez^ro 
(2»).  Done 

lim.  AiAfl  •  • . .  An ^  hh  •  •  ■  •  ^n* 

Dans  ce  cas  encore,  Ic  raisonnement  suppose  essentiellement 
que  le  nombre  des  quantil^s  variables  reste  fini. 

54.   L'expression    (  1  -j —  \    a  une  libiite  quand  m  croIt 
iNDi£nNiMENT.   L'expression   (  1  -| — j  ,  dans  le  cas  oik  m  est 

entier,  un  produit  de  m  facteurs  £gaux  &  (  1  H — j  :  quaiid 

crott  ind6flnimenty  chacun  de  ces  facteurs  a  pour  limite  runit^; 
mais  on  ne  peut  pas  en  conclure  que  la  limite  du  produit  est 
£gale  k  runit6;  car  le  nombre  des  facteurs  croft  indeflniment. 

Pour  prouver  que  cctte  limite  existe»  d^veloppons  (  1  +  ^ ) 

ruivant  la  formule  du  binome :  nous  aurons  : 


m 


/,    ,     IX*      ,.      1    ,  m(m— 1)  I    ,  tn^m— l)(m— 2)   1     . 
V  +  m)   =^+^m+Trr"m'+l.    2,         3    ^  + '" 

m(m— 1  ....(m— n  +  l)   1  _, 
'  1.     2     .•..       n  m-  * 


Gomme,  dans  cbaque  terme,  le  nombre  des  facteurs  du  num^- 
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rateor  est  ^gal  au  nombre  des  facteurs  m  qui  entrent  comme 
diviseurs,  nous  pquvons  terire : 

(  m  m — 1     m  m — 1  m  —  2 

m  m —  1      m — n-f  1 
Mais  on  a  £videmment  : 


mm— I  m— 2    m— n+1     ,  /,       1\/,      2\     /.      n — 1\. 
m     m        m  m  \wi/\w\  m  J 


par  suite  : 

K     m)    "^^^1^1   .2+       1.2.3     +•••• 
,    \  ~m)  \  ~fh)  **''  \  ~    m   /    , 

"•    1.2.3  ....     ;i       •"  •••• 

Gela  pos6,  Gomparons  ce  d^veloppement  k  la  s£rie  conver- 
gente  dout  la  limite  est  e : 

*^  ^+T +172 +  17273 ''■'•••■'■  1.  2. 3.... n  +  --- 

Chaque  terme  du  d6veloppement  est,  k  partir  du  troisiime,  iu- 
f^rieur  au  terme  correspondanl  de  la  s^rie,  puisque  son  numi- 
rateur  est  moindre  que  Tuiiit^,  et  que  les  d6nominateurs  sont 
les  m^mes.  D'ailleurs  les  termes  du  d6veloppement  sont  en 
nombre  limits  (m+1),  tandis  que  ceux  de  la  s6rie  sont  en 

nombre  infini.  II  en  r6sulte  que  Texpression  (l  H — j    est, 

quelque  grand  que  soil  m,  inf^iieure  k  e :  cette  expression,  qui 
^tiRmenle  avec  m,  a  done,  lorsque  m  crolt  ind^finiraent,  une 
limile  qui  ne  pent  6tre  qu'inKrieure  ou  fegale  k  e.  Nous  allons 
Ptouver  que  cette  limile  est  ^gale  k  e. 
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85.  LiMITE  DE    (l+  — )    9    QUAND  m  CROfX  IND^PIWIMENT,  m 

RESTANT  ENTiER.  Puisque  la  s^rie  6  est  convergente  (It),  on 
peut  donner  k  n  une  valeur  assez  grande ,  pour  que  I'erreur 
<;ommise,  en  n^gligeant  tous  les  termes  qui  suivent  le  (n-|- 1)^> 
soit  inf^rieure  ^  une  quantity  donn%e  «,  si  petite  qu*elle  soit; 
de  sorte  qu*en  dSsignant  par  e»  la  somme  des  (n  -|-  1)  premiers 
termes,  on  a  : 

D'un  autre  c6(£,  si  Ton  consid^re  les  (n-|-  i)  premiers  termes 
<]u  d^veloppementy  on  reconnatt  qu*^  mesure  que  m  croll  in- 
^^Bniment, n restant  fixe,  les  diff^renls  num^rateurs  tendent 
vers  une  limite  6gale  h  Tunitfe  (85,  3«);  par  suite,  chaque  lerme 
du  d^veloppement  a  pour  limite  le  terme  correspondant  de  e» ; 
et  leur  somme,  qui  se  compose  d'un  nombre  fini  des  termes,  a 
(83,  2*)  pour  limite  en.  On  peut  done  prendre  m  assez  grand, 
pour  qu*en  d^signant  par  A^  la  somme  des  (n  -f- 1)  premiers 
termes  du  d^veloppement,  Ton  ait : 

^»— An<a. 
De  ces  deux  indgalit^s,  on  conclut : 

e  — Ah<2o. 

Ainsi,  apr^s  avoir  choisi  pour  n  une  valeur  fixe  sunisamment 
grande,  on  peut  toujours,  en  faisant  croltre  m  ind^finiment, 
satisfaire  ^  la  derni6re  in6gvHlit6.  D'ailleurs,  si  Ton  donne  en- 
suite  h  n  des  valeurs  ind^finiment  crois&antes,  le  d6veioppement 

A«  augmente,  et  tend  vers  sa  limite  lim  f  1  -] — j    ;  2«  tend  vers 

26ro ;  done : 

e-lim(l+l)''=0,    ou    lim(l  +  i)=e.     [12] 

80.  Cas  oil  m  prend  des  valeurs  fractionnaires.  Si,  dans 
Texpression  [l -] — ]  ,  on  attribue  k  m des  vafe'urs  fraction- 
naires de  plus  en  plus  grandes,  la  limite  sera  toujours  la  mfime 
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et  igale  k  e.  Pour  le  prouyor,  supposons  que,  n  diisignant  un 
nombre  entier  tr^grand,  on  ait : 

a  itant  moindre  que Tunit^ ;  Tezpression  (l  +^)    sera   £vi- 
demment  comprise  entre  les  expressions 

(■+r  -  ('+„-ir)'- 

Car,  pour  obtenir  la  premiere  de  ces  expressions ,  il  faut,  dans 
(l-J — J  ,  remplacer  leterme  —  et  Texposant  m  respectlve- 

ment  par  les  nonibres  plus  grands  —  et  n-f- 1 ;  pour  obtenir  la 

IP 

seconde,  il  a  fallu  remplacer  les  mdmes  quantit^s  par  les  nom- 
bres  plus  petils  — — r  et  n.  Or  on  a  : 

«    (.+d:T)-=('+„-^r-:^ 


n+1 

Comme  n  est  entier  et  Irfes-grand,  (l+-)  etri+         ) 

different  trfes-pen  de  «  1  +  -  et  1  H ^r  different  lr6s-peu  de 

Tanit^y  et  les  deux  expressions  pr^c^dentes  ont  Tune  et  Tau- 
Ire  e  pour  liinite.  II  en  est,  par  consequent,  de  m6me  de 

(l  +  -  j  ,  qui  est  compris  entre  elles. 

87.   LiMITE  DE  (l  H j    ,  QUAND   Wl    EST   N^GATI?,    ICT  AUG- 

MENTE  EN  VALEUR  ABSOLUE.  La  limile  dc  ( 1  H — j  est  encore  la 
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in£me,  quand  on  atfn'bue  k  m  des  valeurs  negatives  croissantes« 
Cai%  posons  m=  —  ja;  ja  ^lant  n^gatif  nous  aurons : 

(•+^)-=(-r=('T^r=c-^)'=('+;^)' 

=(.+,-^r(.+,-^) 

Or,  quand  fi  croit  ind^Qniment,    ( 1  H — — -r )       tend   vers  e 
(86),  et  { 1  +  "izi)  ^^^^  ^^^  * '  doJ^c  encore  ici : 

llm(l+l)-=a. 

88.   LiMTTE  DE    n  H j       OU  DE  (l j   9  QUAND  m  CROIt 

indjSfiniment.  On  a  ^videmment : 


^'^"^'°(%' 


done: 

[13]  Ilm(l+i)-=i. 


Puis: 


done: 

[14]  "'"0-^)'=i- 

$  VI.  Sommation  des  piles  de  boulets. 

60.  Probl£he.  La  m^lhode  la  plus  simple  repose  sur  la  solu- 
tion  pr^aiable  du  problftme  suivant : 
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Trauver  la  somme  des  puissances  m"**  des  Urmes  d*une  progress 
sion  par  di/firence.  Soil  la  progression  : 

dont  la  raisoQ  est  r,  et  dont  le  nombre  des  termes  est  p. 
On  veul  trouver 

On  a,  2  £tant  le  terme  qui  sulvrait  k  : 

£leYons  ces  diverses  £galit6s  k  la  puissance  (m  4- 1) ;  nous 
aurons  : 

25 

r+«  =  (*-}-r)*«=*"+'+(m4-l)fc-r+  (^±ll^&*^r»+...-|-r«-'. 

Ajoutons  tontes  ces  ^galit6s,il  vient,  en  disignant  g6n6rale- 
roent  par  S^ la  somme  a^  +  b^-\-....-\-k^; 

f  1 5]      lr**  =  a-*'  +(m  +  l)rS, + ("'+t)w^g^^ 

Cette  Equation  fera  connattre  S*,  si  Ton  connaK  S».i,  S»^..., 
Si,  Si.  En  y  Taisant  done  successivement  m  =  1,  ==  2,  =  3,  etc., 
on  obtiendra  successivemenl  Si,  puis  S|,  puis  Ss,  etc. 

60.  Appucation.  Supposons,  par  exemple^quela  progression 
propos6e  soit  la  suite  des  n  premiers  nombres  cntiers  : 

•M.2.3.4.«.,n; 
on  a  ici  : 

S„=li»  +  2i*+3i»+...  +  ni*;a  =  l,  f=n+l,  r=l,  i)=n; 
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et  notre  formale  gin^rale  devient : 

[16]     (n  +  irt=l  +  (m+l)S«V-^^^^^ 

+ Til S—+-+ i.2...m        ^+"^ 

Faisant  d'abord  9n=  1,  il  vienl ; 

(n+l)«  =  l  +  2S.+n;    tfoii    Si  =  '*^''+'\ 

formule  d6j&  connue. 
En  faisant  m  =  2,  il  vient : 

(n4-l)»=14-3Sa  +  3Si+n; 

6 
o«      [1]     S.=  l'+2'+3«+...+n«="^"+^l^'"+^\ 

Telle  est  la  formule  qui  va  nous  servir  pour  la  sommation  des 
piles  de  boulets. 

Elle  se  d^duit,  commc  on  voit,  d*une  formule  beaucoup  plus 
g6n^rale>  qui  pourrait  donner  ^galement  la  somme  des  cubes , 
ia  somme  des  quatri(:mes  puissances....  des  nombres  naturels. 
Si  Ton  veut  seulement  arrivcr  le  plus  simplement  possible  k  ce 
r^sultat,  qui  est  le  seul  dont  on  ait,  actuellement,  k  faire  usage, 
on  pent  proc^der  comme  il  suit. 

61.  Recherche  directe  de  la  somme  des  carr^s  des  n  pre- 
miers NOMBRES  ENTiERS.  On  a  ^videmmeut : 

2»==(1  +  1)»=1»+3X1*+3X1  +  1» 

3»=(2+l)*=2»+3X2«  +  3X2+l, 
4»  =  (3+l)»=3«  +  3X3«  +  3X3  +  l, 
(n+l)»=n*  +  3n*  +  3n+l; 

ajoutant  toutes  ces  ^galit6s,  il  vient,  apr^s  que  Ton  a  supprim6 
)es  termes  cemmuns  aux  deux  membres^  et  en  d^signant  par  Si 
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la  somroe  des  carr6s  des  nombres  naturels  et  par  Si  la  sotnme 
des  premi(^res  puissances : 

(n+  !)•=  1  +  3S,  +  3Si+n, 

Equation  identiqne  k  celle  du  paragraphe  pr^cMent,  et  dont  on 
d^duira  la  mSme  valeur  de  S%. 

62.  Piles  triangulaires.  La  base  d'une  pile  triangulaire  est 
formde  par  des  boulets  ranges  en  triangle  Equilateral.  La  pre- 
miere rang^e  contenant  1  boulet,  la  seconde  2,  la  troisieme  3,. 
Ian"*  n,  le  nombre  total  des  boulets  employes  est  ici : 

1+2+3+.. .+„=!ii!^)='i!±ii. 

La  tranche  immediatement  sup6rieure  est  form^e  par  des  bou- 
lets ranges  ^galement  en  triangle  equilateral,  dont  le  cdte  con- 
sent un  boulet  de  moins;  le  nombre  des  boulets  de  celte  seconde 
tranche  s*obtiendra  done  en  changeant,  dans  la  formule  prece- 

dente,  n  en  (n  —  1) ;  on  aura  ainsi '-: ^    '   ^.  La  Iroi- 

sifeme  tranche contiendra  de  meme ^ ^-^-^ ^  boulets;  et 

2 

1*4- 1 
ainsrde  suite  jusqu'i  la  premiere,  qui  en  contient     7^  • 

Le  nombre  total  est,  d'apr^s  cela  : 

T-W'+"  ■  (n— l)'+(n— l)_(n-2)'+(n— 2)  ,       ,  I'+l. 
i 2 h  2 2 '"•••"'      2"'' 

ce  que  Ton  peut  6crire  de  la  maniire  suivante  : 

„     n*+(n-l)'+(n-2)«+...+l»  ,  n+(n-l)+(n— 2)+...+ 1 
'  2  ^  2  " 

ou,  en  Ycrlu  des  formulas  6crites  plus  haut  (00)  : 

„     n(n+l)(2n+l)     n(n+l)_n(n+l  )r2n+4) 
^ 12  ^       4  12 

ou     [18]  ^^«(n+lKn+S), 
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Telle  est  la  formule  qui  iexprime  le  nombre  des  boulets  conte- 
nus  dans  une  pile  triaogulaire. 

03.  Pile  a  base  cARRiiB.  La  base  d*une  parellle  pile  est  formic 
par  des  boulets  ranges  en  carr6,  dont  le  nombre  total  est  n*,  n 
disignant  le  nombre  de  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  c6t6  de 
ce  carrii.  La  seconde  tranche  contiendra  (n — 1)^  boulets,  la 
troisi&me  (n^2}^,  etc.,  et  enfin  la  derui^re  n'en  contient  qu'un. 
Le  nombre  total  est  done  : 

Q=n»  +  (n-l)«+(n-2)»+...+  l 
,u    [19]  Q^n(n+lK2n+0 

04.  Pile  a  base  rectangulaire.  La  base  d'une  pareille  pile 
est  formie  par  des  boulets  ranges  en  rectangle.  Si  Tun  des  cAt6s 
de  la  base  conlient  m  boulets  ct  ('autre  c6t6  n,  le  nombre  total 
des  boulets  qui  la  composent  sera  mn.  La  tranche  sutvante  est  un 
rectangle,  dont  les  c0t6s  comprennent  respectivement  (m  —  1) 
et  (n —  1)  boulets;  elle  en  contient,  par  consequent,  hu  nombre 
igal  k  (m  —  1}  (n— 1);  la  troisifeme  tranche  en  contient  de 
mftme  (m  —  2)  (n  —  2) ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'A  la  dernifere,  qui 
est  une  flie  de  (m — n  + 1}  boulets  (si  Ton  suppose  fn>>n}.  Le 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  done  : 

R=mn+(m— l)(n— l)+(m— 2)(n— 2)+...+(m— n+l)l. 

Posons  m — n=p :  on  aura :  m=n'\-Pf  et  la  formule  devien- 
dra  : 


R=n(n+p)+(n-l)(n-l+p)+(n-2)Cfi-2+p)+...+l(l+|)), 
c'est-k-dire : 
R=[n»+(n-l)«+(n-2)*+...+l«]+p[n+(n-l)+...-hl], 

ou,  d*apr6s  les  formulcs  connues  (00)  : 

^_n(n+l)(2n+l)  ,  ^  nfn+l) 
R g +P- 2 

V 

ou  cnlm    [20]     R=— ^ — - — ^\ 
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e{$.  MoYEN  DE  VERIFIER  DBS  FORMULES.  Nous  ferons  coDnatlre, 
k  roccasioii  des  foi'tiiutes  pric^dentes,  un  mode  de  niisonne- 
.meiH  tr6s-fr6qQermiieul  employ^,  el  qu*il  sufilra  de  d&velopper 
sur  un  seul  exemple. 

Supposons  que  Ton  donne,  sans  demonstration,  la  formule 

t) 

Commenl  devra-t-on  s*y  prendre  pour  en  verifier  Tcxaclitude? 
On  cooimenccra  parlaire  les  hypotheses  les  plus  simples  : 

„                ,              n(n+l)(2n+l)     1.2.3      , 
.    Pour  n  =  1,  on  a  :  -^^ ^^ — - — ^2=--—=  i ; 

o  o 

Pourn  =  2,ona:"^"  +  'i^'"  +  ^>=l|:g=5  =l.+2.; 

0  o 

«  n  n(n4-l)(2n+0     3.4.7     ,,     ,.,«..„. 

Pour  n  =  3,  on  a  :       ^  ^^ — X-^=s__=:i4=ii-(-2t^3t. 

La  formule  est  done  exacte  pour  les  Taleurs  1 , 2,  S  du  nombre  n. 
Gela  pos^y  pour  prouver  qu*clle  esl  gSn^rale,  ilsufnt  de  mon- 
ircr,  qu'en  la  supposant  vraic  pour  une  eertaine  valeur  de  n, 
elle  Test,  par  cela  m(ime,  pour  la  valeur  immediatemcnt  sup^- 
rieure.  Admettons  que  Ton  ait  : 

fa]       i»  +  i.+3'+...+n»  =  t»f!L±Il(i!L±D; 

il  faut  prouver  que  Ton  aura,  par  suite  : 

[6]   i»+a»-f...+n«+(n-H)«  =  ^^  +  ^)^"+/)^^»  +  ^). 

Les  premiers  membres  des  Equations  [a]  et  [b]  onl  pour  di(T6* 
rence  (n-|-  !)*•  Si  done  il  en  est  de  mdmc  des  seconds  mem- 
bresy  la  premiere  6gaUt6  entratne  necessairement  la  second"". 
Ur  on  a : 

(n+l)(n+2)(2n  +  3)      n(n +  I)(27i4-1) 

_{nU)Uf^mn+^)-n(%n+\)]  __  (n+l)(6yi+6)_. 
.-^ g g—       — in-j- 1)  • 

Alg.  sp.  B.  ^ 


^0  t.lYftE  1. 

ite  thtorftme  est  ddn&virtfii. 

Uneinarche  sembLtble  s*&ppli({aeratt  aux  .diyerees  formules, 
•qui  reprdiealent  Je  aoimbre  des  te4iie(sjdaii&  ies  differailB  as. 


RfiSUUA. 


.50.  O^Qnition  des  combiaaiaons;  ceque  Ton  nomme  arrangements,  pro- 
duils  dilTerents.  —  51.  .Vonbre  des  arrangements  de  m  objets,  pris  n 
kn.  —  52  Nornbre  des  perrautalions  de  m  objets.  —  55.  Nombrc  des 
produits  difl^rents  de  m  objels  n  a  fi.  —  54.  Forme  plus  simple  de 
i'expresi«ion  du  nombre  das  'prodtnts  diff^rents*  Le  nombre  des  pro- 
duits difTerents  de  mlettros  n  &  n  est  le  m^me  que  celui  de  m  let- 
tres  (m  —  n)  k  (in  —  n).  —  55.  Le  nombre  des  produils  difTerents  de  m 
objets  n  a  nest  la  sommedes  nombres  de  produits  differents  de(m — 1) 
objets  n  a  n,  et  de  (m — 1)  objets  (n — 1)  k  (n — 1).  —  56.  Le  produit 
de  n  nombres  eniiers  consdcuiifs  est  dtvisibie  par  le  produit  des  ti  pre- 
miers nombres  enlinrs.  —  57.  Forma  tion  du  produit  de  m  binomes  qu 
ont  le  mdme  premier  lerme.  —  58.  Puissance  d'un  binome. — 59.  Terme 
rr^fl^ral  du  binome.  —  "40.  Moyen  de  former  an  lerme,  connaissanl  le 
pr6c6dent.  -*-  41  Les  coefficients  k  6gale  distance  des  e&trtoes  sont 
^gaux*  -^  42.  Les  confticients  Mont  «n  croissant  jusqu'au  nilien.  — 

45.  Puisaance  d*un  binome  dont  le  secoed  lerme  -^sl  o^aiif  — 
44.  Somme  des  coelficients  du  binome.  —  45.  La  semme  des  coeRi- 
cients  de  rang  pair  est  ^gale  k  celle  des  coefficients  de  rang  impair.  — 

46.  Relations  entre  les  coefficteotfrde  deux- puissances  succcesbiyes  do 

(jj-f-a).  — 47.  Puissances  successives  de  ^ — 1.  —  40.  D6veloppement 

de  (a+6s/ — i)**.  —  40.  Conditions  pour  que  le  r6sultat  soil  r^el.  '— 
50.  Puis-^ance  d*un  trinome.  — 51.  Terme  g6n6ral  du  d6veloppemen(. 
52.  Terme  g6n6rat  du  d^veloppement  de  (a-f-6+c+i)*. — 55.  Th^o- 

r^mes  sur  les  limites«  —  54.  L'expression  ( l^"^)    ^  ^^^  liroite, 

quand  m  crott  ind^finiment.  —  55.  Gette  limile  est  e,  x^uand  m  est  en- 
lier.  —  56.  Elle  est  encore  a,  qua»d  m  est  fraelionoaire.  —  57.  Ellniest 


Oil 


encore  a,  quand  m  est  nSgalif.  —  50.  La  limile  de  ( I  +  -7 

de  (l j     est  -.  —  59.  Somme  dea  puiBsanees  «emblables  d'^s 

termead'une  progrpsdon.  — 60.  Application.  — 61 .  Somme  de*  car- 
r6s  des  nombres  naiureU.  —  62.  Piles  Irrangulaires.  —  65  IMps«  bu5«^ 
rarrfe.  —  64.  Piles  k  base  rectangle.  —  65.  Moyen  de  v6iifier Yexac- 
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titnde  de  la  formule  qui  doaae  la  fomme  des  carrte  des  nombres 
naturels. 

exehciges. 


I.  En  dteignant  par  [m]  le  produit  iii(m— ])....(m»ii+l)i  T^ifler  les 
foimules  : 

1-  t(a  +  W]  =  fo]  +  mTaJ6 

le  Mcond  membre  contenantles  termes  analogues  &  ceux  que  nous  avoos  Merits , 
et  corre5poridaDl  A  touteslea  valeunde  a,  p,  y,  pour lesquelles  a  +  p  +  Y=m. 

On  regarde  \a]  comme  6gal  k  1. 

On  oonsidire  chacun  des  tennes  comme  Rpr68en(ant  on  nombre  d*arrange- 
ments. 

II.  Trouver  le  nombre  x  des  termes  du  d^reloppement  de  (a  +  b  +  c)"  et  le 
nombre  y  de  ceux  de  (a  +  & + ^ + d)". 

On  trouve  : 

(m4-lUm4-2)  _(m+ 1)  (m+2)(m  +  3) 

* n — '     ^"'        m 

III.  verifier  la  formule : 


1.2.3 


(*+»r*+-- 


+  (-^>' 1.2  3.. ..p r +i/   +  '••• 

On  d^montre  que,  si  la  formule  est  yraie  pour  deux  valours  consteutiTes 
de  ft,  elle  est  vraie  pour  la  valeur  immMiatement  sup^rieure. 

IV.  Verifier  la  formule 

1.2....m=(m+n«-in.m«+2llyZ:il(m-l)»  ! 

1.2.3 
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.'  JCdtbodft  analiQgae  i  U  pr6eddeiit9  :  ou  bien,  on  exprime,  dedeuz  nunltees, 
la  m**  difference  de  «*  (voir  Liv.  Ill]  • 

y.  Trouver  le  plus  grand  terme  du  d^vdoppt ment  de  (s  +  a)"». 

Ce  terme  est : 

m(m-^l)....(m---p4-1>  .^>.. 
1.2....P  » 

p  6tant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  la  fraction  ^"^  .       > 

Vt.  X  et  a  6taDt  donnSs,  etm  angmentant  ind6fiQimeQt,  trouver  la  limite  du 
rapport  do  leurs  expusants  dans  le  terme  maximum  du  ddveloppomeat  de 
(*-fa)"». 

9 

Celle  limite  est  -. 
ft 

vn.  Trouver  le  plus  grand  terme  de  (a+&  +  4"^i  ^t  les  rapports  Umites  des 
exposanis  de  a,  5,  c  dans  ce  plus  grand  terme^  lorsque  m  augmente  ind^fiid- 
ment. 

Ge  plus  grand  terme  se  dMuit  de  Tezeroice  IV ;  et  les  exposants,  dans  ce 
tcrmei  tendent  k  6tre  proportionnels  k  a,  h,  e. 

*    Vlf  L  Verifier  que  («+ a)»+ («—  a)»  est  plus  grand  que  2«»,  en  valeur  aln 
solue.  £u  d6duire  le  maximum  de  x  +  y,  Inrsqne.ff'x+y*^  est  donn6. 

IX.  Verifier  la  Tormule  : 

,  m(m  —  l)....fm— n  +  1)   ,  '     .         ^ 


•   '    . 


+ .  .V.  +  ma[«-(m— l)p]>»ra[ap  +  (m- l;pj  +  «;a-^mp)--«. 

Cette  formule,  dans  le  casde  ^aO|  ne  dilTdre  pas  de  celle  du  binome  :  elle  a 
lieu,  quel  que  soit  p! 

I    Application  de  la  m^tlvode  du  n**  65  i  ou  verification  directe. 

!     ;  ■  :  ■ 

X.  Nombre  de  manieres  de  decomposer  un  polygone  en  triangles  par  les  dia- 
lonales  :  d^monU^r  les  formules  : 

P-fi  =  P.4-P.-iP3+P-a.P4+  . . . .  -♦-  PP.P,.!  +  P. 


p     -An~6 

^r' — — 


•y 


P«  ddsignant  de  comhien  d9  manieres  eette  dteompotition  pent  to  faire,  pour 
un  polygone  de  n  c6ces. 
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On  chercbe,  pour  la  premiere,  de  combien  de  decompositions  Tait  f  artie  oTiacott' 
des  triangles  qui  ont  pour  base  un  m^me  c6ti^  du  pciygore ,  et^  pour  la  seco&de,^ 
dans  combien  de  ddcompositions  entre  une  mSme  dlagonale. 

XL  Si  Ton  consid^re  une  permutation  de  n  nombres  1,  2,  3,...fi,  que  1*0B> 
dise  qu'il  y  a  derangement,  quand  un  nombreest  suivi,  immcdiaten^ent  ou  noPi 
d'un  autre  pluspelit  que  lui;  prouver  que  le  nombre  total  des  derangements^ 

contenue  dans  les  permutaUons  de  ces  n  nombres,  est  dgal  k  (1.2«...n).     ■  7"  ■^* 

fi 
On  prouTe  d'abordque  D,^i  =  (n+ 1)  D»+  -  P«,  en  d^signant  par  Dale  nom- 

hre  de  d^rangenqents  relatlfs  auz  permutations  des  n  nombres,  et  par  Pn  le, 
Qombre  des  permuiations.  On  en  conclut  : 

D.f^=  (fi+l)(n  +  2;....(n  +  p)D.+5  [pn  +  11^^^ j P.,, ; 

et  de  ]hy  en  faisant  n=  1,  et  changeant  ensuite  p+ 1  en  n,  on  tire  la  formule 
demand^. 

III.  Trouver  la  somme  des  carrds  des  coefficients  du  binome. 

Cetle  somme  est  le  coefficient  de  a*2«,  dans  le  diveloppement  de  {x  +  a)'". 

XIII.  Cette  somme  peut  6tre  representee  par  les  deux  formules  : 

2n.(2n  — l)....(n-H)         2.6.10.U....4n--2. 
1.2.3. ...n         '  1.2....n         • 

proaver  que  ces  formules  sont  iquivalentes. 
Application  de  la  mdthude  du  n**  05 ;  ou  verification  directe. 
UV.  Prouver  que  si,  dans  la  somme  des  n  fractions 

on  fait  f  =  a*,  cette  somme  devient  dgale  k  n. 
Application  de  la  m^thode  du  n"  65. 

XV.  Trouver  la  limite  de  (  1  +  — )    ,  lorsque  m  crolt  ind6finiment.  Gelt 
limite  est  e*.  Former  le  sirie  qui  la  reprdsente. 

XVI.  Prouver  que  la  sdrle 

±4.   I  4.  1    4.  4.     1    4. 

tos  Uquelle  j(  est  un  nombre  en  tier,  ainsi  que  les  ezposants  at,  asj***  «*! 
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uae  limite  incommensurabley  lorsque  les  differences  oa—  oi,  oj—os, ...%»{ i — a., 
voot  tottjours  en  augmentant. 

On  suit  une  marcbe  analogue  k  celle  qui  a  servi  pour  prouver  que  e  est  in- 
commeasurable. 

XVII.  Trouver  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 

'  On  trouve  (60)  :  83  =  ^   ,^  ,    ou    SJ=:S,^ 

4 

XVm.  Si  Ton  nomme  S«  la  somme  des  m""  puissances  des  n  premiers  nom- 

(n-i.  nm-ti        n"**** 

bres  naturels,  prouver  que  S.  est  compris  entre  ^ r-; —  le  — p-r,  m  diai* 

111+1  m-f- 1 

gnant  iin  nombro  entier  quelconque. 
On  applique  la  formule  [16]>  (n«  OO), 


CnAPlTRE  III. 

COHPLEMEKT  BE  LA  TULOIVIE  DES  LOGARITUBIES. 

§  I.  Des  exposants  incommcnsurables. 

60.  Exposants  incom,mei»surablss.Noiis  avoi)8re?ip1i<|u6ydlins 
la  premiere  parlie  (3^(0),  comment  on  d^finit  un  nouibre  in- 
commensurable, en  disant  quels  sent  les  nombres  commensu- 
rabies  plus  pelils,  at  quels  son!  les  nomfhres  commtiisurahles 
plus  grands  que  kii.  Nous  avons  dit  aussi  (381  et  suiv.)  eom- 
ment  on  doit  entendre  les  operations  relatives  k  ces  sortes  de 
nombros. 

Si  Ton  consld6re  Texpression  a*,  dans  Inquelle  a:  a  nnc  valeur 
commensurable,  cette  ex  pression  a  M  d6f inie  (I,  105),  ct  ne 

pr^sente  aucune  obscurit6  ;cary  en  supposant  a;egalii  — ,  m  ct 

n  6tant  entiers,  on  a  : 

m  

a'  =  a"  =  v?^"'. 

Nous  supposerons  toujours  que  a  soit  positif,  et  nous  ne  con- 
sid^rerons  que  les  valeurs  r^rllt'set  positives  du  radical ;  il  n'y  a 
done  1^  ni  dirflcuUe  ni  aml)iguii6.  Si  a;  a  une  valeur  negative 
( —  m),  a'  est  d6flni  (I,  88)  par  r^qualion 

a""= — . 

II  nous  reste  done  i  dffinir  a*,  Ibrqoe  x  est  tin  nombre  in- 
commensurable, posilif  ou  ncgatif.  On  doit,  dansce  caSiadop* 
teria  definition  suivantc  : 

a*  est  la  limite  vers  laquelle  iendent  les  puissances  de  a,  dont 
I'exposant  commensurable  sapprochede  plus  en  plus  de  x. 

Celle  definition  est  trfes-siraple,  mais  elle  exigt*  quelques  d6- 
vdoppemenls.  On  pourrait,  en  cffet,  se  demandtT  si  lalimltc 
est  bien  d6termin6e;  et  si,  quelle  que  soil  la  s6rie  des  exposants, 
comiiiensurables  qui  s'approchent  indefiniiuent  de  x,  la  limit  ^ 


t 


^ 
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des  puissances  de  a  est  toujours  la  mfiuie.  Pour  le  d^monlrer, 
il  faut  ^tablir  quelques  proposilions. 

07.  Th^opAme  L  Toutes  les  puissances  commensurahles  (Tun 
tiombre  positif  sont  posilives.Cds.  r^suUe  de  ce  que^  comiiienous 
I'avons  dit,  nous  ne  consid^rons  que  les  valeurs  positives  des 
radicaux. 

68.  Th£or£he  II.  Toutes  les  puissances  positives  (fun  nombre 
plus  grand  que  rvnili  sont  elles-mtmes  plus  grandcs  que  VunUe^  ei 
toutes  les  puissances  negatives  sont  moindres  que  i'uniti. 

U  contraire  a  lieu  pour  les  puissances  d'un  nombre  moindre  ^ 
funiti. 

Soit^en  cfTety  aun  nombre  plus  grand  que  I'unitd,  el  soit  a" 
une  puissance  positive  de  a;  on  a,  par  d^finilion  : 

a^=l^c^; 

or,  a  itant  plus  grand  que  Tunil^,  il  en  est  £videmaient  de 

m6me  de  la  puissance  entifcre  a*,  et  par  suite  dev^^*. 

Les  puissances  positives  de  a  etant  plus  grandcs  que  Tuniti, 
r«galil6 

a"* 

inontre  que  les  puissances  negatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  Tunil^. 

Enfin,  si  Ton  suppose  k  a  une  valeur  moindre  que  Tunit^, 

on  pcul  le  rcpr^senter  -f,  a'  itanl  plus  grand  que  Tuiiit^;  on 

a 

aura  alors : 

I 

a' 


0*  =— ; 


ct  il  est  Evident  que  fcs  valeurs  de  a?,  qui  rendent  a'*  plus  grand 
que  I'unil^,  rendent  a*  plus  petit,  et  r^iproquement. 

09.  TH^ORfeME  III.  Si  X  regoit  des  valeurs  commensurahles  crois- 
sanies,  V expression  a*  varie  toujours  dans  le  mime  sens;  elle  aug^ 
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mmUff  ri  a  estpius  grand  gud  I'uniiS;  elk  dimitiuef  dam  le  €as 
contraire. 

Soient,  en  offef,  p  ei  q  deux  valeurs  commensnrables,  posi- 
tives ou  negatives,  atiribu^es  successivement  hx;  ou  a  (1, 01) : 

a« 
o' 

Or  (g— p)  est  positif,  puisque,  par  bypothfese,  q  est  plus  grand 
que  p.  Si  done  a  est  plus  grand  que  Tunit^,  il  sera  de  m^me 
de  o«-';  el,  par  suite,  on  aura  a'>o'.  Si,  au  contraire,  a  est 
moindre  que  I'unil^,  iien  sera  de  m6me  de  a*"';  el  Ton  aura 
a^<ia^.  Done  a*  augmcnte,  dans  le  premier  cas,  quand  x  passe 
de  la  valeur p  k  la  valeur  p ;  et  il  diminue  dans  le  second. 

70.  Theorems  IV.  On  peuty  dans  Vexpression  a*,  donner  au 
ncmbre  commensurabk  X  un  acctoissement  asstz  petit  pour  qvie  h" 
varie  aussi  pen  qu'on  le  voudra. 

Soil  m  une  valeur  commensurable  queleonque  de  a?;  je  dis- 
<|ue  Ton  peut  augmenter  m  d'une  quantity  «  assez  petite  pour 
que  la  difference  (a*** — a*)  soil  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

On  a:  o"**^*=a"Xa*, 

el,  par  suite,  o"** —  a*"=i a*  (a*  —  l). 

Or  a*  estun  nombre  ind^pendant  de  «;  il  sufGtdonc  de  prouver 
que  (a*—  1)  peut  6tre  rendu  aussi  petit  qu'on  le  voudra,  pour 
des  valeurs  sunisamment  petjtes  de  a. 

Supposonsd*abord  a  plus  grand  que  runiti.  Quelle  que  soil, 
la  valeur  positive  de  oe,  a*  sera  toujours  (08)  plus  grand  que 
runit6.  Pour  aiontrer  qu'il  en  approcbe  autant  qu'on  veut,  il 
sufGt  de  faire  voir  qu'il  peut  devcnir  plus  pelit  qu'un  nombre 
queleonque  (1  +  c)  sup^rieur  h  I'unit^^  et  que»  quelque  soil «,  on; 
peut  cboisir  a,  de  mani^re  que  Ton  ait, 

o-<l  +  i/ 

PosoDS,  en  effet^  ^=T9  ^^^  valeurs  ind^finiment  d^croissantes' 
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de  a  correspondant  aux  valeurs  inddflniment  croissantes  de  k; 
rin^galil^  pr6c6dente  devieiit : 

a*<(l+E), 

oUy  ce  qui  revient  au  m6me : 

(!  +  €)*<  a. 

Or,  les  puissances  cnliferes  de  (I  +0  forment  une  progression 
par  quotient  croissante,  dont  les  termes  (I,  561)  peuvent  sur- 
passcr  toute  limile.  La  derni^re  in^galit^  est  done  ton  jours  pos- 
sible; et,  par  suile,  la  proposition  est  d6inontr6e,  dans  le  cos 
de  a>l. 

Si  a  est  moindre  que  1 ,  on  le  rcprfteente  par  — , ,  a!  6tant  plus 

grand  que  runU£;  a*  sera  alors  6gal  k  -7;;  or,  a'*  difiCferant,  dV 

prds  ce  qui  pr6c6de,  aussi  peu  que  Ton  voudra,  de  Tunit^,  il  en 
sera  ^videmnient  de  m^me  <ie  a*. 

71,  DinNTTiON  RiGOUREusE  DE  a*.  Lcs  th6orfemes  qui  pr6- 
c&dent  sont  indispensables  pour  donner  de  a'  une  d^nnition 
parfuitement  rigoureuse,  dans  le  cas  oh  x  est  incommensurable. 
Cliacun  d*eux  forme  d*ailleurs  une  proposition  qu*il  serait  indis- 
pensable deconnallre,  quand  bien  m6me  on  ne  s'astreindrait 
pas,  comme  nous  Tavons  fait,  k  ne  laisser  subsister  aucunc  diffi- 
cult6  sur  ce  point  important. 

Nous  d irons  :  a*  representee  pour  une  valeur  incommensurabk 
h,  attribute  a  x,  un  nombre  compris  entre  les  valeurs  de  a',  qui 
correspondent  a  des  exposants  commensurables  nwindres  que  )i,  et 
celles  qui  correspondent  a  des  exposants  commensurables  plus  grands 
que  h.  Celte  definition,  analogue  ^celleque  nous  donnons,en 
arithm^tique,  pour  les  racines  carries  el  cubiques,  et,  en  alg^ 
bre  616mentaire,  pour  les  logarithmes,  assigue  k  a*  une  yaleur 
unique  et  d^termln^e. 

Si  i*on  suppose,  en  eiTet,  pour  fixer  les  ld£es,  que  les  valeurs 
de  a'  repr^sentent  des  longueurs  porltes,  sur  une  ligne  droiie, 
k  partir  d*une  cerlaine  origine,  les  extr^mit^s  de  celles  qui  cor- 
respondent a  des  valeurs  de  x  molndres  que  h  occuperont  ud^ 
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ceplaine  region  de  la  droite;  les  extr^mit^s  de  celles  qui  cor- 
respondent aux  yaleurs  de  x  plus  grandes  que  h  en  occupe- 
ront  una  autre;  eti/  ristAlUj  des  thiortmes  pr^cidentSj  que  ces 
regions  sout  enli^rement  s6parees  (61)),  et  qn'il  ne  peut  exister 
entre  elles  aucnn  iiitervalle  d*^tendue  link  (70),  m.-iis  un  simple 
point  de  demarcation.  La  distance,  k  laquelle  ce  point  se  trouve 
de  Torigine,  mesure  a*. 

SII.  L'exprcssion  a*  peut  prenire  toules  les  valeurs  positives,  lorsque  a 
est  un  nombre  positif,  plus  grand  ou  plus  petit  que  Tunit^. 

72.  Continuity  de  la  fonction  a'.  Nous  venons  de  voir  (70)^ 
que  si,  le  nombre  a  6tant  donri^,  I'exposant  x  regoit  des  accrois-^ 
scments  suffisammcnt  pelils,  Texpression  a*  peut  varier  aussi 
peu  qu'on  le  voudra.  On  dit,  d'apr^s  cela,  que  cetle  expres- 
sion est  une  fonction  continue  de  x\  el  le  mot  continue  exprime 
qu'elle  ne  peut  passer  brusquement  d*une  valeur  k  une  autre, 
sans  Sire  susceplible  d^acqu^rir  les  valeurs  interm^dlaires. 

73.  L'expression  a'  peut  prendre  toutes  les  valeurs  posi- 
tives. II  r^sulte  de  la  continuUe  de  l'exprcssion  u',  que,  a  6lant 
posiiif^  et  X  variant  de  — oo  d  +oo ,  celte  expression  peut  prendre 
louies  les  valeurs  positives.  Pour  le  d^montrer,  nous  distinguerons^ 
deux  cas, 

1*  a  est  plus  grand  que  VunitS.  Les  puissances  enti^res  et  po- 
sitives de  a  forment  une  progression  croissante;  et,  par  suite 
(1, 361),  11  existe  toujours  un  exposant  assez  grand  pour  que  a* 
d^passc  toule  grandeur  assign6e  d'avance.  D*aiUeurs,  pour  x=0, 
a"{Jevient  Tunit^;  et,  par  consequent,  la  fonction  consid6r6e, 
pouvant  6lre  ^galc  h  runitS  et  k  un  nombre  aussi  grand  que 
ion  voudra,  peut acqu6rir,  en  vertu  de  la  coiitinuit6,  toutes  les 
valeurs  interm6diaires.  On  voil  done  que,  x  variant  de  0  5  -|-  oo^ 
a'  varie  de  1  ^  -|-  oo,  et  prend  toutes  les  valeurs  plus  grandes 
que  runit6. 

Si  Ton  donne  k  x  des  valeurs  negatives,  en  posant,  par 
exemple,  x=^ — m,  on  aura  : 


or* 


60  LIVRE  I. 

et  J  m  variant  de  0  &  -f-  go  Je  d^nominafeur  du  second  raembre 
prend  loules  les  valeurs  possibles  plus  grandcs  que  riinil6;  et, 
I  par  suite,  la  fraction  prendra  ioutes  les  valeurs  nioindres  que  1* 
On  voii  done  que*  x  variant  de  —  od  A  0,  a*  varic  de  0  &  1. 

U  est  c)air«  d  aiilcurs,  que  a*  ne  peut  pas  prendre  deux  fois  la 
mftme  valeur ;  car  si  Ton  avail,  par  exemple : 


on  en  conclurait : 


a'  =  a* 


1  =  —  =  ft"-' ; 


or,  la  puissance  z^ro  d'un  nombre  plus  grand  que  1  est  <Svidem- 
ment  la  seule  qui  soil  ^gale  k  runil6;  el  Ton  devrait  avoir : 

xs=iaf. 

2*  a  estplits  petit  que  I'uniti.  Posons  a= - ;  a'  sera  plus  grand 
que  Tuniti.  On  aura : 

a* 


Or,  d*apr6s  ce  qui  pr6c6de,  x  variant  de  0  ft  +<»,  a**  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles  supi^rieures  ft  Tunit^;  doncxi*  pren- 
dra 6videmnient  toutes  celles  qui  soul  moindres.  Puis,  x  variant 
de  0  ft  —  00,  a'*  prendra  toulcs  les  valeurs  moindres  queTunil^; 
el,  par  suite,  a*  prendra  ^videmment  toutes  celles  qui  sont  plus 
grandes  que  runil6.  En  sorte  que,  dans  ce  cas  encore,  a*  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  positives, 

$  III.  Propri6t68  g^ndrales  des  logarithmcs. 

74.  La  definition,  que  nous  avons  adoptee  (I,  572),  permel 
de  d6montrcr  les  propri^t^s  essentielles  des  lop:ariihincs;  mais, 
pour  leur  ^tude  plus  approfondie,  11  est  convenable  de  prendre 
un  autre  point  de  depart;  et  nous  adopterons  une  definition 
nouvelio. 
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75.  DiFiNmoif  DES  LOGARiTHMEs.  Lorsqu'oD  a  la  relation 

on  dit  que  x  est  Ic  logaritkme  du  nombre  6,  dans  le  syst6me  dont 
la  base  est  a ;  el  on  l*i6crit  ainsi : 

rcsslogt. 

Tout  nombre  positif  a  un  logarithme,  dans  le  syst6me  dont  la 
base  est  a,  et  n*eii  a  qu*un  seul ;  car  on  a  vu  (73)  (|ue,  quand  x 
crotl  par  degr6s  conlinus  de  — »  ^  -f-*.  ^*  passe  par  toutes 
les  yaleurs*positives,  et  ne  passe  qu'une  fois  par  chacune.  Les 
nonibrcs  n6gatirs  n*ont  pas  de  lognrilhmes  r^els. 

L'enscmblc  des  logarilhmes  des  difT^rents  noinbres,  corres- 
pendant  h  une  mftrne  base  a,  Forme  ce  que  Ton  nomme  un 
syitbme  de  logariUimes.  Les  logarilhmes  d*un  mSme  syst&me 
jouisscnt  de  propri^t6s  fort  importantes  que  nousalluns  d*abord 
d6raoDtrer.  Nous  supposons  toujours  la  base  posilivc. 

7G.  Te^ORJiME  L  Le  logarithme  du  produU  de  deux  nombres  est 
igal  a  la  somme  des  logariLhmes  de  ces  nombres. 

Solent,  en  effet,  xtiy  les  logarilhmes  des  nombres  he\e\ 
on  a  (78) :  • 

a'=zbj    a»  =  c; 

et,  en  multipliant  ces  deux  Equations  membre  k  membre  ; 

ar^9=.bc\ 

done  (a?  +  y)  est  le  logarithme  de  be ;  et  Ton  a : 

log  6c  =  log  6  + log  c. 

77.  Tk^or^mc  II.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres 
<s(  igal  a  la  difference  des  logaritlimes  de  ces  nombres. 

Soientt  en  effet, «  et  y  les  logarithmes  de  deux  nombres  6  el  c, 
on  a  (78) : 

a«  =  6,    a*=:c; 
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«t,  en  divisant  ces  deux  Equations  membre  k  membre 

a— »=-; 
c 

done  {x — y)  est  le  logarilhme  de  -;  et  Ton  a : 

c 

log  -  =  log  6  —  log  e. 
c 

78.  Theor^me  III.  Ix  logarithme  de  la  puissance  n^  iTun  nom- 
bre  est  igal^  quel  que  soil  n  {entier  ou  fractionnairef  posUifouivi' 
gatif),  au  produit  de  n  par  le  logarilhme  de  ce  nombre. 

Soit  X  le  logarithme  de  6 ;  on  a  : 

ar  =  b\ 
<]*o{i ,  en  ^levant  les  deux  membres  k  la  puissance  n : 

4onc  fix  est  le  logarithme  de  6*" ;  et  Ton  a : . 

log  b*  =  n  log  b. 

€e  lh6or^me  comprend  ^videmment  le  thfiorfeme  IV  (1,592) 
relaiif  nu  logarilhme  d*une  racine. 

79.  TH^ORfeME  IV.  Dans  un  sysihme  quelconque  de  logarilhmtSy 
Vuniie  a  pour  logarithme  zero,  et  la  base  du  systhine  a  pour  loga' 
rithme  l^unite. 

On  a  9  en  eiTet ,  quel  que  solt  a , 

a^=a, 

80.  TH^ORfeHE  V.  Lorsque  la  base  dCun  systbme  est  plus  gmnde 
que  rvnite,  les  nombres  plus  grands  que  runite  onl  des  logariOimes 
pcsili/s,  ct  les  nombres  moindres  que  t*uniti  ont  des  logariihmes  ne- 
gati/s.  Le  coutraire  a  lieUf  lorsque  la  base  est  moindre  que  tunUe. 

On  a  vu ,  en  effet  (G8) ,  que  les  puissances  positives  d'un  nom* 
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bre,  plus  grand  que  I'unite,  sont  plus  grandes  que  Tunit^,  et  ses 
puissances  negatives  sonl  moindres  que  runil^.  Le  contraire  a 
lieu  pour  les  puissances  des  nombres  moindres  que  Fuuil^.  Si 
done  a  est  plus  grand  que  l'uni(6,  T^quation 

eiige  queo?,  c'est-ii-dire  log  6,  soit  positif,  si  b  est  plus  grand 
que  runit^y  et  n^gatif,  dans  le  cas  contraire. 

Si,  au  contraire,  a  est  moindre  que  I'unit^,  T^quation 

a'=b 

exige  que  x^  cVst-k-dire  log^,  soil  n^galif,  si  b  est  plus  grand 
que  Tunit^ ,  et  positif ,  dans  le  cas  contraire. 

81.  Remarque.  Les  nombres  n^gatirs  n*ont  pas  de  loga- 
rithmes;  car  les  puissances,  positives  ou  negatives,  d*une  base 
positive,  sont  toutes  positives. 

%  lY.  Identit6  des  logarithmes  algdbriques  et  arithm^tiques. 

82.  Remarque.  II  est  essential  de  d^montrer  que  les  loga- 
rithmes, tels  que  nous  les  nvons  d^finis,  ne  difl6rent  pas  de 
ceux  que  Ton  consid^re  en  arithmi^tique,  et  qui  naisseut  de  la 
consideration  de  deux  progressions. 

85.  Les  logarithmes  alg^brtques  rentrent  dans  les  sts* 
liiiEs  coNsiD^R^s  EN  ARiTHU^TiQUE.  Si  I'ou  cousid^rc,  cu  cfTet, 
des  nombres  en  progression  par  quotient,  commenfant  par 
J  unit6  : 

«  I :  ^ :  ^* :  9* :  ^ :  ?• : . . . .g* :  <r*S 

et  que  Ton  nomme  x  le  logarithme  de  q,  les  logarithmes  des 
diff6rents  tcrmes  de  cctte  progression  seront  (70) : 

0,  a?,  2a?,  3a?,  ....,  nj?,  (n-}-l)a?; 

•    « 
^\i\^\  quand  des  nombres  sont  en  progression  peer  quotient,  com- 

^ngnnt  part*unil6,  leurs  lognrilhmes  (78)  forment  une  progression 

^irUhmdtiqne  commengant  par  0, 

Svmaintenant  on  insure  un  nombre  k  de  moyens  entre  les 
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\  tcrmes  cons^cutifs  des  deux  progressions,  on  dit,  en  arithm^ 
tique,  qae  les  termes  irurodkdts  par  i&,  dans  la  progression  par 
dijferenee,  sont  les  logarithmes  des  Urmet  correspondantSj  dans  la 
progression  par  quoUent^  Or  nous  allons  voir  que  les  consequences 
de  celte  d^linition  sont  d'accord  avec  celle  que  nous  donoons  en 
alg^bre  (75). 

&U  en  cffei,  nons  insirons  k  moyens  entre  les  lerroes  9",  ^'*'S 
de  la  progression  par  quotient,  et  k  moyens  enire  les  tcnnes  rwy 
(n+l)j7,  de  la  progression  par  difTerGiice,  les  raisons  des  pro- 
grcsbions  Tonn^es  par  ces  mojcns  seront 

^'''    ft+T' 

et  le  p**  moyen  sera,  dans  la  progression  par  qaolient, 
et  dans  la  progression  par  difKrence, 


nx 


+K*f-i)- 


Mais  on  a  :  9*  X  (  V^/  =  9*'^i?i  y 

et,  puisque  x  est,  par  hypolli^se,  le  logarilhmc  de  g ,  le  second 
de  ces  nombres  est  bien  (78)  le  logarithme  du  premier. 

Ainsi,  lorsqu*on  insbre  un  mSme  nombre  de  moyens  dans  les  deux 
progressions,  les  termes  introduils  dans  la  progression  par  di/ference 
sont  les  logarithmes  (78)  des  tennes  correspondants  de  la  progression 
par  quotient. 

84.  R^ciPROQUE.  Nous  venons  de  voir  qu'un  systfemc  de  lo- 
gariihmes,  lei  que  nous  Tavons  d6fini  (78),  peut  loujours  r6- 
suUer  de  la  consideration  dc  deux  progressions  convenaljleinent 
choisie$,  et  rentre  ainsi  dans  les  syslinics  consid6r6s  en  arith- 
m^lique.  On  peut  faipc  voir  aussi  que  U  systhms  de  hgarilhmes. 
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difini  par  deux  progressions  qudcanques,  satis  fait  toujour s  &  la 
definition  donnie  (7tt). 

Soit,  en  effet,  le  syst&me  d^flni  par  les  deux  progressions : 

*>  ?»  9»»»»»    Hf  •  • • • 

Posons  9*=P»    w5=Y, 

7  6tant  le  logarithme  de  p ;  on  tire  de  la  seconde  de  ces  Equa- 
tions: 

et,  en  remettant  cette  valeur  dans  la  preml&re, 

g^=p,    ou   {^)=P 

T  est  done  Texposant  de  la  puissance,  h  laquelle  il  fout  Clever  la 

base  iixe  9$ ,  pour  reproduire  le  nombre  P;y  est  done  le  loga- 
rithme de  p  pris,  d'apris  notre  nouvelle  definition,  dans  le 

systime  dont  la  base  est  9$. 

%  y.  Des  divers  syst^mesde  logarithmes. 

S6.  Comment  on  passe  d*un  syst£me  a  un  autre.  Le  nom- 
bre a,  dont  les  puissances  servent  k  former  tous  les  nombres, 
se  nomme  la  base  du  systfeme  de  logarithmes  que  Ton  consid^re. 
Si  Ton  change  de  base,  tous  les  logarithmes  changcnt;  mais  il 
i.'st  facile  de  voir  qn'Us  conservent  des  valeurs  proportionnellesj  et 
se  muUiplient  tous  par  un  mime  facteur^  que  Von  nomme  module 
du  nouveau  systime  par  rapport  au  premier, 

Soient  a  et  a'  deux  bases  quelconques,  x  et  x'  les  logarithmes 
d'un  m£me  nombre  b  dans  les  deux  syst^mes,  de  sorte  que  Ton 
ait: 

[1]  a'  =  6, 

Alg.  sp«  B.  5 
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Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres  de  la  premiere 
Equation,  dans  le  syst^me  dont  la  base  est  a';  nous  aurons  : 

[3]  xl^'d  =  l^»b, 

le  signe  l^  d6signant  le  logarithme  d'un  nombre  dans  le 
syst^me  dont  la  base  est  a  .  Or,  si  on  se  rappelle  que  x  est  le  lo* 
garithme  de  b  dans  le  syst^me  dont  la  base  est  a,  I'^quation  [3] 
prouve  que  les  deux  logaritbmes  du  nombre  b^  dans  les  sys- 
times  dont  les  bases  sont  a'  et  a,  ont  pour  rapport  le  nombre 
constant /«<a. 

On  aurait  pu,  ^galement,  prendre  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  I'^quation  [2] ,  en  operant  cette  fois  dans  le  systime 
dont  la  base  est  a;  on  aurait  eu  alors  : 

x'lad' = IJb' 

Done  le  rapport  des  deux  logarithmes  du  nombre  b,  pris,  res- 
pectivementy  dans  les  syst^mes  dont  les  bases  sont  a'  et  a,  est 

—7.  Nous  avions  trouv69  plus  haut>  que  ce  m6me  rapport  est 

U.a.  Pour  que  ces  deux  risultats  coincident,  il  faut  que  Ton  ait 

Or,  cette  6galit6  est  fevidente ;  si  Ton  pose,  en  effet  v 

on  a,  par  definition,  a»  =  a\ 

Remettant,  dans  la  seconde  Equation,  la  valeur  de  a'  fournie  par 
la  premiere,  il  vient : 

(a»)'  =  a»*  =  a. 

Done  on  doit  avoir  ;  2/5=1- 

86.  Logarithmes  n6periens.  Les  logarithmes  ont  6t6  d^cou- 
verts,  au  commencement  du  dix-septieme  sieclcp  par  J  Mper^ 
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baron  ^cossais.  La  base  de  son  syst^me  est  le  nombre  incom- 
mensurable e,  que  nous  avons  d^Oni  (27).  Ges  logarithmes  se 
nomment  logarithmes  nipiriens,  et  on  les  d^signe  par  la  lettre  L. 
Callet  les  a  inscrits,  dans  ses  tables,  sous  le  nom  de  logarithmes 
hyperboliques.  Ge  sont  eux  qui  se  pr^sentent  le  plus  naturelle^ 
ment  dans  Tanalyse  math^matique. 
Gonsid^rous  les  deux  progressions  : 


Hi:  i+a:(i  +  «)':  (i+a)*: :(!+<: 

■f  0  .      p     .    2p        .      3  p     mp     . 


a  el  p  ^tant  excessivement  peiits,  aGn  que  les  termes  croissent 
tr^s-lentement,  et  que  Ton  puisse  regarder  tons  les  nombres 
comme  faisant  partie  de  la  progression  par  quotient.  On  pent 
d^finir  le  syst^me  de  logarithmes,  en  donnant  la  limite  vers  la- 

quelle  tend  le  rapport  -,  quand  a  et  p  tendent  simul(an<iment 

(X 

vers  z^ro.  N^per  supposa  cette  limite  egale  k  I.  Dans  cette hypo- 
Ihfese,  les  deux  progressions  sont : 

«  I  :(i  +  a):(i4-a)»:(i  +  a)*: :(i+a)«: 

•f  0 .       a        ,       2  a    .    3  a         m  a 


.  •  •  •  • 


Si  la  base  est  (1  +  «)*»  son.logarilhme  wia  est  6gal  k  runit6, 

1  /        l\"* 

par  suit^  a  =  — ,  et  la  base  devient  ( 1  -| — j  .Siatendversz6ro, 

m  crolt  sans  limite,  et  Texpression  n  -j — j  converge  (85)  vers 

le  nombre  e,  base  du  systfeme  n6p^rien. 

87.  Logarithmes  vulgaikes.  Les  logarithmes  n^p^riens  ne  se 
pr^tent  pas  commod^ment  aux  calculs  numeriques,  parce  que  la 
base  est  incommensurable.  Aussi,  quelques  ann6es  apr^sla  pu- 
blication de  N6per,  on  construisit  une  nouvelle  table  de  loga- 
rithmes, dits  logarithmes  vulgaires,  dont  la  base  est  10.  Ge  sont 
ces  logarithmes,  dont  nous  avons,  dans  la  premiere  partie, 
expliqu6  les  usages  et  d^veloppd  les  applications.  On  les  d£- 
signe  par  le  signe  log. 
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Si  Ton  appelle  xeiy  les  logarithmes  d'un  m6me  nombre  dans 
le  systime  n^p^rien  et  dans  le  syst&me  vulgaire,  on  a : 

e*=lO»; 
d'od,  prenant  les  logarithmes  dans  le  premier  s jst6me,  on  tire : 

a?=yL.IO,    ou    y=j— a?. 

Ainsi>  pour  obtenir  les  logarithmes  des  nombres  dans  h  systhme 
vulgairej  on  multiplie  les  logarithmes  nSpiriens  des  mimes  nombres 
par  rinverse  du  logarithme  nipirien  de  la  nouveUe  base,  G'est  ce 

Tacteur  7-77: 9  que  Ton  nomme  sp^cialement  module  da  systime 

Tulgaire.  En  le  d^signant  par  la  lettre  H,  on  a  : 

y  =  M  a?. 

Si  Ton  avait  pris  les  logarithmes  des  deux  nombres  dans  le 
systhme  vulgaire,  on  etit  eu  : 

a;  log  e  =  y. 

Done  M=log.6. 

88.  LoGARiTHHEs  N^GATiFS.  Lorsque,  dans  T^quation 

le  nombre  b  est  moindre  que  Tuniti,  a  6tant  plus  grand  que  1, 
son  logarithme  x  est  n^gatif :  car  on  a  vu  (73)^  que  e'est  en  fai- 
saut  varier  a;  de  0  &  —  00 ,  que  Ton  fait  prendre  h  a'  les  valeurs 
comprises  entre  0  et  1.  Ainsi :  les  nombres  mmndres  qwVuniti 
ont  des  logarithmes  nigatifs.  Ges  logarithmes  jouissent  de  toutes 
les  propri^l^s  d£montr6es  plus  haut  (76,  etc.);  car  on  n*a  fait 
jusqu'ici  aucune  hypoth^se  sur  le  signe  des  nombres  consid6r6s. 
On  remarquera  seulement  que  les  logarithmes  nigatifs  ne  sont 
pas  directement  fournis  par  les  tables.  Mais  leur  determination 
n'offrira  pas  pour  cela  plus  de  difiicultis.  Supposons,  en  efTot, 
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que  le  oombre  6,  plus  petit  que  Tunit^^  soit  doim6  sous  forme 
d'une  fraction  — ,on  aura  : 

log  -  =  log  m — log  n =— (logn — logm) ; 

et,  par  suite,  le  logarithme  n£gatif  s'obtiendra  par  une  soustrac- 
tion. 

Hais  les  logarithmes  nigatifs  ne  sont  d'aucun  usage;  et  il  est 
facile,  lorsque  Ton  en  rencontre,  de  les  preparer,  de  mani^re 
que  leur  caract^ristique  seule  soit  nigatiye.  On  a,  en  efiet,  par 
exemple : 

—  3,4582764  =  4  —  3,4582764—4  =  4,5417236; 

c'est-&-dire  que  Von  augmente  (Pune  uniU  la  caractiristique^  onla 
prend  avec  le  signe — ,  et  Von  remplace  la  partie  didmale  par  wn 
compUmen:  (^,Ali). 


YI.  Resolution  des  Equations  expoaentielles. 

89.  DEFINITION.  On  appelle  iquation  ea^onentieUe  une  Equation 

de  la  forme 

ar=b, 

dans  laquelle  a  et  (  sont  deux  nombres  positifs  donnas.  R6sou* 
dre  r^quation,  c*est  trouver  la  valeur  de  w,  pour  laquelle  elle  est 
satisfaite. 

90.  RESOLUTION  DS  l'Equation  o^  =  b.  Pour  trouvcr  cette  va- 
leur de  X,  il  suffit  de  prendre  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  r^quation.  On  aura  ainsi : 

0?  log  a  =  log  fr, 

•4^  log  ^ 

et,  par  suite,  ^=1^- 

La  base  du  syst&me,  dans  lequel  les  logarithmes  sont  calculus, 
est  arbitraire.  Gela  n'a,  d'ailieurs,  aucunc  influence  sur  le  r^sul- 
tat :  car  on  a  TU  (85),  qu*en  passant  d*un  syst&me  k  un  autre, 
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on  doit  multiplier  tous  les  logarilhmes  par  un  mtme  nombre; 
ef,  par  suite,  le  rapport  p-^  n'est  pas  chang6. 

91.  RfeoLUTioN  DE  L*EQUATioN  a*^  =  c.  On  pcut  r^soudre,  par 

Ics  mCmes  proc6d6s,  r^qualion  a**  =  c,  dans  laquelle  a,  6,  c, 
sont  dcs  nombres  positifs  donnas.  Gar,  en  prenant  les  logarith- 
iiies  des  deux  membres,  on  a  : 

t^ = !^^ 

log  a 

Pour  que  la  solution  existe,  il  faut  que  log  a  et  log  c  soient  de 
m6me  signe  :  on  peut  alors  Ics  supposer  positifs;  et  prcnanf, 
une  seconde  fois,  Ics  logarilhmes,  on  a  : 

^__log]ogf  —  loglogg 
""  log  b 


§  VII  Remarques  sur  les  questions  d*int6r6t« 

02.  Nous  avons  expos6  compl6tement,  dans  la  prcmifere  par- 
tie,  les  applications  de  la  th6orie  des  logarilhmes  aux  questions 
d*int6r6ts  composes.  Nous  n'y  reviendrons  pas  ici;  etnous  nous 
bornerons  k  la  remarque  suivante. 

On  a  d6montr^,  qu'unesouime  A,  plac^e  &  int6r£ts  composes, 
devient,  apr^s  n  ann^es, 

A  (1  -}-  r)\ 

Les  conventions,  faites  sur  les  exposants  n^gatifs  et  fraction- 
naires,  permeltent,  maintenant,  de  g6n6raliser  celte  formule. 

Si  n  est  fractionnaire  el  repr6senl6  par  -,  supposons  que  Von 

itende  le  principe  des  int6rits  composis  aux  fractions  d^annie;  et 

nommons  a?,  ce  que  rapporle  I  franc,  pendant  -  d'annte. 

1  franc  rapportant  x  aprfes  -  d'ann6e,  devient,  au  bout  de  cc 

temps,  (1  +  a;) ;  et  une  somme  quelconque,  plac6c  pendant  lo 
mSme  temps,  se  muliipliera  par  (1  H-a?).  Si  done  on  place  1  franc 
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pendant  -  d'annie,  c'est-&-dire  pendant  une  ann6e  entiire,  il 

sc  muKipliera  q fois  par  (1  +a?)  ou  par  (1  +^)';  et,  comnie  d'ail- 
lears  il  doit  devenir  1  +^>  on  a : 

(l+x)^  =  l+r; 

t 
d'oi  I'on  d6duit :  1  +a7=(l  -\-r)\ 

Et  il  eiU  ferident  que  1  franc,  plac6  pendant  -  ann6e,  se  mul- 

t 
liplierapar  (l-^-xy^  c'est-k-dire  par  (1  +  ^)'>  et  que,  par  suite, 

une  somme  quelconque  A  deviendra 

A(l+r)'; 

cc  qui  est  conforme  au  r6sullat  6nonc6. 

2*  Si  n  est  n^gatif,  nous  envisagerons  la  question  de  la  ma- 
ni6re  suivantc  : 

Une  somme  vaut  aujourd'hui  A;  elle  eslplacie  depuis  un  temps 
ind6iermifi6  :  comhien  valait-elky  ily  au  anndes? 

Si  Ton  d6signe  par  X  la  valeur  inconnue,  cette  somme,  pla- 
c6e  pendant  n  ann6es,  est  devenue  A;  par  suite,  d'aprfes  ce  qui 
pr6cede : 

A  =  X(l  +  r)^ 

tfoii  I'on  d6duit :  X  =  A  (1  +rr'''\ 

ce  qui  est  encore  conforme  k  la  formule  donn^e  plus  haut. 

r£sxjm£. 

66.  Des  expodants  incommensurables.  —  67, 68, 69,  70.  Lemmas  sur  les 
puissances  commensurables.  —  Definilion  rigoureuse  de  a«,  quand 
X  est  incommensurable.  —  72.  La  function  a*  estconlinue.  —  73.  Lors- 
qoe  X  varie  de — oo  h  -{-co^  a  6tant  positif,  a'  prend  toutes  les  valears 
positives,  et  ne  prend  ohacune  qu*ane  seule  fois.  —  74,  78.  Nolivelle 
<J6finition  des  logarilhmes.  — 76.  Logarilhme  d'un  produil.  —  77.  Lo- 
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garithroe  d*un  quotient.  —  78.  Logarithme  d'une  paissance.  — 
79.  Logarilhme  de  1,  et  logarithme  de  la  base.  —  80.  Nombres  qui  ont 
des  logarithmes  posiiifs,  et  nombres  qui  out  dea  logarithmea  n^gaUfs. 
—  81.  Lea  nombres  n^gatifs  n'ontpaa  de  logarithmea.  —  82.  Re* 
marque.  —  83.  Si  des  nombres  sent  en  progression  par  quotient ,  leurs 
logarithmes  sont  en  progression  par  difference.  Gas  oil  Ton  ins^  de 
nouveaux  termes  dans  les  progressions.  —  84.  Les  logarithmes,  d^nis 
dans  la  premiere  partle,  sont  les  m^mes  que  ceux  qui  rfeultent  de  la 
definition  nouvelle.  —  8S.  Comment  on  peut  passer  d'un  ayst^me  k  on 
autre.  —  86.  Logarithmes  ndp^riens  :  leur  base.  —  87.  Logarithmes 
yulgaires ;  leur  module.  —  88.  Logarithmes  ndgatifs.  —  89.  D^finitioD 
de  r^quation  exponentielle.  —  90.  Resolution  de  l'6quation  a^=6.  — 

m .  Resolution  de  requation  a**=c.  — 92.  Generalisation  des  formules 
relatives  aux  questions  d'interdt. 

EXERCIGES. 

I.  Resoudre  les  equations  : 

On  trouve :  «=  (^^  ^,      y  =  (^'^ 

II.  Resoudre  les  equations  : 

af=y-,       f)-=5^ 

II.  Resoudre  requation  : 

^    -  4log5+2logll— log7 

On  trouve  :  ^ — ^  .°  .     - — ~ — r-rr — rr« 

Jlog3  +  31og5— log?  +log  11 

IV.  Resoudre  requation  : 


On  trouve  : 


««>6.  ^^tog  (a-6) 

log(a+6)' 
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V.  R6soudre  rSquation : 

5^1  +  5-1  — 5*-»  +  5--4 = 4739. 

^    ^  .  .  log4739— log3146 

On  trouye  :  «=4  +  — ^ — .      ,    • 

logs 

VI.  R^soudre  Tdquation  : 

3«*-<»*»=noo. 

Ontrouve:  -^^V/Wt' 

YII.  R^udre  T^quation  : 

7^'— 6. 7'+ 5=0. 

On  ram&ne  la  r6solution  h  celle  des  ^uations  : 

7'=1,      7'=5. 
ym.  R6soudre  T^quation  : 


Ontrouve  : 


V  log  a 


CHAPITRE  IV. 

VERIFICATION  DES  FORMULES  B'ALGERRE. 

S  I.  Conditions  d*identit6  de  deui  polynomes. 

93.  Lemme.  Lorsqu'un  polynonie  est  ordonni  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  (Tune  variable  x,  on  peut  donner  a  cette  va- 
riable une  fflfet/r,  positive  ou  negative,  assez  petite  numeriquement^ 
pour  que,  pour  cette  valeur  et  pour  toutes  les  valeurs  infcrieures.lc 
polynome  prenne  et  conserve  le  signe  de  son  premier  terme, 

Soity  en  efTet,  le  polynome : 

Aaf' + Baj**  +  Gx'  + .. ..  +  llaf, 

dans  lequel  les  exposants  m,  n,  p, ....  I,  yont  en  augmentant. 
On  peut  i'dcrire  sous  la  forme  : 

Ax-^l  +  ?a?'^"'  +  ^a'-4.....  +  ?a^"V 

Or,  si  Ton  donne  i  x  une  valeur  trts -petite,  chacun  des  termes, 
qui  suivent  Tunit^  dans  la  parenthese,  prend  une  valeur  trSs- 
pelite ,  puisque  les  exposants  sont  posilifs ;  et ,  comme  leur 
nombre  est  Cni,  la  quantity,  renferm^e  entre  parenlhfeses,  dif- 
ftre  Ires-peu  de  Funitfi.  Le  polynome  prend  done  une  valeur  de 
mfeme  signe  que  Arc* ;  et  il  conserve  ce  signe  pour  toutes  les 
valeurs  inf6rieures  de  x. 

94.  TH^ORfeME  I.  Deux  polynomes,  rationnels  et  entiers  en  x,  n« 
peuvent  itre  4gaux,  quelle  que  soit  la  valeur  attribute  a  x,  que  s^Us 
sont  composes  identiquement  des  mimes  termes. 

Soient,  en  eflet,  les  deux  polynomes ,  ordonn6s  par  rapport 
hx. 

[1]'       Par+P4a?"-*  +  Pja;--'  +  ....  +  P«.,a;  +  P«, 
[2]         0^"  +  0ia?»-*  +  Q,a;'^-»  +  ....  +  0n-iX  +  0,. 
Si  les  deux  polynomes  [1]  et  [2]  doivent  fitrc  figaux,  quel  que 
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soitfl?,  ilsle  seronl,  en  parliculicr,  par  rr=  0;  et  par  cons6- 
quent,  on  doit  avoir  ?«» =  Q..  En  supprimant  ces  deux  termes 
communs,  les  deux  reslcs  seront  encore  6gaux;  et  leur  difie* 
rence  devra  6tre  nuUe,  quel  que  soit  x.  Or  celte  dlfKrence,  or- 
donn^e  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  re,  a  pour 
premier  terme  (P^-j  — On-i)a?.  Si  ce  terme  n'6lait  pas  nul,  on 
ponrrait,  d'aprfesle  lemme,  prendre  x  assez  petit,  pour  qu'il 
donndt  son  signe  k  la  .diff6rence ;  celle-ci  ne  serait  done  pas 
nuUe  pour  cetle  valeur  de  x.  Done  P«-i=Q»_i.  En  supprimant 
les  deux  termes  6gaux  du  premier  degr6 ,  on  verra  de  m6me, 
que  la  difference  commencera  par  un  terme  du  second  degr6 
(P«-t— 0»-i)a?*,  qui  devra  filre  nul  h  son  tour.  Et,  en  conti- 
nuant, on  concluera  que  les  termes  doivent  6tre,  dans  les  deux 
polynomes,  les  m6mes  et  en  m6me  nombre. 

98.  Tu£orI:me  II.  Deux  polynomes  entiers  et  rationnels,  quiren- 
ferment  un  nombre  quelconque  de  lettres  arbitraires ,  et  ind^en- 
dantes  les  unes  des  autres  y  ne  peuvent  tire  igaux ,  que  s'ils  sont 
composes  identiquement  des  mimes  termes. 

Pour  etablir  ce  th6orfeme,  il  sufflt  de  montrer  que,  si  la  pro- 
posilion  est  vraie  pour  deux  polynomes  renfermanl  n  letlns 
arbitraires,  ellele  sera  aussi  pour  deux  polynomes  qui  en  con- 
tiendraient  (n+1).  Consid^rons,  pour  cela,  deux  polynomes 
renferraant  (n+1)  lettres,  a?,  y,  z,  u,  v,....p;  ordonnons-les 
l*un  et  I'autre,  par  rapport  k  Tune  de  ces  lettres,  x  par  exemple ; 
ils  prendront  la  forme  : 


[1]  A,a;«  + Aia?«-*  +  A,a?"^+ ....  +A«, 

[2]  B«a?"  +  B^aj'*-*  +  Bjo;  ""*+....  +  B« ; 

^1)  Ai,  A,,....A«,  B«,  Bi,  B,,....Bn,  conlcnant  les  n  variables, 
V)  2i  t*,  v,....p.  Les  polynomes  [1]  et  [2]  6tant  6gaux,  quel  que 
soil  a?,  on  doit  avoir  (94) : 

[3]       m=n,  A»  =  Bo,  Ai^Bj,  A,=  Bi,....A«=B,. 

Or  le  th^orfeme  est  admis  pour  le  cas  de  n  variables;  done  les 
^galit^s  [4]  exigent  que  les  polynomes  At  et  Bo,  Ai  et  Bi,.... 
K  et  B»  soient  fespectivement  composes  des  m6mes  termes;  et 
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que,  par  consequent,  les  polynomes  [1]  ef  [2]  soient  identique- 
mentlesmfimes. 


S  II.  Y^ri6cation  do  r6galit6  de  deux  ezpressioos  alg^briqoes. 

00.  Gas  ot  toutes  les  QUANTiiis  arbitraires  sont  II^>£pE^- 
DANTES  LES  uNEs  DES  AUTRES.  D*apr6s  le  thtorftnie  prdcMent, 
pour  verifier  une  Equation  entre  quantitis  arbitraires,  il  suffit 
d'en  faire  disparaltre  les  radicaux  et  les  denominaleurs,  et  de 
constater  que  les  deux  membres  sont  composes  identiquement 
des  mdmes  termes. 

Si  cela  n'a  pas  lieu ,  on  pent  affirmer  que  r^galite  propose 
n'est  pas  exacte  pour  toutes  les  valeors  des  lettres  qa*elle  ren- 
ferme. 

07.  Gas  o4  les  quantit^s  arbitraires  ne  sont  pas  TOirrEs 
iND^PEND ANTES.  LoTsque  r^galite  n'a  lieu  qu'en  Tertu  de  cer- 
taines  relations  entre  les  lettres  qui  y  sont  contenues ,  il  faoi, 
pour  la  verifier,  exprimer,  au  moyen  de  ces  relations,  un  certain 
nombre  de  lettres  en  fonction  de  celles  que  Ton  pent  considerer 
comme  arbitraires,  et  sabstituer  ces  valeurs  dans  I'equation 
proposee.  Apr^s  la  substitution,  requation  rentrera  dans  le  cas 
precedent. 

S  III.  Application  k  quelques  problftmes. 

08.  Probl&me  I.  Examiner  si  les  iquations 

entratnent  la  suivante : 

[3]  cc,Cj-f-YYiYi  =  0. 

On  a  ici  deux  relations  [1  ]  et  [2]  entre  les  six  quantites  c,  «i,  c^r 
Y>  Tt>  Ti»  0^  ^^^^  ^^^^  ^^  ^i^^r  les  valeurs  de  deux  de  ces  six 
quantites  en  fonction  des  quatre  autres.  On  en  tire  de  requa- 
tion  [1] : 

[4]  ,='2hi:z^. 

Yi 
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On  lire  de  [2] : 

CiCt 

Yi  =  ^2— — » 
00,  en  rempla$ant  y  P&r  la  valeur  [4] : 

Tt — c 

ou: 

CCt 


[5]  Y.  =  - 


Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  T^galit^  k  verifier  [3j,  on  a  : 

ce  qui  devient  une  identity ,  quand  on  supprime  le  facteur 
(Ti— e)Yi  commun  au  numirateur  et  au  d^nominateur  du  se- 
cond terme. 

W.  PiiOBii:ME  IL  Examiner  si  VigaliU 

ad — be  ac  —  bd 


f^l  a— b  — c  +  d""a— b+c— d' 

mraint  VigaliU 
m  ac — bd  a+b+c  +  d 

^J  a-b  +  e— d"  4 

n  fauty  conformimeut  k  la  mdthode  'ndiqu^e,  d^duire  de  !'£- 
galit6  [I]  la  valeur  de  I'une  des  quatre  lettres  qu'elle  renferme, 
ct  substituer  cette  valeur  dans  T^quation  [2]^  qui  dOit  alors  de- 
venir  identique. 

Si  I'on  chasse  les  dinominateurs  de  I'^quation  [1],  ii  vient : 

i=a^c  —  ac  (6  +  c  — dj  — aM+  W(6+ c  — d), 
OU)  en  riunissant  les  termes  en  a,  et  riduisant : 
[3]  a«(d— c>— a((P— c*)— 6*(d— c)  +  6((P— c»)  =  0. 
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Si  Ton  divise  tous  les  termes  par  {d  —  c),  il  vient : 

a''  — a(dH-c)  — 6«  +  6(d  +  c)  =  0, 
ce  qui  peut  s'6crire  : 

[4]  a»  — 6»  — (a  — 6)(c+ri)  =  o, 

ou,  en  divisant  par  (a  —  6) : 

a  +  6  — c  —  d  =  0, 
c'csl-i-dire :  a  =  c  +  d  —  b. 

Si  I'on  remet  cette  valeur  dans  I'iquation  [2],  elle  devient : 

c'  +  cd— c&— 6d__2g  +  2d 
2(?  — 26         ""      4      * 

{c-b){c+d)_c  +  d 

ce  qui  a  lieu  identiquement. 

Remarque.  Nous  avons  supprim6,  dans  les  Equations  [3]  ct 
[4],  les  facteurs  (d — c)  et  (a  —  6).  Le  r^suUat  n'est  done  appli- 
cable que  dans  le  cas  oil  ces  deux  differences  ne  sont  pas  nulles. 
On  peut  v6rifier,  en  effet,  que  pour  a  =  6  comine  pour  c-^d, 
r^quatiqn  [1]  devient  identique,  et  ne  peut,  par  suite,  entrafaer 
aucune  consequence. 

RESUMfl. 

93.  Lemme  sur  la  valeur  etie  signe  d*un  polynome,  lorsqu'on  donned  1^ 
variable  une  valeur  Ir^s-petile.  —  84.  Th6or^me  sur  les  cooditioQs 
d'^galite  de  deux  polynomes  conlenant  une  leltre  arbitraire.  —  £^' 
tension  de  ce  Iheordme  au  cas  ob.  les  deux  polynomes  renfermentua 
nombre  quelconque  de  leltrcs  arbilraires.  —  06.  Moyen  de  verifier  une 
Equation  entre  diverses  quanlites  arbilraires.  —  97.  Cas  ou  ces  quaa* 
tilds  arbilraires  sont  li^es  par  certaines  relations.  —  98,  09.  Applica- 
tion k  quelques  problemes. 
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exekcices. 

I.  Verifier  que  les  deux  Equations  : 

entialoent  la  suivante  : 

II.  V^rider  que  les  deux  Equations  : 

1     1     «> 
a+e=2b,      5+5=f, 

eDtratnent  la  proportion  :  b~w- 

III.  Y^riOer  que  le  Toluine  d*uii  segment  sph6rique  k  deux  bases, 

|itH3  +  l7tH(R^+r»), 

est  la  difT^rence  de  deux  segments  spheriques  k  une  base^  ayaut  R  et  r  pour 
layons  de  bases,  c'est-4-dire ,  qu'il  est  6gal  k 

B!  et  hf  satisfaisant  aux  conditions  que  la  g6om6trie  indiqu  i  facilement : 

p  6tant  le  rayon  de  la  sphere. 
On  applique,  pour  ces  trois  exercices,  la  m^thode  gSn^rale  (09). 

IV.  Verifier,  que,  si  Ton  a  : 

A_B_C_p 

a""6~c"~d' 
on  a  aussi : 

^Aa  +  v'Eb  +  v'cc+  yjhd=  v/(A  +  B  +  G+I))^a  +  6  +  c4-d). 

V.  Si  l*on  d^signe  par  S«  la  somme  des  m  premiers  termes  d'une  progression 
par  quotient,  dont  q  est  la  raison,  verifier  que  la  somme  des  produits,  deux  k 

deux,  de  ces  m  premiers  termes  est  — r-;  S«S»-i. 

q  +  1 

On  s'appuie  sur  cctte  proposition,  que  la  somme  des  produits  deux  k  deux  est 
la  moitii  de  la  diff^rince  entre  le  carr^  de  la  summe  et  la  somme  des  carr6s. 
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VI.  Si  Ton  consid^re  la  suite  des  nombres 

Ii  2)  Of  Ot  S|  13y  2i|  43<*>*f 

dans  laquelle  chaque  terme  est  la  somme  des  deux  pr6c6deats :  pronrer  que  la 
difference  entre  le  carr6  d'un  terme  et  le  produit  de  ceuz  qui  le  oomprecnent, 
est,  en  valeur  absolue,  6gale  k  Tunit^. 

On  prouve  que  cette  diffdrence  a  une  valeur  absolue  constante. 

VII.  verifier  que  r^quation 

entralne  la  suivante  :  - — '=z — r 

On  cbercbe  &  rendre  rationnelle  r^quation  donnte,  et  i  decomposer  ses  deux 
membres  en  facteurs. 

VIII.  Ddmontrer  que  les  six  equations 

«'  +  P>  4-  T*  =  1,  ot'a*  +  P'P" + y'y'=0, 

a'»+P'»-VY^=l,  oto'+pp'  +YT'=0, 

a»a+  p»2+Y''*=l,  oa"  +  PP*'  ^vf  =0, 
entralnent  les  7  equations  suivantes  : 

9}  +  a"  +  9."^=^  1 ,  ap  +  «'P' + a'p»=0, 

P'  +  P"  +  P'''=  1,  ay  +  aY+  aY=0, 

T»+f'  +  T^=l,  Py+PY+PY=o, 

a'a^a*^  +  P^P'^P*' + yY't'^  =  «^P  V  +  a^PV*  +  a"'?*^- 

On  resout  egalement  ces  exercices^  en  posant : 

pfl/+py+pV=y, 

Y«  +Y'y'  +  Y'^=X, 

et  en  cherchant  &  obtenir,  de  deux  manieres,  en  vertu  des  relations  donnees, 
la  somme  a^-^y^-\-%!^,  en  re,  y,  s.  Pour  la  derni^re  verification,  on  cherche 
a  deduire  des  relations  donnees  une  valeur  de  a'a''a'^  +  p^p'^p*' + tY^Y^  r  ^  ^ 
ch  ange  pas,  quand  on  y  change  a'  en  p,  a''  en  y  et  p'  en  y. 
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1  1  1 '  1 

IX.  L'dquation  — j^ +r-r- = -tt—  +  irr- 

ne  peat  avoir  lieu,  quel  que  soit  »,  que  si  a  et  5  sont  respectivement  Sgaux  k 
a'  et  y. 

X.  Dimontrer  que  I*^quation 

a  a' 


nepeut  avoir  lieu,  quel  que  soit  x,  que  si  l*on  a :  a=a',  &=&'. 
On  applique^  pour  ces  deux  ezercices,  le  th6or&me  (94} . 
XI.  y^rifier  que  les  quatre  Equations 

a'ot + 5'c'=  PY»         Ty' + ce^=aibt « 

entralnent  la  suivante  : 

a,bie,=aa'ai  +  6y  &i + cc'ci  +  abc  -f  o'b'c'. 

On  obtient  ce  r^ultat,  en  iliminant  p,  P',  yt  i  entre  les  Equations  propo* 
t^es. 


Alg.  sp.  B.  ^ 


CHAPITRE  Y. 

VETDODE  DES  COEFFICIE1VT8  INDETERH1NE9. 

too.  DEFINITION.  Lorsqu'on  cherche  k  determiner,  d'apris 
certaines  conditions,  iin  polynome  ordonnS  par  rapport  k  une 
lettre  donn^e,  la  m^thode  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle 
consiste  k  £crirc  ce  polynome,  en  iaissant  ind^terminis  ses  coerfi- 
cients  et  quelquefois  son  degr6.  On  exprime  ensuite  qu*il  satis- 
fait  aux  conditions  propos^es;  et  Ton  obtient  ainsi  des  Equa- 
tions, dans  lesquelles  ces  coefficients  et  ce  degr^  entrent  comme 
autant  d'inconnues,  dont  elles  font  connattre  la  valeur. 

Nous  allons  appliquer  cette  m^thode  k  la  division  des  poiy- 
nomes  et  k  I'extraction  de  leurs  racines. 

S  I.  Division  des  polynomes. 

to  I.  Gas  ot  la  division  doit  se  faire  exactement.  Soiti 
diviser  un  polynome ,  de  degr£  m , 

Ae«*  4-  AiO?*-*  +  Aja?"-»  + +  A,, 

par  un  polynome,  de  degre  n, 

II  faut  que  le  quotient,  multipli^  par  le  diviseur,  reproduise 
identiquement  le  dividende.  Or,  si  Fon  d^signe  par  a  le  degr6 
du  quotient,  celui  du  prod uit  sera  (n  +  «) :  on  devra,  par  con- 
sequent, avoir : 

Gonnaissant  ainsi  le  degr6  du  quotient,  et,  par  suite,  le  nombre 
de  ses  coeflicients  6gul  k  (oc-f-l),  on  pourra,  en  d^signant 
chacun  d'eux  par  une  lettre  particuli^re,  efTectuer  le  produit  du 
quotient  par  le  diviseur.  Ge  produit,  etant  du  degr6  m,  sera 
compose  de  (m  + 1)  lermes  :  en  les  egalant  aux  termes  corres- 
pondants  du  dividende,  on  obtiendra  (m-|-l)  Equations  du  pre- 
mier degre  entre  les  (m  —  n  + 1)  coefficients  inconnus.  II  suf- 
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fira,  pour  les  determiner,  de  r^soudre  (m — n+1)  6qualions; 
les  n  autres  devront  etrc  satisfaites  d*elles-memes,  et  seront  des 
Equations  de  condition. 

102.  Gas  ot  la  division  laisse  un  beste.  Si  i'on  veut  nppli- 
quer  la  m^thode  des  coefficients  ind^tertnin^s  k  la  reclierche  du 
quotient  et  du  reste,  dans  le  cas  oil  la  division  n*est  pas  pos« 
sible,  la  question  doit  6tre  pos6e  de  la  mani^re  suivante : 

Trouver  un  polynonUf  qui^  multiplii  par  le  ditnseury  donne  un 
produity  dont  la  di/Jerence  avec  le  dividende  soil  de  degri  moindre 
que  le  diviseur* 

On  devra,  dans  ce  cas,  ^galer  seulement,  aux  termes  corres- 
pondants  du  dividende,  les  termes  de  ce  produit  dont  le  degr6 
n*est  pas  inf6rieur  au  degr6  n  du  diviseur  :  on  obtiendra  ainsi 
(m— n-|-l)  Equations  (les  m6mes  qoe  si  Ton  cherchait  un 
quotient  exact) ,  qui  perroettront  de  determiner  tons  les  coefQ- 
cients  du  quotient.  La  difference,  entre  le  dividende  et  le  produit 
du  diviseur  par  le  quotient ,  sera  le  reste. 

105.  Calcul  des  coefficients  du  quotient.  Les  (m — n-)- 1) 
Equations,  qui  d^terminent  le  quotient,  offrent  une  forme  rd- 
marquable,  qui  reiid  leur  resolution  trds-facile.  Soil,  en  effef. 


le  quotient  inconnu.  En  multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur, 
on  a  evidemment : 

BoC*rr + (BiCi + BoC,)x— *  +  (B,C, + T^fi,  +  B.C,)  x^^+.... 

Et,  en  6galant  les  coefficients  de  ce  produit  k  ceux  du  dividende, 
on  a: 

B,C,  =  A„    BiCo  +  BoCi=Ai,    B,Co  +  BtCi  +  BoC,=A„ 

B*Co  +  B»-A  +  ....  +  BiCk-i+B.C*=iAi.... 

La  premiere  equation  ne  contient  done  que  Tinconnue  Co; 
€i  etant  connu,  la  seconde  permeltra  de  calculerCi,  qui  n'y 
«ntre  qu*au  premier  degrg;  C|  et  Ci  etant  connus,  la  troisiemc 
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Equation  permetlra  de  calculer  C^ ,  qui  n*y  entre  qu*aa  premier 
degr£.  En  g6n6ral,  chaque  Equation  renfermey  au  premier  de- 
gr6,  una  inconnue  qui  ne  figurait  pas  dans  les  pricideates,  el 
qu'elle  permet  de  determiner.  Ainsi,  G*  figure,  pour  la  premiire 
fois,  dans  le  coefficient  de  af^;  en  sorte  que  les  h  premieres 
Equations  ne  renferment  pas  cette  inconnue.  Quant  h  la  (&+!)*'» 
elle  renferme  G*  au  premier  degr^. 

104.  Applicahon.  Appliquons  la  mdthode  pr^c^dente  k  un 
exemple.  Soil  k  diviser 

a:*  +  A4a;»+A,a;*-f  AaaJ»+A4a?«+A,a?+A, 
par  x^+px-f^f. 

Le  quotient  doit  6(rc  du  quatriftme  iegvi.  D^signons-le  par 

a;*  +  miic*  +  WjO?* + mja? -f- mi ; 

En  formant  son  produit  par  le  diviseur,  on  obtient : 

En  ^galant  les  termes  de  ce  produit,  dont  le  degr^  surpasse 
i'unite,  aux  termes  correspondants  du  dividende,  on  a,  pour 
determiner  nii,  nis,  m, ,  tTi^ ,  les  equations : 

p+mt  =  At,    g+pmi+m,=A„    gmi-f  p»74  +  m,=A,> 

gm,-f  pm,  +  m4  =  A*. 

La  premiere  fera  connattremi;  la  seconde,  nh  etantconnu, 
fera  connatlre  m,;  la  troisifeme  donnera  ensuite  m, ,  et  la  qua- 
triemc  wi*. 

On  verra,  sans  peine,  que  cette  methode  conduit  aux  memes 
calculs,  que  la  methode  exposee  dans  la  premiere  partie. 
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S II.  Extraclion  de  la  racine  mr*  d'un  polyDome. 
lOtt.  M^THODE  G^N^RALE.  Soit  Ic  polynome : 

» 

disignons  sa  racine  m**  par 

Bo«*  +  BiO:*-*  +  Baa?"-«  +  ....  +  B.. 

li  (auty  par  ddfinition ,  que  Ton  ait  identiquemcnt : 

( Baa?"  +  B,aj«*'  +  B,fl?"-«  +  • .  - .  +  B«r 
=  A,a;'+  Aix*-*  +  A^a^*  + +  A,. 

Pour  que  les  deux  membres  soient  de  iu6me  degrS,  11  faut  que 
I'on  ait : 

Si  done  p  n'est  pas  un  multiple  de  m »  le  problfeme  est  impos- 
sible. Si  p  est  divisible  par  m,  le  degr6  de  la  racine  sera 

-  :  on  connaltra,  par  suite,  le  nombre  (— +1  j  de  ses  coeffi- 
cients. On  pourra  Clever  cette  racine  k  la  puissance  m"^ ;  on  for- 
mera  ainsi  un  polynome  du  degrk  p.  En  6galant  les  (^  +  M 
premiers  termes  aux  termes  cprrespondants  du  polynome  donn6, 
on  obtiendra  (~  +  l)  Equations,  pour  determiner  les  coeffi- 
cients inconnus.  Les  Equations,  qui  expriment  I'^galit^  dcs 
termes  suivants»  devront  6tre  satisfaites  d'elles«m6mes ,  si  le 
problfeme  est  possible  :  ce  sont  des  Equations  de  condition. 

106.  GaLCUL  DES  COEFFICIENTS  DE  LA  RACINE.  Les  T^  -}-lj  ^qua* 

lions,  qui  d^terminent  la  racine,  ont  une  forme  remarquable, 
qui  rend  leur  resolution  tr&s-facile.  En  effet,  dansle  d6veloppe« 
ment  de 

(B,jr*  +  B,.x--*  +  B^a?**-*  +  ...•+  B»a?*-»-f- . . . .  +  B«)- , 


86  UVRE  L 

oil  n  est  igel  k^^le  (erme  en  df  ne  contient  que  B|* ;  le  terme 

en  ff-^  contient  B|  k  la  puissance  (m — 1),  et  Bi  au  premier degri; 
le  terme  en  af^^  contient  B« ,  Bi  et  Bi  ^  et  cette  derni6re  inconnue 
n*y  en(re  qu*au  premier  degr£.  En  g^niral^  B*  n'entrc  dans 
aucun  terme  dont  le  degr£  est  sup^rieur  k{p—k)\ei  il entre ao 
premier  degr6  dans  le  coefficient  du  terme  en  x^K  Par  conse- 
quent, la  premiftre  Equation  B|*= A«  fera  connallre  B«  par  une 
extraction  de  racine  :  B|  6lant  connu,  la  seconde  Equation  fera 
connaltre  B| ,  qui  n*y  entre  qu'au  premier  degr£ ;  B^  et  B|  itanf 
connuSy  la  troisi6me  fera  connattre  B^ ,  qui  n*y  entre  qu*au  pre- 
mier degr£.  Et,  en  g^n^ral,  la  (k+l)^  Equation  diterminera  !)*> 
qui  n'y  entre  qu'au  premier  degr£ ;  car,  dans  le  d^veloppement^ 
il  n*y  a  qu'un  terme  en  a;'-*,  qui  contienne  B» ;  c*est  le  terme 
mB»a?*^*(B.a;»)"-». 

II  sera  facile  d*app1iquer,  en  particulier,  cette  m^thode  i 
Textraction  de  la  racine  carr6e  d*un  polynomo. 

S  III.  Application  k  quelques  probltoes. 

107.  PROBLiME  I.  Diterminer^  entre  p  ei  q,  la  relation  nices' 
saire  pour  que  le  trinome 

soil  divisible  par  le  carri  (Tun  binome  convenablement  choisi  (x — «)'• 
Si  (X+  p)  d^signe  le  quotient  de  cette  division,  on  aura : 

«*  +  P^+?=(a?— «)«(a?  +  p)  =  (a?>— 2aa?-f-o*)(a?+P) 
=  rc»+(p— 2a)a?»+ (a>— 2«p)a?+a»p. 

On  en  conclut,  en  identifiant  les  deux  membres : 

p  — 2a  =  0,     a*  — 2ap  =  p,     a*^=iq, 

Remplacant ,  dans  les  deux  derniferes  Equations ,  p  par  sa  valeur 
Sa,  tir£e  de  la  premiere,  il  vient : 

a«— 4a»  =  p,     OU     a  =  i/— |, 
2a»=7. 


G01IPL£M£NT  D£S  £LfiHENTS  D'ALGtlBRE.  87 

£limmant  enfin  a  entre  ces  deux  Equations ,  on  a  : 

Telle  est  la  condition  cherch^e. 

108«  Probl&me  II.  Diterminer  let  coefficiefUs  m  et  n,  cfe  tdle 
manitre  que  Vexpression 

ma;*  — (2m'+3n)a;*  +  (m'4-  6mn)a? — SmHi^ 
soU  un  cube  parfait. 

II  faut ,  pour  cela ,  identifier  Texpression  avec  le  cube  d*un 
binome  {ax'\-b)^c*esi'h*iire  ayec 

aW+  3a»6a?*  +  Sab^x  +  6* : 

ce  qui  fournit  les  Equations : 

w=a*,    — (2m*+3n)=3a*fr,    m'-|-6mn=3a6*,    — 3m*n=fr'. 

Les  deux  derni^res  donnent : 

^. m*4-6mn m*-|-^^ 

aei  b  6lant  ainsi  determines ,  les  deux  equations  restantes 
son!  des  Equations  de  condition.  Si  Ton  y  substitue  h  a  cik  b 
leurs  valeurs ,  ces  Equations  deviennent : 

rn  _(m«+6r))» 

*•  •'  "*■"  27.9mn*  ' 

9v^81mV  3v^27n»  ^ri 

Ghassant  le  d6nominateur  de  cette  derni^re,  et  riduisant,  on 

♦n* — ^^6nm'+9n*=0, 
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On  tire  de  Ik,  pour  valeur  unique  de  n , 


[3]  n  = 


m» 


y 


Gette  valeur,  substitute  dans  Tiquation  [1] ,  la  rend  identique. 
La  condition  demand^e  se  riduit  done  k  la  relation  [3].  Et  le 
polynome  propose  est  alors»  comme  on  s'en  assure  faciiemenl, 
le  cube  de 

Rlsimt. 

100.  La  m^lhode  des  coefficients  ind^termia^  s^applique  am  qaestioos 
danslesquelles  on  yeut  determiner  on  polynome,  d'apr^  certaines  oon- 
ditioni.  — 101 .  Application  de  celte  m6lhode  k  la  thterie  de  la  division, 
dans  le  cas  oik  la  division  se  fait  exactement.  —  102.  Gas  oh  Ton  a  i 
(rouver  le  quotient  et  le  reste.  —  103.  Toutes  les  Equations  que  Ton 
a  h  rtoudre,  sent  da  premier  degr6  i  une  inconnue.  —  104.  Applica- 
tion k  un  ezemple.  —  lOtf.  Application  de  la  m^thode  k  la  recherche 
de  la  racine  m**  d'un  polynome.  —  106.  Les  Equations,  que  I'on  a  i 
r^soudre,  sent  toutes  du  premier  degr^  k  une  inconnue.  —  107, 
108.  Application  de  la  m^thode  des  coefficients  ind6terminds  k  la  solu- 
tion de  quelques  probl^mes. 

EXERCICES. 

L  Trouver  les  conditions,  pour  que  le  polynome 

4»«— 4p«»  +  4«*»+  2p(m  +  l)x  +  (iii+ 1)« 
soit  le  carri  d'un  polynome  entier  par  rapport  k  «. 

II  f^ut  que :  m  +  1  =9— r  • 

n.  Determiner  la  condition,  pour  que  le  polynome 

soh  le  produit  de  deux  expressions  du  premier  degr<  en  s  et  y. 
n  faut  que  i  (BD— 2AE)«=(B»— 4AC)(D'  — 4AF). 
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in.  Decomposer,  de  cette  mani^re,  le  polynome 

On  trottve  :  (2«+y— 3)  («— lly  +  1). 

IV.  Mettre  rexpression  4(af*+«*+«'+«  + 1)  sous  la  fonne  de  la  diffiSreDce 
des  carr^s  de  deux  polynomes  du  second  degr^,  entiers  par  rapport  k  x. 

On  trouve :  (2«* + » -f  2) '—  5«*. 

V.  Determiner  les  conditions  pour  que  Pexprassion 

(»— a)»  +  (y — P)>—  *(oV  +  b»«»— o»&») 
8oU  le  cair6  d'un  polynome,  du  premier  degre,  en  x  et  y. 
Si  a>b,  U  faut  que  Ton  ait  :  k=-5,  a=±v'o»^^iP=0,etle polynome 

est  le  carr6  de  ait: • 


i  a<by  il  fiaut  que  Ton  ait  :  kssr,,  a=0|  p=±V&'~a>;  ct  le  poly« 


Si 


nome  est  le  carr6  de  h±- — t • 

0 


YI.  Mettre  (Ax*  +  SBopy  +  Cx^  sous  la  forme  (ax  +  py)>  +  {yx  +  5y)».  Cela  est-il 
toujours  possible  ?  Y  a-t-il  plusieurs  solutions? 

II  7  a  une  infinite  de  solutions.  Pour  qu'elles  soient  r^elles,  il  faut  qu'on  ait : 

A>0,    C>0,    AC>B». 

VII.  Mettre  (Aa»  +  3Bap»y  +  3C«y»  +  Dy»)  sous  la  forme  {aa  +  py)> + ('XX+ty)K 

Aprls  avoir  identifie  les  deux  polynomes,  on  prend  une  inconnue  auxiliaire 
••=«8— PyJ  on  calcule  les  expressions  AC— B*,  BD— C,  AD  — BC,  et  enfin 
(AD— BC)»  — 4(AC— B^)  ^BD  —  C»)  :  cette  demidre  est  ^gale  h  w*,  et  fkit  con- 
naltre  w.  Les  autres  font  connaltre  orf,  pd,   et  a8  +  Py.  On  en  tire  facilement 
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CALGUL  DES  D£RIV£E8  BEA  FONCTIONS  EXPLICITES 

D'UNE  SEULE  VARIABLE. 

S  I.  Notions  prdliminaires. 

too.  Di^FiNinoNS.  Lorsqu'une  variable  y  depend  d'une  autro 
variable  x,  de  telle  sorte  qu'&  chaque  valeur  donnto  arbitraire- 
ment  k  a,  corresponde  une  valeur  unique  et  d^lermin^e  de  y, 
on  dit  que  y  est  une  fonction  de  ^  :  et  Ton  indique  cette  d^pen* 
dance  par  le  symbole 

y  =  f{x). 

La  quantity  x  se  nomnie  la  variable  iniUpendante^  parce  qu'on 
peut  lui  donner  arbilrairement  toute  esp^ce  de  valeurs. 

Lorsque  la  variable  x  revolt  deux  valeurs  aei  a  +  h^h  est 
Yaccraissement  donn6  k  la  variable ;  la  fonction  prend  deux  va» 
leurs  correspondanles  f{a)  eif{a+h)\  et  la  difference,  positive 
ou  negative,  /*(a+A) — /(a),  se  nomme  Yaccroissement  corres- 
pondant  de  la  fonction. 

La  fonction  est  continue^  lorsqu'on  peut  donner  k  h  une  valeur 
assez  petite,  pour  que  Taccroissement  de  la  fonction  soit  aussi 
petit  qu'on  le  voudra.  On  ne  s'occupe,  dans  tout  ce  livre,  que 
des  fonctions  continues. 

110.     DiVELOPPEMENT     D'UNE     FONCTION    ENTlJlRE    /*(a?  +  A)y 

suiVANT  LEs  PUISSANCES  DE  h.  Si,  daus  uu  polyuome,  entier  par 
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rapport  k  une  leltre  x^  et  que  nous  repr£senterons  g^n^ralc- 
ment  par 

/•(a?)  =  A,a?"+ Aia?"-^  Ajar~*  + ....  +  A^of*-*  +  ....  +A«, 

en  remplace  x  par  a;  +  A,  le  r6sultat  de  cette  substilution  esl  : 

/T[a?+/i)  ==  A  ,(a?+A)« + Ai  (a?+/i)«^+. . . .+ A»(a?+/i)--«' H 

Si  Ton  d6?eloppe  chaque  terme  par  la  formule  du  binome,  et 
si  Ton  ordonne  suiyant  les  puissances  ascendantes  de  A,  cette 
expression  devient : 


+A,«-=»4.(m— 1)A,«— » 
+ Aaar-i  +  (m— 2)  A,«"-» 


+A,»--^+  (m— n)A,»--»-' 

f  A«-i«  +  A^i 

fA. 


h+m  (m— 1 )  A^if^ 
+  (m— l)(m-2)A,«--» 
+ (TO— 2)  (TO— 3)  AjT--* 

+(to— nXm— n— l)A«x 


■-II  >3 


— +...+m(TO— i)...2.1A#j-2— 


Les  termes  indfipendants  de  h,  ceux  auxquels  se  r^duit  I'ex- 
pression  pour  h=  0,  forment,  comme  cela  deyait  6tre,  le  poly- 
nome  propose  lui-mfime.  Le  coefficient  de  h^  polynome  du  degr^ 
(m —  1)  par  rapport  k  x,  se  nomine  la  dirivie  du  polynome  pro- 
pose; et,  lorsque  le  polynome  est  repr£sent6  par  /!(a;},la  d^riv^e 
est  assez  habituellement  representee  par  f{x).  Le  coefficient  de 

r — 5,  polynome  du  degri  (m —  2),  est  la  seconds  dirivie  du  po- 

lynome.  On  la  d^signe  par/^(a;).  De  m£me  les  coefficients  de 

7-s-r,....7-3 ,  polynomes  dont  le  degr6  est  de  moins  en 

moins  eieve,  sont  la  troisiemej  ...la  m"*  dirivie  du  polynome, 
et  se  representent  par/*' (a?)..., /"(a?).  D'aprfes  ces  notations, 
le  developpement  s*ecrira : 

f(x+h)=f{x)+hr{x)+^r{x)+r^r(x)i- 


••  •. 


Ghacun  des  polynomes  f'{x).  f  (a?),  fix) . . . .  /*  (a?),  se  dMuii 
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du  pr6c6denty  d'apris  une  mfime  loi  qui  est  fort  simple.  Si  Ton 
examine,  en  effet,  le  polynome 


f  (ar)=mAea^*  +  (m— l)Aia?*-*+(m— 2)A«a?-^  +  .. .  +A,m, 

on  reconnatl  immidiatemenl  qu'il  faiUj  pour  le  former j  diminuer 
tune  uniU  VexposarU  de  chacun  des  termes  de  f  (x),  et  multiplier  le 
coefficient  par  Fexposant  non  encore  diminui.  L'inspection  des 
polynomes  f  {x)/f'^{x)j.*.^  montre  que  chacun  sed^duit  du 
pr^c^dent  suivant  la  m^me  loi ;  en  sorte  que  f  (x)  est  la  d^riv^e 
de  f  (a:),  f  (x)  celle  de  fix),  et  ainsi  de  suite,  Et  c'est  pour  cette 
raison,  que  /* {x)  est  dite  la  seconde  dirivie de  / (a?),  que  f" (x)  est 
dite  la  troisi^me  diriviCy  et  ainsi  de  suite. 

Ghaque  d^riv^e  est  de  degr6  moindre  que  la  pr^c^dente ;  en 
soite  que  la  m**  d^riy^e  d'un  polynome,  de  degr£  m,  est  con* 
stante,  et  qu'il  n'y  en  a  pas  de  (w+ 1)"% 

til.   PrOPRI^E  DB  la  DliRr^iB  D*UNE  FONCTION   ENTI^RE.   La 

d^fmition,  que  nous  avons  donn^e  de  la  d^riv^e,  ne  s*app!ique 
qu'aux  polynomes  entiers  et  rationnels ;  mais  nous  allons  en 
d^duire  une  propri6t6  importante,  que  nous  prendrons  ensuite 
pour  definition ;  ce  qui  permettra  d*^tendre  la  notion  de  d^riveo 
aux  expressions  d*une  autre  forme. 

Ou  a  (110),  en  d^signant  par  F  {x)  un  polynome  entier  par 
rapport  k  x : 

F(a?+A)=F(x)+yir(a?)  +  j^na:)  +  ...  +  Y72^ 
on  en  conclut : 

Si,  X  restant  fixe,  on  fait  tendre  h  vers  zero,  le  second  membre 
a  ividemment  pour  limite  F'  (x) ;  il  doit,  par  suite,  en  £tre  de 
mfime  du  premier;  et  Ton  a,  par  consequent : 

w/ X      1-    f(x  +  h)-^¥(x) 
F'  (x) = hm  -^ — ^— ^^ ^-^, 

r^sultat  que  Ton  pent  inonccr  ainsi : 
£a  derivie  dTun  polynome  F  (x)  est  la  limite  du  rapport  de  Vac^ 
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croissement  F  (x  +  b) — P  (x)  de  ce  polynome  Hl  raccroissement  h  de 
la  variable^  lorsque  ce  dernier  accroissement  diminue  de  plus  en 
plus. 

I 

Its.  NouYSLLE  DEFINITION  DE  LA  DtiRiy^E.  G*est  la  propri^te , 
pr^cddente,  qui  sera  dor^navant  prise  par  nous  pour  definition. 
Nous  dirons  : 

On  nomme  dSrivie  (Tune  fonction  continue  quelconque:  la  limitr 
vers  laquelle  tend  le  rapport  de  t accroissement  de  cetU  fonction  h  \ 
Taccroissement  de  la  variablCy  quand  ce  dernier  tend  vers  ziro.  Gette 
definition  s'applique,  d*apr&s  ce  qui  precede,  aux  fonctions  en- 
liires  :  clle  permet,  en  outre,  d'^tendre  la  notion  de  Atmkth. 
une  fonction  quelcobque. 

On  peut  demander,  si  une  fonction  continue  quelconque  f{x) 
a  une  d6riy6e.  Nous  ripondrons  d'abord,  qu'en  fait,  nous  allons 
trouver,  dans  les  paragrapbes  suivants,  les  derivees  des  princi- 
pales  fonctions;  ce  qui  d^montrera  leur  existence  i  posteriori. 
Nous  ajouterons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  etant  continue, 
requation  y  ^=:  f{x)  repr£sente  une  courbe  plane  continue, 
rapport6e  h  deux  axes  rectangulaires;  et  Ton  d^montre,  en 
georaetrie  analytique,  que  la  deriv6e  reprisente  la  taugente 
Irigonometrique  de  Tangle  que  fait,  avec  Taxe  Ox,  la  tangentei 
la  courbe  au  point  (x,  y).  Gomme,  en  chaque  point,  une  courbe 
continue  a  une  tangente  bien  determinee,  la  fonction  admet 
une  d6riv6c. 

La  d6rivee  d*une  fonction  est  une  nouvelle  fonction  qui  admet 
dle-mftme  une  d6riv£e  :  c  est  la  dirivee  seconde.  La  derivie  de 
cellc-ci  est  la  troisi^me  d6rivee ;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  commencerons  par  faire  connattre  les  deriv6es  de  deu.\ 
fonctions  tr^s-siraples,  a"  et  log  x. 

S II.  D6rivee8  de  a*  et  de  log  x. 

its.  D£iuv£e  de  a*.  La  d6ri?6e  de  a'  est,  par  definitioni  ^a 
limitc  du  rapport 

Lorsque  h  tend  vers  zfro. 
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Or,  on  a  dvidemment : 

II  faut  done,  pour  obtenir  la  d£riv6e,  chercher  la  liroite  da 
rapport 

o*(a*— 1) 
h 

Posons : 

a*— 1  =  -. 

n 

.  Lorsque  h  est  trts-petit,  o*  difffere  trfes-peu  de  Tunit^  (75) ;  et, 
par  suite,  n  est  tr6s-grand.  Lorsque  h  tend  vers  z6ro,  n  tend 
vers  I'infini.  On  diduit  de  cette  relation : 

a*=l  +  i. 
n 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient : 

Aloga=log(l  +  i), 


i'oix  h= 


'^<^+s) 


log  a 
Le  rapport  devient,  d*apris  cela  : 


a* 


1 

n  a*loffa 


n 


log(l  +  i)     nlog(l+^) 


log  a 

Le  numirateur  ne  contenant  pas  n,  il  sufflt  de  ihercher  la 
Hmite  du  d6nominateur.  Or,  on  a  : 

«log(l+i)=log(l  +  i)". 
v^angmentant  ind6flniment,  (l  -{-  -  j   tend  vers  e;  et,  par  suite. 
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(l\n                                                               oTlosa 
1  +  -)   a»  pour  limile,  log  e;  I'expression ■■ 

tend  done  vers  -i — —:  telle  est  done  la  d6riv6e  de  a*.  Ainsi : 

loge 

On  pent  remarquer  que  la  base  du  syst6me,  dans  leqnel  sent 
pris  les  logarilhmes,  n'a  pas  iik  dSfinie;  mais  le  choix  de  cette 

base  n'a  aucune  influence  sur  le  r£sultat;  car  le  rapport ,—  . 

*^^      loge 

Tic  depend  pas  (8S}  de  la  base  du  syst&me  consid£r£.  Si  Ton 

suppose  que  les  logarilhmes  sont  pris  dans  le  systfeme  n6p6rien, 

log  e  =  1 ;  el  la  dfirivfie  s*4crit : 

[2]  (a*y  =  arha. 

Ainsi  la  dirivie  de  la  fonction  exponentieUe  $*obtienl^  en  muUipliant 
cette  fonction  par  le  logarithme  n&pirien  de  la  base. 

Si  Ton  considire,  en  particulier,  la  fonction  er^  Le  =  1 ;  et 
par  suite  (a  dirivie  de  e*  est  la  fonction  eHe-mime : 

[3]  {e7=e*. 

114.  DjSriy^e  de  log  X.  La  d6riv£e  de  log  x  est,  par  defini- 
tion, la  limite  de  Texpression 

log  (a? -f  ft) — log^ 

lorsque  h  tend  vers  z6ro. 
Or,  on  a  : 

log(a?  +  A)-loga:  =  log(^)=log(l  +^) 


Done  log  (a?+/i)— loga? 


'»« (• + i) 


A  h 

Posons-=:  -,  de  telle  sorte  que,  A  tendant  vers  z£ro,  n  tendra 
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vers  00 ;  il  yiendra  A=- ;  et  Texprcssion,  donr  on  cherchc  la 
limite,  deviendra : 

'°g   (^    +  ^)        1      ,       /^l\        1,        /      ,    1N» 

J— ^=-.«log(H--)  =-log  (i  +  .)  . 


n 


Or,  on  a  vu  (115),  que,  n  tendant  vers  « ,  log  (l  +-]    a 

pourlimite  log  e.La  limite  de-  log  ( 1  +  z)  ®st  done  -^,  qui 

reprisente,  par  consequent,  la  d6rlv6e  de  log  x^ 
Ainsi 

[4]  (logar)'  =  ^  =  -. 

en  d^ignant  par  M  le  module  du  sysl^me  dans  lequel  est  pris 
le  logarithme  de  x. 

Si  la  fonction  est  le  logarithme  nep6rien  de  :r,  M  =  1 ;  et,  par 
suite,  la  d£riv<ge  de  Lx  est : 

[5]  (I^)-i 

Aprte  avoir  fait  connaltre  les  d6riv6es  des  deux  fonctionstr&s* 
simples,  log  x  et  a*,  nous  allons  6tablir  quelques  regies  g6nd- 
rales,  qui  nous  permeltront  d'obtenir  les  d^riyies  d'expressions 
plus  compos^es. 

S  III.  Ragles  gdnSrales, 

IIB.  DjbuYiis  d'uns  somme.  Si  u,  d,  u^,  sont  des  fonctions  de 
X,  dont  les  d£rivdes  u'  v'  w'  sont  connues,  la  somme 

u+v — w 
cur  a  pour  dirivie  la  somme 

u'-f-y'— w. 

En  effet,  si  nous  d&signons,  en  general,  Taccroissemenl  d'une 
Al6.  sp.  B.  7 
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qaantiti  par  le  signe  A  placS  devant  la  lettre  qui  la  reprSsente, 
en  attrihuant  h  la  variable  x  ud  accroissement  Ao?,  les  fonctions 
u,  t?,  Wy  prendront;  respectivement,  dcs  aecroissements  Au,  Av, 
Ato;  et  Faccroissement  de  la  somme  (u+v  —  to)  sera  ividem- 
inent : 

Au+Ay — Ato; 

le  rapport  de  cet  accroissement  k  Taccroissement  At)  de  la  va- 
riable,  est  done : 

Au  ,    At?      At£>, 
Aa;  '    aS     Ai^* 

et  11  a,  par  cons6quent,  pour  limitc : 

ti'  +  t;' — lo', 

comrae  nous  youlions  le  dimontrer.  On  a  done : 

[6]  (w+ V  —  ti?)' = t^' + v'  -~w\ 

116.  D^FmiTioN  d'une  ponction  de  fonction.  On  nomme,  en 
gin^raly  fonction  explicite  d*une  yariable  le  r^suUat  d'op6rations 
bi  n  d^finieSy  ex^cut^es  sur  cette  variable.  Ainsi,  par  ezemple : 


0?*,  log  v/  l+a?*,  log  sin  a?,  a**, 

sont  des  fonctions  de  a; ;  le  nombre  des  operations  successive- 
ment  indiqu^es  pouvant  d'ailleurs  6tre  aussi  grand  qu'on  le 
voudra. 

Si  Ton  d^signe  par  u  une  fonction  quelconque  de  la  variables?, 
et  que  Ton  execute  des  operations  sur  la  quantity  t»,  consider^e 
comme  donnie,  le  r^suUat  de  ces  operations  sera,  d'aprds  ce 
qui  precede,  une  fonction  de  u;  et,  comme  u  est  elle-meme 
une  fonction  de  Xy  ce  resultat  se  trouve  une  fonction  de  fonction. 

U  est  bien  entendu,  qu'en  remplacantt^  par  son  expression  en 
X,  on  pent  faire  immediatement,  d'une  fonction  de  fonction^ 
une  fonction  ordinaire. 

ExEMPLES.  1*  (a^)*=a^ 

pent  eire  considere  comme  une  fonction  de  fonction.  le  cube  de 
x\  ou  comme  une  fonction  simplCi^. 
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2*  loga*=a?  log  a 

r 

peut  £tre  considers  comme  une  fonction  de  fonction,  le  loga- 
rithme  de  la  fonction  a',  ou  comme  la  fonction  simple  du  pre- 
mier degr£,  a;  log  a. 

Lors  m£me  que  des  reductions,  analogues  aux  pr^c^denies , 
ne  s'effectuent  pas,  rien  ne  distingue  essentiellement  une  fonc- 
tion de  fonction  de  celles  qui  dependent  directement  de  la  va- 
riable principals 

117.  DiRiYJiE  d'une  roNcnoN  de  fonction.  D'aprte  les  defi- 
nitions qui  precedent,  si  Ton  d^signe  par  u  une  fonction  f  {x) 
de  la  yariable  a?,  et  par  w  une  fonction  ^  (u)  de  la  variable  u,  w 
sera  une  fonction  de  fonction  d^finie  par  les  Equations  : 

u^ff{x)f    io=»Ku). 

Nous  allons  montrer  que,  si  les  fonetions  f  et  4^  sont  de  telle 
nature,  qu*on  sache  prendre  leurs  deriv^es  par  rapport  k  la  va* 
riable  dont  elles  dependent  immMiatement ,  on  pourra  former 
la  derivde  de  w  par  rapport  k  x. 

Sapposons,  en  effet,  que  Ton  donne  &  a?  un  accroissement  Ax, 
et  qu'il  en  r^sulte :  pour  u,  un  accroissement  Au ;  pour  w^  un 
accroissement  Aw;  on  a  identiquement : 

Aw Aw  Au 

Ax      Au*  Ax* 

Or,  Ax  tendant  vers  z6ro,  —  et  r-ont,  pour  definition,  pour 

limites  respectives,  les  deriv^es  de  to  et  de  u  par  rapport  k  x. 

Ouaot  k  -jT-y  bien  que  u  ne  soit  pas  une  variable  independanle , 

mais  une  fonction  de  a?,  dont  les  variations  dependent  de  celles 
de  X,  cette  expression  a  pour  limite  la  derivee  de  w  par  rapport 
i  u;  car  rien,  dans  la  definition  de  la  derivee  d'une  fonction,  ne 
particularise  la  maniire  dont  Taccroissement  de  la  variable 
tend  vers  zero.  En  designant  done  les  derivees  de  w  par  rap- 
port kxei  par  rapport  k  u  par  to'  et  par  +'  (u),  et  celle  de  u  par 
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rapport  k  x  par  ^  (x),  et  en  se  rappelant  que  la  limite  d*an  pro- 
duit  est  6gdle  au  produit  des  limites,  on  a  : 

[7]  .w'  =  ^'{u)^f'{x); 

r^sultat  que  Ton  pent  ^noncer  de  la  noaniire  suivante  : 

La  dirivie  d^une  fonctUm  de  fonction  est  le  produit  des  dirvoies 
aes  fonctions  simples  qui  la  composenty  prises^  chacune^  par  rapport 
a  a  variable  dont  la  fonction  dipend  imnUdiatement. 

lis.  ExEUPLEs.  l""  Gousid^rons  la  fonction 

c*e8t-&-diriey  supposons  que,  dans  la  formule  qui  pr^cide,  on 
ait: 

us=oi^^    to=t^. 

Pour  former  la  dirivie  de  cette  fonction  de  fonction » il  faut, 
comme  on  Ua  vu,  prendre  la  d£riv6e  de  xf  par  rapport  k  u,  qui 
est  3u',  et  la  multiplier  par  la  d^rivfe  de  a?  par  rapport  k  x^ 
c'est-ii-dire  par  ^\  cette  dirivie  est  done  3u*x2x,  ou,  en 
remplacant  u  par  sa  valeur  : 

ce  qui  est  pr^cis^ment  le  r^sultat  qu*on  aurait  obtenu  (iiO),  en 
remplagant  la  fonction  de  fonction  par  la  fonction  simple  o^. 
2*  Gonsid^rons  encore  la  fonction 

loga^, 
c'est-JL-dire,  supposons  : 

u=ir*;    to=logu. 

La  d6riv6e  de  cette  fonction  de  fonction  est  le  produit  de  5a:^, 
d6riy£e  de  «■,  par  -^,  d^rivte  de  log  u  par  rapport  it  u ;  ellc 
«st  6gale,  par  consequent,  it 

Sar*  log  e  _  5  log  a 
a^      ^     X     ' 
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c'est  pr6cis6ment  ce  que  Ton  aurait  trouvi,  en  remarquant  que 

log  a;* =5  logo?; 

car  la  d^rivie  de  5  log  x  est  ^videmment  £gale  h  cinq  fois  la  d£- 
rivte  de  log  x. 

Les  deux  exemples  pricidents  ont  tik  choisls  de  mani^re  k 
fournir  un  r^sultat  qui  fAt  connu  k  Favance ;  mais  on  congoit 
que,  dans  un  grand  uombre  de  cas,  la  r6gle  des  fonctions  de 
fonctions  conduira  h  des  r^sultats  enti&rement  nouveaux ,  el 
qu*ll  serait  diJfOcile  d*obtenir  autrement. 

Gherchons^  par  exemple,  la  dSriv^e  de  e^^  en  posant  * 

On  Yoit  que  la  d^riy^e  demandie  est  le  produit  de  20?,  d^riv^e 
de  u  par  rapport  k  a?,  et  de  a",  d^rlv^e  de  e"  par  rapport  k  u ; 
elle  est^  par  consequent,  ^ale  k 

2X6^\ 

ilO.  G£N]£iiALisATiOM.  On  pent  gin^raliser la  r^gle  des  fonc- 
tions de  fonctions,  et  I'^tendrc  k  des  expressions  qui  dependent 
de  la  variable  x  au  moyen  de  plusieurs  fonctions  interm6diaircs. 

Posons,  en  cfifet : 

u=(f{x\    v  =  ^(u)y    w=f(v)y    x=¥  (w); 

et  cherchons  la  d6riv£e  de  z  par  rapport  k  x.  Soit  Aa;  un  ac- 
croissement  attribute  &  a;;  et  soient  Au,  Av,  Ato,  A^r,  les  accrois- 
sements  qui  en  r^sultent  pour  u,  v^w^  z\  on  a,  identiquement : 

Az      Az  Ato  Av  Au 
Aa?     Au?*  Av  *Au'Aa?' 

et  Ton  Yoit  que,  si  Aa;  tend  vers  z6ro,  le  premier  membre  a, 
pour  limite,  la  d^rivte  de  x  par  rapport  k  x,  et  les  facteurs  du 
second  tendent  vers  les  d^riv^es  des  fonctions  z^  u),  v,  u,  par 
rapport  aux  variables  dont  elles  dependent  imm^diatement.  On 
en  conclut  que  la  dirivie  de  z,  par  rapport  &  x,  est  encore  le  pro^ 
duU  obtenu  en  multipliant  les  dirivies  des  diverses  fonctions;  z,  vr 
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Yy  u,  prises  chacunt  par  rapport  i  la  variable  dant  la  fonction  di- 
pend  immidiaUment.  Ainsi : 

[8]  z!=r{ii))xr{v)X^'{u)>Cff'{x). 

120.  D^RivdE  D*UN  PRODUiT.  Soient  ti,  v^  to,....  des  fonctions 
en  nombre  quelconque,  et  x  leur  produit,  dont  on  demande  la 
d6riv6e. 

Ona:  jr  =  u.t>.u)....; 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient : 

log  jf  =  log  w+ log  V -j- log  i£? +•...; 

et,  si  Ton  prend  les  diriv^es  des  deux  membres,  on  a,  en  appli- 
quant  la  r&gle  des  fonctions  de  fonctions  (ii7),  et  en  d&ignant 
par  **,  m',  v\  </?',.—  les  dirivdes  de  s,  w,  t>,  u)....; 


9    = 

z 

u 

-w 

-t-  - 

V 

-V- 

r 

u^ 

A'oh  I'on 

d6duit : 

z 

■  ^^^^ 

U 

+ 

tQ 

+ 

•  •  ..y 

oUy  en  multipliant  les  deux  membres  par  z  ou  par  utno....: 

[9]  z'=vw...m'  -f-UtO....«'+UV....K?'+.... 

Ainsi,  2a  dMvie  d^un  produit  est  la  somme  des  produits  obtenus 
en  multipliant  successivement  la  dirivie  de  chaque  facteur  par  le 
produit  de  tous  les  autres. 

Si  un  facteur  est  constant,  sa  d£riv£e  est  nulle ,  et  le  tenne 
correspondant  manque  dans  la  ddrivtie  du  produit.  Ainsi  la  dd- 
riv6e  de  ku  est  Au'. 

121.  D^RiT^E  d'un  quotient.  Soient  u  et  t»  deux  fonctions  de 
Xj  et  z  leur  quotient,  dont  on  demande  la  ddrivte.  On  a : 

u 
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En  prenant  les  logarithmes»  il  vient : 

log  jaf==logu  —  logv ; 

et,  si  Ton  prend  les  dirivies  des  deux  membres,  eette  Equation 
donne,  en  adoptant  les  mftmes  notations  que  pr^c6demment : 


log 

z 

-^'= 

loge  , 
u 

lo^e  r 

V 

d'oii  ron 

d^duit 

• 
• 

2!= 

u 

V 

1 

V 

1    ^ 

ou  [10] 

«'= 

vu' — 

uv 

Ainsi  la  dMvie  <Pun  quotient  s'obtient^  en  multipliafU  le  dinomir 
mkur  par  la  dirivie  du  nunUrateur^  puis  le  nunUrateur  par  la 
dMoie  du  dinominateur^  et  en  divisant  la  difference  des  produits 
par  le  carri  du  dinaminateur. 

122.  DiRiv^E  D*uNE  PUISSANCE.  Soieut  u  une  fonction  de  x^ 
et  m  un  exposant,  entier  ou  fractionnaire^  positif  ou  n6gatif ; 
d6signons  par  z  la  puissance  u*,  et  cherchons-en  la  Q6riy6e ; 
on  a: 

Sn  prenant  les  logarithmes,  11  vient : 

logz=mlogu; 

«t  si  Ton  prend  les  d£riv6es  des  deux  membres,  on  aura,  en 
adoptant  toujours  les  mfimes  notations : 


Z  U  ' 


Oil  Ton  d6duit :  ssf=m'u'\ 

u    * 

ou    [11]  z  =  mu'^u'. 


Ainsi  la  dirivie  d'une  puissance  d'une  fonction  iobtient  en  mW-* 
^ipliant  la  dMvie  de  la  fonction  par  Fexposant  etpar  um  puissance 
^^  la  fonction  prise  avec  tm  exposant  inferieur  Sum  uniU. 
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Remarque  I.  Dans  le  cas  oti  m  est  entier,  cctte  r^le  pouirait 
86  dMuire  da  thtor&me  des  fonctions  de  fonctions  :  car,  u  ttani 
une  fonction  de  x^  u**  est  une  fonction  de  fonctioD ;  et  Ton  a  ytx 
(110)  qae  sa  d£riy6e,  par  rapport  k  u,  est  mtT^. 

RsicARQUB  n.  Si,  dans  la  formule  pr6c£dente,  on  suppose 
us=XtOU  obUent  la  d6riv6e  de  op",  et  Ton  voit  qu'elle  est  mar^ : 
cette  d£riv£e  s'exprime,  par  consequent,  par  la  mfime  foroiule, 
que  lorsque  m  est  entier. 

CoROLLAiRE.  Si  JT  =  ^u,  On  £crit : 

I 

et  appliquant  la  rftgle  pr£c6dente,  on  a  : 

1  -4. 


2 


u' 


ou    [12]  ''=^7-' 

Ainsi  la  dMoie  de  la  racine  carrie  (Tune  fonction  s'obtimt  en 
divisant  la  dirivie  de  la  fonction  par  le  double  du  radical. 

123.  DimviE  DE  u*.  Consid^rons  enfin  Texpression  plus 
compos^e,  dans  laquelle  Texposanl  est  lui-m£me  function  de  la 
variable  x ;  et  cherchons  la  d^riv^e  de  u%  uetv  d^signant  deux 
fonctions  quelconques  de  x. 

Posons :  x=u*f 

nous  aurons,  en  prenant  les  logarithmes : 

log  jr=t)logu; 

et,  si  nous  prenons  les  d£riv6es  des  deux  membres ,  en  appli- 
quant la  r&gle  donn6e  pour  la  d^rivfe  d*un  produit,  il  yient : 

<l'o{irond£duit: 


t-i        '-'{^+'A 
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ExEiiPLE.  Si  Ton  pose  t>=a?,  u=Xy  lafonction  z  devient  a;«, 
ct  la  d^riv^e  est : 


X* 


W«    / 


£24.  Applications  des  Ragles  pr£c^dentes.  Les  regies  pr£- 
cddentes  permettent  de  former  la  d6riv6e  d*une  fonction  alg6* 
brique  donn^e,  qudque  compliqute  qu'ellesoit;  nous  en  don- 
nerons  quelques  exemples. 


!•  Trouver  la  d6rlv6e  de  la  fonction,  y=  ^l+x** 
On  pose  :  1  -{'a^=u, 


elVonlrouve  (117, 122)  : 


aj* 


^  Trouvie  la  d6riv6e  de  la  fonction  y  ==  .  , 

{I  +  a?j 

Nous  pouvons  considirer  cette  expression  comme  une  frac^ 

tion;  et  en  appliquant  la  rftgle  (121),  on  trouve  : 

■  _  nag**"*  ( 1  +  xY—naf'  ( I  -f>  a?)*^'  _     na?^"^ 
^  ~  (1  +  a;)*"  —  ( I  +  a?)**-^** 

On  pourrait  encore  consid6rer  la  fraction  propos6e  comme 

la  n™  puissance  de  T-JTSf  ^^  ^PPliQ^cr  la  rfegle  (122) ;  on  aurait 
alors : 

/    a?   \— *  /    a?   V        (   ^    y-'x+X—x 


a;"-i 
=  n 


1  +a;)'»'^»' 
r^ultat  conforme  an  pr6c£dent : 

3»  Trouver  la  d6riv6e  de  la  fonction 


i/a?«— 1  — 1 
y = log  \  . 
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En  posant :  5^====— -  =  U. 

-on  aura  :  y  =  log  U, 

^t(118):  y'=!2£i.U'. 

Pour  trouver  IK,  il  faut  appliquer  les  r&gles  (121, 122) ;  on 
5lrouve  : 

Six 

2a?  loge 
<5t,  par  suite  :  y'=-^=-^^^. 

4*  Soit  enfln  ys=e*La?»  le  logarithme  6tant  pris  dans  le  sys- 
time  de  Neper ;  on  trouvera  : 

y'=e-(i+Lr). 

S  ly.  D^rivdes  des  foDctions  drcalaires. 

12S.  D^RiviE  DE  sin  x.  La  d6riy6e  de  la  fonction  sin  x  est, 
par  difinilion,  la  limite  du  rapport 

sin  (X'\-h) — sin  a? 
A 

Or,  on  a,  d'aprte  les  formules  connues  de  la  trigonomitrie : 

sin  (x+h) — sin  x= 2  sin  5  cos  (x  -f-r  j . 
Done 

sin(a;+ft)— sina?_         2      V  ^2j W  ^_/^  lJV 

A  h -"7St"-^^H  ^V    I 
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Mais  on  salt  que  h  devenant  tris-petit,  le  rapport  du  sinus  k 

[*arc  correspondant  tend  vers  l'unit6.  D'ailleurs,  cos  (^+ a) 

&*approche  ind£flniment  de  cos  x;  et,  par  suite ,  Fexpression 
pr^c^dente  a  pour  limite  cos  x. 

La  dirivie  de  sin  z  est  done  cos  x. 

[14]  (sin  a?)' = COS  a?. 

1 26.  Dj^RiviE  DE  COS  or.  On  a : 

cosa?=sin(| — a?j; 

€t,  par  consequent,  cos  x  peut  £tre  consid^r^e  comme  une  fonc-- 
tion  de  fonction.  En  appliquant  la  rfegle  (ii7),  on  tronve  : 

(cosa?)'=:cos  (5—^)  (5""^)  =  — cos  (5—^)  = — sinrr. 

La  dirivie  de  cos  x  est  done — sin  x. 
[  1 5]  (cos x)' = — sin  a?, 

127.  DtBTfiE  DE  tang  x.  On  a  : 

sin  a; 

tang  a?  = ; 

°        cosa?' 

ely  en  appliquant  la  rigle  (121),  on  trouve  : 

cos'a?+sin*a?        1 


[16]  (tanga?y= 


cos^a?  cos'  x 


La  dirvoie  de  tang  x  e^^  done  — r- • 

°  cos*  X 

128.  DiRiY^E  DE  cotang  x.  On  a  : 

.  cos  a? 

^JL  cotang  a;=-: — ; 

^  ®       sin  a?' 

^  en  appliquant  la  r&gle  (121),  on  trouve  : 
tlT]        (cotanga.)'==?'"**-^**  ^ 


sin*  a;  sin' re 
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LadMvie  de  cotang  x  est  done r-r- . 

°  sin*  X 

129.  D^ivte  DB  s6c  x.OnBLi 

stcx= • 

cos  a; 

Done 
L18]      (s6ca?)'  =  (cos-*a?y=  — (cosa?)"-*.(— sina?)=-7-:^. 

La  dirioie  de  s6c  x  est  done  — r*. 

cos*  X 

150.  D^RiY^E  DE  cos^c  X.  On  a  : 

cos4ca?=-: — . 
sin  a; 

Done : 
[19]      (cos^c  xy  =  (sin-*  a?)'=s — (sin-*  x)  cos  x = — ^?^. 

La  dSrivis  de  cos6c  x  est  done r-r— 

sia"x 

151.  Remarque.  Nous  admettons,  dans  les  paragraphes  pr^ 
cedents,  que  Tare  x  soil  mesur6  par  son  rapport  au  rayon  du 
cercle  dont  il  fait  partie.  G'est,  en  effet,  dans  cette  hypothc^e 
seulementy  qu*il  est  vrai  de  dire,  comme  nous  I*avons  fail  (1S6\ 
que  le  rapport  du  sinus  k  Tare  tend  vers  Tunit^,  lorsuue  Tare 
diminue. 

15S.  D]£finition  des  fonctions  inverses.  Toutes  les  fois  que 
deux  variables,  x  et  y,  sont  li^es  de  telle  mani^re,  que  la  valeur 
connue  de  Tune  determine  la  valeur  de  Taulre,  elles  sont  ditcs 
fonctions  Tune  de  Taulre ;  et  ce  sont  deux  fonctions  inversts. 
Ainsi,  par  exemple,  si  y  =  a',  on  en  conclut  x  =  logaV;  ^ 
chaque  valeur  de  x  correspond  une  valeur  d^termin^e  de  Tex- 
ponentielle  y;  mais  k  chaque  valeur  dey  correspon^Re  valeur 
d6termin6e  du  logarithme  x.  Les  deux  fonctions  y  et  a;  sent  in- 
verses Tune  de  Tautre.  Ainsi,  encore,  le  sinus  d'un  arc  est  une 
fonction  de  cet  arc;  mais,  rdciproquement.  Tare  est  fonctiondu 
sinus;  car  k  chaque  valeur  du  sinus  correspondent  des  valeun 
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l^termintes  de  Fare.  Nous  d£signerons  cette  fonction  par  la 
notation. 

arc  sin  x, 

ine  ron  doit  lire  :  arc  dont  le  sinus  est  x,  Et  nous  allons  deter- 
miner les  ddrivies  des  fbnctions  circulaires  inverses^  arc  sin  Xf 
arc  cos  rr,  arc  tango;. 

135.  DiRivis  DS  arc  sin  x.  Posons  : 

y.=arcsin^; 

et  cherchons  la  diriyee  de  y  par  rapport  k  Xj  que  nous  d^signe- 
rons  par  y'. 

De  l'6quation  y  =  arc  sin  x, 

ondidnit:  a;=siny; 

eu  prenant  la  d^riv^e  des  deux  membres  par  rapport  h  x,  et 
appliquanty  pour  le  second,  la  rfegle  des  fonctions  de  fouctions, 
on  trouve : 

i  =  cosyxy'; 

done :  y*  = . 

^      cosy 


Mais  sin  y  etant  ^gal  k  x^  cos  y  est  ^gal  k±:^l—a^;ei  Ton  a, 
par  consequent : 

m  ^=.    I 

Ia  dirivie  de  arc  sin  x  est  done 


±^r=^3?' 


t34.  REiiARQtTE.  II  pent  sembler  extraordinaire  que  la  d6- 
riv6e  cherchee  ait  un  signe  indetermine.  Mais  on  remarquera 
<iue  le  signe  du  dinominateur  est  celui  de  cos  y ;  or,  k  un  mAme 
sinus  x  correspondent  des  arcs  en  nombre  inflni,  dont  les  uns 
ont  un  cosinus  positif,  et  les  autres  un  cosinus  n£gatif ;  ce  sent 
ces  divers  arcs  qui  ont  des  deriyees  diff^rentes ;  chacun  d'eux, 
bien  entendu,  ne  pent  en  avoir  qu*une  seule.  Lors  done  que  Ton  ' 
prendra  la  derivie  de  Tare  dont  le  sinus  est  x^  on  devra  indi- 
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quer  le  quadraDt,  dans  lequel  se  termiDe  Tare  dont  il  s'agil;  et 
Ton  prendra  le  signe  -|->  si  i'arc  se  termine  dans  le  premier  on 
dans  le  quatri^me  quadrant,  et  le  signe  — y  s'il  se  termine  dans 
le  second  ou  dans  le  troisi^me. 

1 5tt.  DiiRiviE  DS  arc  cos  x.  Si  Ton  pose  : 

y  =r  arc  cos  x^ 

on  en  d^duit :  a; = cosy; 

ety  en  prenant  les  d6riy6es  des  deux  membres, 

1  =— sinyxy'; 
d'ou  Ton  d^duit : 

[21]  y'=-T^=    ~^ 


La  (Urivie  arc  cos  x  est  done 


smy     zxiyji^x^ 
—  \ 


=^V^l-x* 


Dans  ce  cas,  le  d^nominateur  est  la  valeur  de  sin  y,  c*esk-^- 
dire  du  sinus  de  Tare  dont  on  cherche  la  d^riv^e.  On  devra  done 
le  prendre  avec  le  signe  +»  si  Tare  se  termine  dans  le  premier 
ou  dans  le  second  quadrant ;  et  avec  le  signe  — ,  si  Tare  se  ter- 
mine dans  le  troisiftme  ou  dans  le  quatri^me. 

156.  On  pent  remarquer  que,  d*apr&s  ce  qui  pr6c£de,  les 
deux  fonctions  arc  sin  x  et  arc  cos  x  ont  des  diriv^es  ^gales,  ou 
£gales  et  de  signes  contraires;  on  s'explique  facilement  qu'il 
doit  en  6tre  ainsi,  en  remarquant  que,  si  y  d6sjgne  un  arc  dont 

le  sinus  soit  a?, -—  y  et  y  — -auront x pour  cosinus.  Ona done, 

-  —  arc  sin  x  ==  arc  cos  a?, 

et  arc  sin  a?  —  -  =^  arc  cos  x. 

On  voit,  d*apr6s  cela,  que,  suivant  la  valeur  adoptee  pour  Tare 
dont  le  cosinus  est  x^  sa  ddriv^e  sera  6gale  &  celle  de  arc  sin  x^ 
ou  ^ale  et  de  signe  contraire. 
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137.  DiRivis  DS  arc  tang  x.  Posons : 

y  =  arc  tango?; 
on  en  d^duit :  x  s  tang  y ; 

et,  en  prenant  les  d£riY6es  des  deux  membres, 

cos'y 
done: 

[22]  y'  =  cos*y  =  ,  ,  /^     ,    =  T-^. 

La  dirioie  de  arc  tang  x  est  done     .     ^. 

1  ~|~  X 

On  Yoit  que  la  fonction  arc  tang  x  n*a  qu'une  seule  d^rivie.  U 
existe  cependant  un  nombre  infini  d'arcs  qui  correspondent  i^ 
line  tangente  donn£e;  mais,  si  I'on  d^signe  Tun  d*eux  par  y^ 
tous  les  autres  sont  compris  dans  la  formule 

chacun  d*eux  a,  par  consequent,  m6me  d^rivee  que  y. 

i38.  Tableau  des  d^riy^es.  Gomme  il  est  n^cessaire  de  con* 
nattre  les  formules  fondamentales  du  calcul  des  d^rivfies,  nous 
les  avons  toutes  riunies  dans  le  tableau  suiyant : 
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1-y: 
2*y: 
3*y: 

4'y= 


6»y 
Vy 


9  (a?) 


=0^. 


8«y=L», 

9»y=Iog», 

0*  y=sin  x, 
!•  y=rcos  X, 


2*  y 
3-y 
4*y 
b*y 
6-  y 

7«y 

8*y 
9«y 
20*  y 


=tang«, 


=arc  cos  c. 


=arccot«^ 


=arc  s6c  ir, 


22»y: 
23»y: 


:log8in  ff, 
:l0g  COS«y 


24«y=logtaiigff, 
26»y 


1 


log  tang -», 


y'= 
y'= 

y'  = 


a. 

f(*)<f'l*)—9(')-f(*) 


ifO) 


»'=z 


HI*"-'. 

a'La. 
I 


y= 


eotangs, 

y: 

s&ss, 

y 

icostes, 

y 

are  sin*, 

y 

COSff. 

— sins. 

1 
cos's* 

1_ 

sin's* 
sins 
cos's' 
coss 

sin's* 
1 


v«- 


vTirs*' 
1 


V^l— s»' 


=arc  tang  x,         y'^ 


1 


y'=- 


y= 


l+s*' 
I 
l+s»" 
1 


tl*  y=  arc  coste  s,         y's — 


1 


y': 

y= 
y'= 


*Vs^--l 
scotangs. 
=— tangs. 

1 
'sins. coss* 

1 
'sins* 


Dans  les  dirivies  de  arc  sin  x  et  de  arc  cos£c  x^  le  radical  a 
le  signe  de  cos  y ;  dans  celles  de  arc  cos  x  et  de  arc  sfe  «,  il  a  le 
signe  da  sinus. 
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I.  Trouver  la  d^rivSe  de 


EXERCIGES. 

y=  yoj— I— " — 7 


On  trouvB :  y'= 


IL  Trouver  la  d^rivte  de  y = ^ (a  +  bx*). 

On  trouve  :  y'=32r(a-f  bx^fta; 

III.  Trouver  la  dirivce  de         y  r=  f  f  -  j . 

Ontrouve:  *'^^^^(;)*' 

Alg.  sp.  B. 
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IV.  Trouver  la  d6ri?6e  de 

1  ,  /j+a\ 


Id  trouve : 


V.  TrouTer  les  d^riy^es  de 

y=a?(L«— 1),       jr=:e»(«— 1). 

On  trouve :  y'=I^>  ;»*=««•. 

YI.  Trouyer  les  d^rirto  de 

ysrd^sinff+oosff,  s=sin  c — s  ooesw 

Od  trouve  :  y' = « cos«,  ji'  =  dpsin  s. 

VII.  Trouver  U  d^riv^e  de 

y=L(«+vT+i>). 

On  trouve :  y'=  ,  . 

Vl+«* 

VIII.  Trouver  la  diriv^e  de 


y  scare  008 


(OCQgg-f  5\ 
FcoIJ+a/ 


On  trouve  :  y^=rir r~» 

IX.  Trouver  la  d6riv6e  de 


1     /^--cosjX 


On  trouve  :  y'=  -: — . 

'      8in« 

X.  Trouver  les  deriv^es  de 

y  =  LarcsinflP,      f=Larcco8«,      v=Larctg«. 
On  trouve  : 

^      v/r=^'wcsin«'  V'l^^^arccoso?'  (l+»')arotgs 

XI.  Trouver  la  d^riv^  de 

y=arc8in2«  Vl^*** 

2 

On  trouve  :  y'=  j===j. 

Drre  pourquoi  cette  d^riv^e  est  double  de  celle  de  arc  sin  «. 
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XII.  Trouyer  la  dSriv^e  de 


y=:  arc  tang 


1— ox' 
1 


On  trouTO  :  ^=2 . 

Dire  pourquoi  cette  d^riv^e  est  la  mdme  que  celle  de  are  tang  %, 

XIII.  Trouver  la  dirivte  de 

el  dire  poorquoi  elle  est  encore  la  mdme  que  la  pr6c6dente. 

XIV.  En  posant :  L  (f^)  =  9(») , 
tronyer  les  dMy  to  de 


1— «»»       ^— 1_«3- 
I>ire  ponrquoi  oes  denx  fonctions  ont  la  mdme  d^riy^e. 
XV.  Trouyer  la  ddriv^e  de 


r_  \/r^ 


1 — ecosop 

Ontroofe.  1^=7-^ 

1— «cos« 

XVI.  Trouyer  la  dSrivto  de  rezpression 
2VIL  Tronyer  la  ddriyde  de  Tezpression 

XYni.  Troaver  la  d^rivie  de  Tezpiession 

y_,     1      r    asinag  b        ^^^^  /&4-oco8g\"] 

'""  5^^»  [oTbcon  ""  "^r^  V.MTcSi  j  J- 
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Dire  pourquoi  Ton  trouvei  pour  ces  trois  expressions  (XVI ,  XVII,  XVIII),  la 
mdme  d6riy6e^ 

. cos  dp 

^     a  +  fecos«* 

XIX.  TrouTor  la  d^riy^e  de  rezpression 

1      r    osing h  /&  -t"  0  cos  as  4-  y^b'—  o'  sin  s\\ 

'      a* — &' |^a  +  2^cosd?      ^JFZr^     \  a  +  6cos«  yj' 

Cette  fonction  a  la  m6me  diriv^e  que  les  trjis  pr^c^dentes. 

XX.  Trouver  la  d^rivte  de  Texpression 

1    ,  ^T+l?+x}/2        1  .    » V5 

y  =  — =L-^ — "T — ^3 — — :=arosin,  /^. 


On  trouve :  y'  = 


ff« 


(1— irO/l+«* 


«  « 


CHAPITRE  II. 

ETUDE  BES  FONGHONS  A  L*AIDE  DE8  DERIVEESy 
RETOUR  DES  DERIVEES  AUX  FONCTIONS. 

S  I.  Propri6t^8  des  d6riv^. 

159.  DEFINITION.  On  dit  qu'une  fonction  f  (x)  est  croUsante, 
lorsqu'un  petit  accroissement,  donn6  k  la  yariable  x,  fait  prendre 
k  la  fonction  une  valeur  plus  grande  :  en  d*autres  termes, 
lorsque  Ton  a,  pour  de  tr&s-petites  valeurs  de  h, 

/(a?  +  A)-r(a?)>0. 

Une  fonction  est  dite  dicroissantej  lorsqu'un  petit  accroisse-  * 
ment ,  attribu6  k  la  valeur  x ,  fait  prendre  k  la  fonction  une  , 
valeur  plus  petite  :  en  d'autres  termes,  lorsque  Ton  a,  pour  de  1 
tr^s-petites  valeurs  de  h, 

f{x+h)^f{x)<0. 

140.  Condition  pour  qu'une  fonction  soit  croissantk  ou 

D^CROissANTE.  Puisquc  la  d^riy^e  f  (x)  est  la  limite  du  rapport 

f(x4~h) f(x)  ' 

i — ^"^'  pour  A  =  0,  il  s'ensuit  que,  lorsque  A  est,  non 

pas  nul,  mais  tr&s-petit,  on  a : 

t  itant  une  quantity  inconnue ,  fonction  de  x  et  de  h,  qui  est 
tris-petite,  en  meme  temps  que  A,  et  qui  tend  vers  z^ro  avec  A. 
On  tire  de  lit : 

f(x+h)-nx)=h\r(x)+^]. 

Or  si  f  {x)  n'est  pas  nul ,  on  peut  prendre  A  assez  petit,  pour 
que  c  soity  en  yaleur  absolue,  plus  petit  que  f  (x) .  Le  signe  de 
!  /'  (^)  +  * )  s^i'A  ^^T^  <^lui  de  f  (x) ;  et,  comme  A  est  positif,  le 
signe  de  f  (x)  sera  celui  du  premier  membre. 
Done,  H  la  dirivie  V  (x)  est  positive,  la  fonction  f  (x)  est  croiS' 
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sante;  et  si  la  dirivie  est  rUgative^  la  fonctum  est  decraissafiU.  Les 
r6ciproques  sont  ividemment  vraies. 

141.  Condition  comuunb  au  maximum  et  au  minimum  d'une 
FONCnoN.  Lorsque  la  variable  de  laquelle  depend  une  fonctioD^ 
chauge  d'une  mani&re  continue ,  la  fonction  elle-meme  ?arie 
d'une  manifere  continue ;  et  le  th£or&me  pr6c6dent  nous  permet 
de  trouver  les  valeurs  de  la  yariable,  pour  lesquelies  la  fonction 
est  croissante  ou  dicroissante. 

Si  la  fonction  consid£r6e  devienl  maximum  pour  une  certaine 
Yaleur  a  de  x,  die  est  croissante  lorsque  x  est  plus  petit  que  a, 
et  d^croissante ,  d&s  que  x  a  d^pass^  cette  limite.  La  dirivie^ 
positive  d'abord,  negative  ensuite,  doit  done  changer  de  signe, 
en  passant  du  positif  au  rUgatif^  lorsque  x,  ciuissant  d'une  ma- 
niire  continue,  vient  k  atteindre  et  k  d^passer  a. 

On  verra  de  m6me  que  si,  pour  (c  =  a,  la  fonction  consid^r^e 
est  minimum,  la  d6riv6e  doit  changer  de  signe,  en  passant  du 
nigatif  au  positif,  lot'sque  x^  croissant  d*une  mani^re  continue, 
atteindra  la  valeur  a. 

On  voit,  par  ce  qui  pr6c6de,  que  les  valeurs  de  x^  qui  rendent 
une  fonction  maximum  ou  minimum,  sont  celles  pour  lesquelies 
la  d£riv6e  de  cette  fonction  vient  k  changer  de  signe.  Et,  comme 
une  fonction  continue  ne  pent  changer  de  signe  qu'en  passant 
par  la  valeur  ziro,  interm^diaire  entre  les  valeurs  positives  et 
negatives,  11  en  r£sulte  qu'une  fonction,  dont  la  d6riv6e  est  con- 
tinue, ne  devient  maximum  ou  minimum  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  annulent  sa  d6riv£e. 

Mais  la  r^ciproque  n'est  pas  exacte.  Pour  qu'il  y  ait  maximum 
ou  minimum,  il  faul  non-seulement  que  la  d^rivee  s'annule;  il 
faut  encore  qu'elle  change  de  signe:  et  un  grand  nombre  de 
fonctions  peuvent  passer  par  z6ro  sans  changer  de  signe. 

Nous  conclurons  de  \k  que,  pour  trou/oer  Us  maximums  tt  m- 
nimums  d'une  foiiction  f  (x),  on  risout  I'iquation  V  (x) = 0 ;  on  re- 

:  jette  les  solutions  pour  lesquelies  la  d6riv6e  ne  change  pas  de  signe. 

I  Quant  a  chacune  de  celles  qui  font  changer  de  signe  a  Ta  d^t^ee, 
elles  correspondent  a  un  maximum^  lorsque  la  dMoie  passe  du  po- 
sitif  au  nigatif t  etaun  minimum,  dans  k  cos  contraire. 

On  pent  remarquer,  en  outre,  que,  s'il  y  a  maximum,  la  it- 
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riv£e  6iant  d'abord  positive,  puis  nulle,  et  enfln  n^gatiTe,  va 
coDstammcnt  en  diminuant :  sa  d^riy^e,  c'est-ii-dirc  la  dirh^e 
seconde  f*^{x)y  doU  done  6tre  negative.  Si,  au  contraire,  il  y  a 
minimum,  la  d^riv^e,  d'abord  negative,  puis  nulle,  puis  posi- 
tive, va  en  croissant  :  done  la  d6riv6e  seconde  f{x)  doit  6ire 
positive.  Les  r^ciproques  sont  ^videntes. 

Done,  pour  qu*une  valeur  x  =  a ,  qui  anntUe  f '  (x),  carresponde 
a  un  maximum  au  i  un  minimum^  il  suf/it  qu'elle  rende  f ^(x)  n^- 
gative  ou  positive. 

%  il.  £tude  de  quelques  fonctions. 

142.   £tU]>£  de  la  FONCTION  iXfy  QUAND  X  VARIE  DE  0  A   oo  . 

Gommencons  par  chercher  la  valeur  de  cette  fonction  pour  a; = 0. 
Si  Ton  attribue  imm^diatement  cette  valeur  k  la  variable,  la 
fonction  prend  la  forme  inditermin^e  0\  qui  n'a  aucun  sens; 
car,  d'une  part,  toutes  les  puissances  de  0  sont  nulles;  et, 
d'autre  part,  toute  puissance,  dont  I'exposant  est  z^ro,  est  £gale 
\  1.  Pour  connaltre  la  veritable  valeur  de  af^  c*est-&-dire  la  va- 
leur vers  laquelie  conven^ge  x*,  lorsque  x  diminvs  de  plus  en  plus^ 
posons : 

y  =  x'; 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient : 

log  y = a;  log  x. 
Or,  puisque  x  doit  recevoir  une  valeur  tr^s-petite,  posons-le 
^gal  k'-^x  6tant  tris-grand ;  on  aura : 

1        ill       ii 

logy=-log-  =  — -logz. 

Or,  il  est  Evident  qu'un  nombre  tr&s-grand  est  beaueoup  plus 
grand  que  son  logaritbme;  (si,  par  exemple,  les  logarithmes 
sont  pris  dans  le  syst^me  dont  la  base  est  10,  le  logaritbme  d'un 
nombre  de  1000  chiffres  a  seulement  999  pour  partie  enti&re) : 

*-  log  z  a  done  pour  limite  0;  et,  par  suite,  log  y  diminue  indifi- 

Qiment :  d'od  Ton  conclut  que  y  tend  vers  Tunitfi* 
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Pour  ^tudier  les  variations  de  of,  k  partir  de  la  valeur  1 ,  pre- 
nons  la  d^riy^e  de  cetle  fonction.  Oq  a  (iSS),  pour  expression 
de  cette  d£riv6e, 

a^ri+Lo:), 

Ic  logaritbme  £tant  pris  dans  le  syst&me  de  Neper. 

Si  X  est  tr&s-petity  cette  d6riy6e  est  negative ;  x*  commence 
done  par  d^crotlre,  et  diminuera  tant  que  I'on  aura : 

l  +  La?<0, 
c*est-i-d  ire  La?  <  —  1 , 

ou  X  <-. 

Poura;  =  -,  la  ddriv^e  s*annule,  et  la  fonction  devient  mini- 

mum;  x  croissant  &  partir  de  la  valeur -,  la  d£riv£e  est  tou- 
jours  positivei  et  of  crott  sans  limite. 

145.  £tude  de  la  fonction  y= — ,  le  logarithme  £tant 

X 

PRIS  DANS  LE  STST&ME  DE  Neper.  Pour  xD=Oy  on  a,  6videm- 
ment,  y= — « .  La  d6riv6e  est : 

,     1  — La? 

Cette  dirivte  est  positive ,  tant  que  x  est  plus  petit  que  t\  la 
fonction  augmente  done  sans  cessCi  lorsque  x  passe  de  la  va- 
leur 0  &  la  valeur  e.  La  fonction  passe  alors  de  la  valeur  —  oo  i 

la  valeur  -.  Cette  valeur  -  est  son  maximum :  et,  la  d6riv6e  de- 
e  0 

venant  ensuite  negative,  la  fonction  diminue  ind^finiment ;  et 

Ton  voit  sans  peine  qu'elle  tend  vers  ziro,  lorsque  x  augmente 

sans  limite. 

144.  Probl£:me.  On  dorwie  la  somme  x  +  y*  trouver  le  maxi- 
mum  ou  le  minimum  de  x* + y*. 

Remarquons  d*abord  que,  la  somme  a?-|-y  ^^^^  donnie,  y 
est  une  fonction  de  x,  et  que,  par  consequents  o^  +  lT  <^^^ 
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aussi  fonction  de  x;  on  peut,  par  consequent,  lui  appliquer  le 
(h6or&me  d^montr^  plus  haul  (i4l). 

Posons :  ir  -f  y  =  2a, 

II  faut  chercher  la  itxivke  de  u,  et  Tigaler  4  0;  or,  on  a    vi- 
demment: 

D*ailleurs,  Tiqualion        x-^-y^^a^ 

donne:  l-|-y'=0; 

done:  1/=  — 1; 

et ,  par  suite,  w'= wwc**"* — myj^  * . 

La  condition  u' = 0, 

re vient  done  h  a?"^* = I/"""', 

et  exige,  par  consequent ,  que  Ton  ait  a;=y,  et»  par  suite, 

Pour  savoir  s*il  y  a  maximum  ou  minimum,  il  faut  cherctier 
(141)  siy  lorsque  x^  en  croissant,  passe  par  la  valeur  a,  la  d6- 
rjv6e,  en  changeant  de  signe,  devient  negative  ou  positive.  Or, 
en  supposant  m  plus  grand  que  1,  pour  x  plus  petil  que  a, 
(ma?*~* — mt/^*)  est  n6galif;  et,  pour  a?  plus  grand  que  a,  cette 
difference  est  positive  :  done  il  y  a  minimum.  La  conclusion 
serait  opposee,  si  (m —  1)  etait  n^gatif. 

145.  PROBL]iBCB.  Chercher  les  valmrs  maxima  et  minima  de 

Fexpressum. 

_x*--5x  +  6 

^""x'  +  x+i* 

Gherchons  d*abord  la  deriv^e  y'  de  y;  on  a,  d'aprte  la  r^gle 
donnie  (181) : 

,     (2x—b){x^+x+l)'-(^x+\)(x^—bx+&)_6x^'-l0x—U 

y—'  {x^+x+\y  "■  {x^+x+if 

Le  d^nominateur  de  y'  eiant  posilir,  le  signe  de  cette  deriv6e 
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sera  celui  de  {6a^—l0x  —  II).  Or,  ce  trinome  est  u^gatif, 
quand  x  est  corapris  entre  les  racines  de  Tiqiiation 

[1]  6ic*  — lOa?— 11=0, 

et  il  est  positif  dans  le  cas  contraire. 
Les  deux  racines  de  r^auation  {l]  sont: 

6        * 
C-esl-i-dire  (^=-0,75656  53357, 

cesi  a  aire,  ^  ^^     %^k2323  20024; 

les  Yaleurs  correspondantes  de  y  sont : 

19di2|/9T 

y= — 3 , 

cVst-Mire  (  ^'=    ^^'^^^^^  ®^^^^' 

cesi-a-aire,  ^  ^^^     ^^^^^^^  ^3^28. 

On  voit  que  la  fonction  y,  qui  ne  devient  pas  infinie,  puisque 
(x*+x+ 1)  ne  pent  6tre  nul,  et  qui  est  par  consequent  conli- 
nue,  est  croissante^  lorsque  x  varie  de  —  oo  k  x';  eile  d^crott 
ensuite,  lorsque  x  varie  de  ^  &  of ,  pour  augmenter  ind^Gni- 
ment,  quand  x  augmente  h  partir  de  la  valeur  sf.  Elle  atteint 
son  maximum  pour  a;=a/,  et  son  minimum  pour  x=:af. 

On  voit,  d*aiUeurs,  que,  pour  des  valeurs  tr6s-grandes  de  x,  la 
fonction  diff^re  pen  de  Tunit^ ;  car,  en  rempla^ant,  pour  de 
telles  valeurs,  le  numirateur  et  le  d^nominateur  par  leurs  pre- 
miers termes,  qui  sont  £gaux,  I'erreur  relative  commlse  sur 
Fun  et  sur  Tautre,  et  par  suite,  sur  le  quotient,  est  ^videauDcnt 
tris-petite. 

En  r6sum6,  la  marche  de  la  fonction  est  indiquie  par  le  ta- 
bleau suivant : 
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00 


y=i. 


X 

fl?  =  ^  =  —  0,75656. . . ,      y  =  1 2,69292. . .  maiimuiDi 
X 

X 

x=     2,42323...,    y  =  — 0,02626 ..  •  minimum , 

X 
X 


=      0, 
=      2, 


y  =  6, 
y  =  o, 


=      3, 


y  =  o, 


00 


y=i. 


146.  Gas  ot  la  fonction  devient  discontinue.  Les  fonclions 
coiisid£r£es  pr^cidemaient  sont  continues,  et  les  tb6or&mes  d£- 
montr^s  (140,  141}  s'y  appliquent  sans  difficult^.  Mais  11  n'en 
est  pas  toujours  ainsi ;  et  11  faut  alors  avoir  sola  d'examiner  h 
part  les  valeurs  de  la  yariable,  pour  lesquelles  la  fonction 
change  brusquement  de  valeur.  La  consideration  de  la  d^riv^e 
ne  suffit  plus  alors  pour  etudier  les  variations  de  la  fonction. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 

X*  —  2a?  +  7 

^""a?«— 8a?+15* 

On  volt  imm6diatement  que  cette  fonction  est  discontinue  pour 
les  valeurs  ii^sS  et9=:5j  qui  annulent  le  dtoominateur;  et, 
par  consequent,  on  ne  pourra  appliquer  les  thtorimes  de  la 
thtorie  des  derivdes,  que  pour  des  valeurs  de  x  variant  entre 
des  limites  qui  ne  comprennent  pas  Tun  des  nombres  3  et  5, 
On  a,  en  prenant  la  deriv^e  de  y : 

,_  —  6a?^+16a?+26 
^  ""    (a?*  — 8a?+i5)*  ' 

K  Ton  risout  T^quation, 


—  6a?«-f  16a? +  26=0, 


on  trouve : 


^U  par  suite, 


{ 


4rFv^55 
3       ' 

a?' =  —1,13873  28290^ 
a?^=  3,80539  94957; 
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les  valeurs  correspondantes  de  y  sont : 

y=— 7±:v^, 
yi=  0,41619  84871, 


(  y4=  0,4161 
[  y,  =  — 14,i 


^^  •  ",41619  84871. 

Par  suite,  y'  est  n^gatif,  tant  que  x  est  compris  entre  —  ooeisfy 
positif  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  eix^;  et  il  rede- 
vient  n6gatif,  pour  x  plus  grand  que  of.  D'aprfes  cela,  on  devrait 
conclure  (140)  que  y  d^crolt,  lorsque  x  varie  dans  le  premier 
intervalle,  qu*il  augmente  dans  le  second,  et  qu'il  diminue  dans 
le  troisi&me.  Mais,  pour  les  raisons  indiqu6es  plus  haul,  ces  con- 
clusions cessent  d'etre  exactes,  5  cause  de  la  discontinuity  de  y. 

y  diminue,  en  effet,  quand  x  varie  de  —  «  i  a?' :  car,  dans  cet 
intervalle,  la  fonction  est  continue,  et  la  d6riv6e  est  negative. 

Lorsque  x  varie  de  x'  kZ^y  augmente ;  il  devient  inGni  pour 
x  =  Z;  puis  il  passe  brusquement  h  la  valeur  —  oo ,  et  augmente 
de  nouveau  jusqu'^  a? = jf ,  valeur  pour  laquelle  y  est  maxi- 
mum. A  partir  de  la  valeur  of',  y  diminue  jusqu'&  ce  que  ron 
ait  x  =  b,  valeur  pour  laquelle  y  est  —  qo  ;  puis  cette  fonction 
passe  brusquement  &  la  valeur  -f-  <><^ »  et  diminue  ensuite  sans 
cesse,  k  mesure  que  x  devient  de  plus  en  plus  grand. 

Si  Ton  remarque,  comme  plus  haut,  que,  pour  des  valeurs 
tr^s-grandes  de  x^  positives  ou  negatives,  y  diff^re  pen  de  Tu- 
nit£,  on  pourra  repr^senter  les  conclusions  qui  pric&dent  parle 
tableau  suivant;  et  Ton  se  fera  facilement  une  id6e  de  la  marche 
de  la  fonction,  qui,  dans  cbaque  intervalle,  varie  toujours  dans 
le  m6mc  sens. 

a?=  — 00,  y=l, 

x  =  x^  =  — 1,13873...,  y  =  0,41619...  minimum 

x=      0,  y  =  0,46666..., 

X=      3,  y  =  dzoo, 

x=x^=     3,80539...,     y  =  — 14,41619...  maximum> 

x=      5,  y  =  rf:oo, 

x=     00,  y=l. 
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%  III.  Application  des  ddriv^es  k  la  determination  des  valears  des 
.  fonctions  qui  se  presenteot  sous  une  forme  ind^termin^e. 

117.  Gas  o6  une  fongtion  se  pr^sente  sous  la  forme-* 


Soit  une  fonction : 


f(x) 

fil  =  *   ^    ^»  V. 


ft  supposons  que,  pour  x  =  a,  on  ait,  k  la  fois,  /'(a)  =  o, 
F  (a)  =  0;  y  se  pr6sente  sous  la  forme  ^;  et  Ton  peut  se  propo- 
ser de  determiner  la  limite  vers  laquelle  tend  y ,  lorsque  x  tend 
yers  a.  Gette  limite  est  ce  qu'on  appelle  souvent,  improprement» 
la  vraie  valeur  de  y. 
Pulsque  f{a)  =  0,  ¥  (a)  =  0,  on  a  ideutiquement : 

F(a?)"""P(aO  — F(a)""F(a?)  — F(a)' 

X — a 

Or,  lorsque  x  tend  vers  a,  les  termes  du  rapport,  dans  le  second 
membre,  tendent  respectivement,  et  par  definition  mfime,  vers 
lesderiT^es  f'{a)  et  F'(a).  Donc^  en  prenant  les  limites  des  deux 
membres,  on  a,  pour  x  =  a: 

iiin/^(^)-0?)       on     lim^^-lim^l^ 

Done  si  f^{x)  et  ¥'(x)  ne  sont  ni  nuUes  ni  infinies,  pour  a?  =  a, 
la  vraie  valeur  de  'j  est  la  vahur  du  quotient  des  dMv4es  de  ses 
deux  termes. 

148.  Exemples.  1*  Yraie  valeur  de ,  pour  a;  =  a.  Le: 

X  —  a 

quotient  des  diriv^es  est  — - — ,  et  la  limite  est  ma^"^. 

149.  Gas  ot  une  fonction  se  priSsente  sous  la  forme  ^^ 

fix) 
Supposons  que,  pour  flp  =  a,  la  foncUon  y  =  jtH  se  pr6sente 
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fious  la  forme  §  ^  c*e8t-k-dire  qae  Ton  ait  ^  (a)  =  eo ,  F  (a) = « . 
On  a  identiquement : 

P{«)'"F(a?)7(a?)* 

Or,  pour  ws^Gf  wr^  et  jt-.  sont  nuls  :  done  la  vraie  valear  de 

celte  expression  sera  la  limite  du  quotient  des  d£ri?£es  (i47). 
Or  ce  quotient  est ; 


TW~rw'  ^"^ 


(fm .  CM 

\¥{x))  'V(xy 


Si  done  la  limite  de  y  n'est  ni  nulle  ni  inQnie,  et  qu'on  la  di- 
signe  par  L,  on  aura,  pour  la  determiner : 

L=L«:llm^,    d'oii    L=lim^, 

comme  dans  le  premier  cas  (147). 

Si  la  limite  de  y  est  0,  le  raisonnement  prte£dent  ne  s*ap* 
plique  plus.  Mais  alors  on  remarque  que,  k  disignant  une  con> 
stante,  Fexpression 

devient  aossi  ^  pour  x=a,et  qae  sa  vraie  valear  est  k,  poisque, 

par  hypotbise,  s-^  a  pour  limite  0.  On  peut  done  appliqaer  la 
r^le  pr^dente;  et  Ton  a : 

j._f{a)  +  kF(a)_r(a)  ,  .. 
F'(a)        ~F'(o)^"*' 

done       ^=0,   o«   llm{;f =.=„™J|. 

La  limite  de  y  est  encore  la  limite  du  rapport  des  d^riy^es. 
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II  en  serait  encore  de  m6ine,  si  la  limite  de  y  ^taitinfinie.  Gar 

si  s-T^  =  00 ,  il  en  rteulte  que  7-7-x  =  ^ ;  par  suite,  en  vertu  de 
F  (a)  f  W 

ce  qui  pr^c&de,  5r-r"\  =  ^>  ®^  P*^  consequent,  &y^{  =  «> . 

ItfO.  Gas  01^  UNE  fonction  se  pr^sbnte  sous  la  forme  0  x  <»  • 
Si  Ton  a  un  produit  y  =  f{x)xV{x),  et  que,  pour  «  =  a,  on 
trouve  ^(a)=0,  F{a)  =  ao,  on  terit: 

f  (x)  F  (a:) 

y  =  LLi,        ou       y=-p; 

et  Ton  applique  les  regies  pr6c£dentes ;  car,  sous  la  premiere 

forme»  y  devient-^et  il  devient  ^  sous  la  seconde. 

Ittl.  Gas  oiy  UNE  fonction  se  presents  sous  la  forme  0*. 
Soit  la  fonction 

y  =  F(a?)W, 

et  sopposons  que  F  (a)  =  0,  et  f{a)  =  0.  Si  Ton  prend  les  loga- 
rithmes  des  deux  membres,  on  a : 

logy  =  /^(a?)XlogF(a?). 

Si  Ton  pent  trouver  la  limite  du  produit  f{x)  X  logF  {x)  par  la 
f^gle  (ittO),  on  aura  celle  de  log  y,  et  par  suite  celle  de  y. 

iS2.  Gas  od  a  =  « .  La  demonstration  des  rdgles  pr^cedentes 
suppose  que  a  a  une  valeur  finie.  Mais  on  pent  prouver  directe- 
ment  que  les  regies  subsistent,  lorsque  la  forme  indeterminte 

r6sulte  de  rhypothfese  rp  =  qo  .  Soit,  par  exemple,  y  =:  ^-^  une 

ionction  qui,  pour  a?  =  00 ,  prend  la  forme  ;r*    Posons  x=^\ 
nous  aurons : 


-'3. 
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Or,  pour  «=  « ,  on  a  X  =  0.  On  pent  done  appliqaer  la  r^le 
(147),  et  Ton  a: 

Cd  qu'il  fallait  d^montrer.  Seulement  il  faudra  s'assurer,  arant 

f  (x)      f  (q^ 
d'appliquer  les  r^les,  que |rH  et  wj-k  te'^dent bien versune 

limite  d^terminte,  quand  x  tend  vers  ao .  Par  exemple,  Tex- 
pression 

,  cos  a? 
fl?  +  cosa?  '      X 


I 


0?  —  sm  a?        sm  x 

X 

tend  ^videmment  vers  1,  quand  x  tend  vers  co  :  tandis  que  le 

1  *"*  sin  X 
rapport  des  dfiriv^es  - — -- —  a  une  limite  complitement  ind6- 

A  "^"  COS  X 

terminfe. 

IttS.  Remarque.  II  peut  arriver  qu'en  appliquant  les  regies 
pr^cidentesy  on  rencontre  des  d^riv^es  qui  pr^sentent  loujours 
la  mfime  inditermination  que  la  fonction  dont  on  cherche  la 
yraie  valeur.  Dans  ce  cas  on  est  oblige  de  rccourir  k  des  arti- 
fices particuliers  (voy.  la  1"  partie,  n**  240  et  suiv.).  Ce  qu'il  y 
a,  le  plus  souvent,  de  mieux  k  faire,  dans  ce  cas,  c'est  de  rein- 
placer  X  par  a-f-A,  d'efTectuer  les  rMuctions,  et  de  poser  en- 
suite  ft  =  0. 

i/  X  -"■"  (L  0 

Soity  par  exemplCy  y  =  r  ;  elle  devient  -  pour  x  =  a, 

)Ja? — a*  0 

et  les  d6riy6es  de  ses  deux  termes  deviennent  toutes  inflnies. 
En  posant  0?  =  a  +  ft.  on  a: 

'  Vh  fti  ft^ 

rr====,     OU    -J r,      on  .y 

V^2aft+ft*  ft*(2a+ft)*  (2a  +  ft)* 

et  sous  cette  forme,  on  voit  que  la  limite  est  z^ro,  quand  h  tend 
Ters  z6ro. 
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S  ly.  Retour  de  la  d^riv6e  k  la  fonction  primitive. 

154.  Th£or£me.  Deux  fonctions^  qui  ont  des  dirivies  igales,  ne 
peuvent  diffirer  que  par  une  cmstante.  Si  deux  fonctions  ont  des 
d^riv^es  6gales,  leur  difl'6rence  a  ividemment  pour  d^rivie  0. 
II  suffil  done,  pour  prouver  le  tb^or&me  6nonc^,  de  faire  voir 
qu'une  fonction,  dont  la  dirivde  est  niUUf  est  necessairemnt  con-- 
stante. 

Soit  ¥{x,  une  fonction  dont  la  d^riv^e  soit  nulle.  Gonsid^rons 
les  fractions  suivantes : 


V(x  +  h)  —  ¥(x)_ 

h -••' 

F(x  +  ^h)-'V(x  +  h)  _ 


h ^«' 

ni  (F(a;4-3/i)  — F(a?  +  2/i)  _ 

F(a?+n/t)  — F[a?+(n— I)/i]_ 

h  "*"• 

Supposons  que,  h  tcndant  vers  z6ro,  n  augmente  de  telle  ma- 
ni^re,  que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  constante  k.  Les 
seconds  membres  ci,  <!,...«»  tendront  tons  vers  z6ro;  car,  par 
hypothfese,  le  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction  k  Tac- 
croissemcnt  inOniment  petit  de  la  variable  a  toujours  z6ro  pour 
limite.En  chassant  les  d^nominateurs  des  Equations  [l],etajou- 
tant  ensuite  ces  Equations,  il  vient : 

et,  en  nommant  t)  le  plus  grand  des  nombres  si,  Ci,...e»,  en  va- 
leur sibsolue, 

.  F(a?+fc)  — F(a?)<ny,A<7i/f. 

Or,  les  quantit^s  it,  ei,...e,i  tendant  toutes  vers  z^ro,  la  plus 
grande  d'entre  elles  r^  pent  devenir  aussi  petite  que  Ton  veut;  et, 
par  suite,  la  difference  fixe^  F(a?+*)  —  P(a;),  ne  peutdifffirer  de 
z^ro.  Deux  valeurs  quelconques  de  f{x)  sont  done  6gales  entre 
elles;  et  la  fonction  est  constante. 

AL6.  sp«  B.  0 
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i^.  RevENIR  DE  la  D^RIY^E  a  la  FONCTION  PRDailYE,  DANS  LFS 

CAS  LES  PLUS  SIMPLES.  L 1  recherche  d*une  fonction,  dont  Ja  d^n- 
y^e  est  donn^e,  est  Tun  des  probl6mesles  plus  diRiciles  que  pr^- 
seiite  Tanalyse ;  et  Ton  est  loin  de  savoir  le  rftsoudre  en  g^n^ral. 
Le  th^orfeme  qui  pr^cftde  prouve,  au  moins,  qu*une  fois  une  pa- 
reille  fonction  trouv6c,  (outes  celles  qui  ont»  comma  elle,  la 
d^riv6e  propos^e,  s'obtiendront  en  lui  ajoutant  une  constante, 
de  valeur  arbilraire. 

Nous  nous  bornerons  ici  &  trailer  le  probl^me,  dans  les  eas 
les  plus  simples,  oii  la  solution  s*apercoit»  en  quelque  sorle,  in> 
m^diatement : 


1*  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d^i  ivie  est  Aof*? 
2*  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dirivte  est  cos  mxi 
3*  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dirivte  est  sin  nur? 

4^'  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d^riv^e  est  a*? 

b""  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d^riv^e  est  tang  xi 

r.  ,  sin  a?         cos'r? 

On  a:  tanffap  = = ? 

°         cos  a?         cos  X 

el  Ton  voit  que  la  fonction  demandie  est  — log  cos  a;. 

6*  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d6riv6e  est-^ ? 

1  — X 

On  a,  en  effectuant  la  division  : 

1 — X  '       '      ' I —x 

La  fonction  demnnd6e  est,  par  consequent, 


ki 


m^i 


m-\-l 

sin  fix 
m 

costnj 

a*loyg 
loga  * 


TfiBORIE  DES  D£RIV£ES.  131 

7*  Quelle  est  la  fouction  dont  la  d^riv^e  est  -: ? 

sia  X 

sin  X    2&mlxcoslx      r r—     tang  i  x 

La  foDCtion  demand^e  est,  par  consequent,  L  tang  |  x. 
8«  Quelle  est  la  fonction  dont  la  d^riy^e  est  .  .    .? 


Oujk: 


1 
1  I      a 


1  ^ 

ia  fonction  demand^e  est  done- arc  tang  -• 

a  ^  a 

Tifij 

9*  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  diriv^e  — 1 

X 

n  Lap      1   T 

On  a:  ---  =  -. La?; 

X        X 

done  la  fonction  est  -r  (Lay. 

10*  Quelle  est  la  fonction  qui  a  pour  d6riy£e  -p  f 


On  a: 


1^ 

1  X 


xLx    hx 


et,  par  consequent,  la  fonction  demandie  est  LLap. 

Nous  nous  bornerons  h  ces  exemples,  ne  pouvant  indiquerici 
aucune  des  meihodes  que  Ton  emploie,  pour  r^soudre  le  pro- 
bl^me,  dans  des  cas  un  pen  moins  faciles. 

i  RtiSUllA. 

139.  Definition  des  fonctions  croissantesoa  decroissantes.  — 140*  Condi- 
lion  pour  qu'une  fonction  soit  croissante  oa  decroiasante.-^- 141 .  Condi- 
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lion  commune  au  maximum  ou  au  miaimum  d*une  fonction.^  1 42.  £lude 

La? 
de  la  fonction  of.  — 145.  £tude  de  — . —  144.  Maximum  ou  minimum 

X 

de  oT^  +  i/*,  quand  X'^y^=a.  — 145.  Maximum  et  minimum  d'une 
fraction  du  second  degre.  —  146.  Examen  d*une  fonction  discontinue. 
— 147.  Recherche  de  la  vraie  valeur  d'une  fonction  qui  se  pr6senle 

sous  la  forme  r.  —  148.  Exemple. —  149.  Gas  oOi  la  fonction  de- 
viant — .  —  ISO.  Gas  oili  la  fonction  devient  0  X  <».  —  itSl.  Gas  ou 

00 

elle  devient  0^ — li;2.  Gas  o5  a=oo. — 153.  Remarque. — 154.  Deux 
fonctionsy  qui  ont  m^me  deriv^e,  ne  different  que  par  une  constante.  — 
155.  Retour  de  la  d^riv^e  ii  la  fonction  primitive,  dans  lea  cas  les  plus 
simples. 

EXEEGICES. 


I.  Trouver  les  bases  des  syst^mes,  dans  lesquels  un  nombre  peat  6tre  ^gal  i 
son  logarithme,  en  employant  i'un  des  proc6d6s  suivants  : 

1"  On  (!;tudiera  la  fonction  «  — logo;;  et  Ton  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  nulle. 

2*  On  ^tudiera  la  fonction  • ;  et  Ton  cherchera  la  condition ,  pour  qu'elle 

puisse  devenir  ^ga!c  k  Tunit^. 

3*  On  6tudiera  la  fonction  a*  —  x;  et  Ton  cherchera  la  condition,  pour 
qu'elle  puisse  devenir  ^gale  k  z^ro. 

A' 

4°  On^tudiera  la  fonction  — ;  et  Ton  cherchera  la  condition,  pour  qu'elle 
puisse  devenir  6gale  k  runit6. 

On  devra,  bien  entendu,  trouver,  des  quatre  maniires,  le  meme  r^sultat, 
qui  est 

II.  Examiner  si  T^quation 

deut  admettre  d'autre  solution  que  x  =  m. 

On  met  facilement  cette  Equation  sous  la  forme  : 

»  logg logm 

X  in~' 

On  r^pondra  done  k  la  question,  en  ^tudiant  la  fonction   -^-^  et  en  che^ 
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chant  si  eette  fonction  peut  prendre  deux  fois  la  mfime  valeur  pour  des  valeurs 
diffiSrentes met  xd9  la  variable. 

III.  tn  point  lumineux,  plac6  sur  une  droite  yerticale,  ^claire  une  portion 

tr^s-petite  d'un  plan  horizontal,  situ^e  k  une  distance  d  de  la  droite  verticale  ! 

itudier  les  variations  de  la  quantity  de  lumi^re  re^ue,  lorsque  la  hauteur  x  du 

point  lumineux  varie. 

d 
Le  maximum  a  lieu,  lorsque  «=  *!=• 

IV.  Un  tronc  de  pyramide  r^li^re,  k  bases  octogonales,  est  circonscrit  k  une 
sphere,  de  rayon  donn^  r.  Etudier  la  variation  du  volume,  lorsque  varie  Tincli- 
naison  des  faces  lat6rales  sur  les  bases. 

Le  minimum  a  lieu,  lorsque  lo  tronc  devient  un  prisme. 

'  V.  Une  ligue  droite,  de  longueur  donn^e  2a  est  courb^e  en  arc  de  cercle,  de 
rayon  variable  :  itudier  la  variation  de  Taire  du  segment  compris  entre  Tare  et 
«acorde. 

Le  maximum  a  lieu,  lorsque  Fare  forme  une  demi-circonf^rence. 
YI.  Trouver  la  vraie  valeur  de  (1— »)  tang  -—  pour  «= 1 . 

On  txouve  - . 

VII.  Trouver  la  vraie  valeur  de  «■«**  pour  «=:oo. 

On  trouve  z6ro. 

I 

VIII.  Trouver  la  vraie  valeur  de  o^  pour  s=oo, 

I 

I  On  trouve  PunitS. 

IX.  Trouver  la  vraie  valeur  de  %^  pour  x=0. 

On  trouve  llnfini. 

X.  Si  Ton  d^igne  par  U«  la  fonction  qui  a  pour  d6riv6e  -  on  a ; 

mU.=— a--*  Vr^  +  (m  — 1)U^. 

^xmoA  on  a,  d'ailleurs,  Svidemment : 

Ut=arcsinap,    Ui  =  —  ^1— «*, 

on  peat  conclure  de  cette  formule  un  moyen  g6n6ral  de  former  U« ,  quelle  qqe 
^it  la  valeur  paire  ou  impaire  de  m. 


CHAPITRE  III. 

SfiRIES  QUI  SEaVENT  AU  CALCUL  DES  L0GARITD1IE8 

ET  DU  NOHfiRE  «« 


S  I.  series  qui  Bervent  aa  calcal  des  logarithmes. 

186.  D^YELOPPEMENT  EN  s^RiE  DB  —  L  (1  —  u).  Soit  X  une  Va- 
riable, que  nous  ferons  varier  depuis  x  =  0  jusqu'&  j;= u,  v  ddsi- 
gnant  une  constante  positive  et  moindre  que  1 .  Posons : 

[1]  m=-h{i-x), 

le  signe  L  d^signant,  comme  dans  le  chapitre  pr£c6dent,  un  lo- 

garithme  nSp^rien  :  la  d^rivte  de  f{x)  est ;  et  Ton  a  6vi- 

demment ; 

ainsi  que  Ton  s'en  assure,  soit  en  faisant  la  division ,  soit  en  sooi- 
mant  la  premi&re  partie  du  second  membre,  k  i*aide  de  la  thto- 
rie  des  progressions* 
Posons  aussi : 

[3]  y'(-r)=«4.^  +  |+....+^; 

la  d6riv£e  de  f  (a?),  d^sign^e,  suivant  Fhabitude,  par  ^ '  (a;),  sera 
pr6cis6ment  la  premiere  partie  de  f  (x) ;  et  Ton  aura : 

[k]  ff'{x)  =  l  +  x+x^  +  ,...+af"*''. 

En  retranchant  T^quation  [4]  de  Tiquation  [S],  il  vient : 


r{x)-f'{x)=j^ 


X 
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Le  second  niembre  de  cede  Equation  est  posilif  et  moindre 
que-  ,tant  que x n'esl pas  6gal  at*;  on  a  done  : 

r(a?}-<p'(rr)>0, 

/•(^)-?'(a?)-i-|^<o. 

Ces  in^galitfe  montrent  (i40),  que  les  fonctions  f{x)—f^  (x)  et 

f{r)'-'f(x) — .    1  i\/i uV  ^^^^^  '^  premiere  croissante,  la 

deuxi^me  d^croissante,  quand  x  crott  de  0  &  t^.  En  cfTet,  les 
deux  fonctions  sont  continues;  etla  premiere  a  une  diriv^e  con- 
stamment  positive,  tandis  que  la  scconde  a  une  d^riv^e  constam- 
ment  negative. 

D*ailleurS)  les  deux  fonctions  dont  il  s*agit  sont  nulles  pour 
a*  z=  0;  done,  pour  x=i  u,  la  premiere  est  positive,  et  la  secondc 
est  negative. 

On  a,  par  consequent : 

/•(u)-<p(t/)>0, 

/-(»)-p(t^)-(„_|.t)(t_-^<o; 

f{u)  est  done  compris  entre  <f{u)  et  ^  (u)  +  .  ^iwi^.  \»  ®^ '' 
est,  par  suite,  (gal  k  9  {u\  augnoent^  d*une  quantity  moindre  que 
;    .    ... r.  Cetle  quantity  peut,  ^videmment  se  repr&en- 

Icr  par  6  — J— -T-— — ,  en  d6signant  par  6  un  nombre  positif 
inr^rieur  k  Tunil^.  On  a  done  enfin  : 


<''cst-i-dire, 


u*  .  u^       .  u*  .  *         w*"^* 


^         -^         '   2   '    3        '    n  *     (n-hl)(l— u) 
tt  6(anf,  comme  on  Ta  suppose,  inr^rieur  &  runil6,  on  voit  que 
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(n+l)(l-u) 
a,  par  consequent : 


tend  vers  z^ro,  k  mesure  que  n  augmente;  et  Ton 


u*  .  w*  .    w* 


[a]  _L(l-u)=ti+- +^4- -+.... 

La  demonstration  m£me  prouve  que  la  serie,  qui  forme  ie 
second  mrmbre,  est  convergente,  lorsque  u  est  plus  petit  que 
i'unite.  On  pourrait  aussi  Ie  d^duire  des  r&gles  d^montries 
(Liv.  I,  chap.  I). 

IS7.  D^vELOPPEMENT  DE  L  (1  +  ^)*  Soit  X  UHC  Variable,  que 
nous  ferons  varier  entre  les  limites  0  et  u,  u  d^signant  une  con- 
staute  positive  moindre  que  1.  Posons  : 

[1]  nx)  =  L{l+x); 

la  deriv^e  de  /  (x)  esirn — ;  et  Ton  a  evidemment : 

'  ^  '      l-f  a? 


X 


M 


f'(x)=i  — 0?  -j-a;*'— a?*....ita?*-*  ip  , 

1  "Y^  X 

/"(a;)=l  — a?4-a;«— a?*....±:a?*-*zprc"±-r--r— . 
Posons  aussi : 

et  d^signons,  suivant  la  notation  habituelle,  par  f '  (x)  la  deriv^e 
de  ^{x)\  nous  aurons  : 

[4]  (p'(a?)=l— a?+a?»— a;^+....±a?— *. 

En  retrancbant  I'^quation  [4]  de  chacune  des  equations  [2];  on 
obtient  i 

re* 
"5* 


r(x)^ff'{x)±x*=±-^ 


X 


Les  seconds  membres  de  ces  equations  sont  de  signes  con* 
traires;  par  consequent,  les  deux  fonctions  f{x)  —<f{x)  el 
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a;«+* 


f{x)  —  9  (a?)  ± — J— 7,  ayanl  leurs  d6riv6es  de  signes  conlraires, 

soDt  Tune  croissante,  l*autre  d^croissante,  quand  x  croit  de 
Ohu;  ety  comme  elles  sont  nulies  pour  0^=0,  elles  sonU  pour 
:r=u,de  signes  contraires;  et/  (ti)  est,  par  consequent,  compris 
enlre 


<p(u)     el      <p(w): 


On  a  done,  en  d6signant  par  0  un  nombre  positif  moindre 
que  1  : 

ef,  parsuite,  comme  tend  vers  ziro,  lorsque  n  augmente, 


[6]  L(l+u)=:u-^'+^-J+.-.. 


Nous  remarquerons,  comme  &  la  fin  de  Tarticle  pr6c6dent, 
que  la  demonstration  mfime  de  la  formule .  [b]  prouve  que  la 
sirie,  qui  forme  le  second  membre,  est  conyergente,  lorsque  u 
est  moindre  que  1 . 

La  demonstration  pourrait  mSme  se  faire,  sans  modifications, 
si  l*on  avait  u=:  1;  et  la  s^rie  precedente  peut  donner,  par  con- 
^iquenty  le  logarilhme  nepericn  de  2, 

L2=l  — 2  +  3  — ^+5— .... 

1S8.  FORHULE  POUR  LE  CALCUL  DES  LOGARirflMES  N^P^RIENS. 

Ileprenons  les  deux  formules  : 

L(l+w)  =  u-.-+-  — -+...., 

-L(l-«)=«+-+j+^....; 
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il  vient,  en  ajoutant,  et  en  observant  que 

L(l+u)~L(l-«)=L(i±^),    . 

^tant  plus  grand  que  1,  posons  : 


1— « 


1  — u~   """N"    N    • 


d'od  «= 


2N  +  A* 
L'^quation  [1]  derient,  en  observant  que 


N 


=L(N+/»)— LN, 


[0]    L(N+;.)=LN+2[^+3-p^,+g^.+  ....]. 

Cc2<e  formuhf  od  N  et  A  disignent  deux  nombres  positirs  quel- 
conques,  permet  de  calculer  L(N+/i),  quand  on  connait  LN. 

ISO.  Limits  de  l'erreur  commise,  en  s^arrAtant  aun  certaiit 
TERMS.  Si  i'on  neglige,  dans  le  second  membre  de  T^quation  [c\y 

tons  les  termes  qui  suivent  ^ /g  •  i  i  won  4,  Min-i*  '^'^'^^'^'^  com^ 
mise  t  sera  ^vidcmment  moindre  que 

c'esl-i-dire  moindre  que 


(2i+3)(2N+A)-{l-(^-jj^yj' 


on  aura  done : 


[d]  . 


(2i + 3)(2N + A)"*'  2N(N  -f-  li)' 
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En  particolier,  si  Ton  neglige,  dans  la  sirie,  tous  les  termes^ 
qui  suivent  le  premier,  et  que  Ton  derive  siniplement : 

L(N+yi)=LN+     ^^ 


Terrear  commise  sera  moindre  que 

6N(N+/»)(2N+/»)' 
et^  k  plus  forte  raison,  moindre  que 

too.  Galcul  db  LlO.  Le  module  du  syst&me  vulgaire  est  Tin- 
Terse  du  logaritbme  n^pirien  de  10. 11  est  important  de  cou- 
naftre  ce  nombre.  Pour  le  calculer,  on  cberche  d'abord  LlO. 
Or  on  a : 

L10=L2+L5, 
Bd  faisant  N=I»  A=l,  dans  la  formule  (c),  on  a : 

Puis,  en  faisant  N=4,  b=l,  dans  lam6me  formule,  et  remar- 
quant  que  L4=2L2,  on  a  : 

Par  consequent. 
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ou,  en  faisant  passer  les  coefficients  de  chaque  sine  aux  du- 
mirateurs,  et  simplifiant : 

[e]     Ll0=(2+^+5l,+A,+.... 

2    2     2    2 

On  calcule  d*abord  les  nombres^,  — ^,  oi^  ^>  ****  ^^^^  chacun 
est  le  neuYi&me  du  pr6c6dent.  On  a  ainsi  : 


2 
3 


~2  =  0,22222  22222  22222  22222  22 


-^=  0,02469  13580  24691  35802  47 


1.=:  0,00274  34842  24965  70644  72 


^  =  0,00030  48315  80551  74516  08 


A  =0,00003  38701  75616  86057  34 


Ji=  0,00000  37633  52846  31784  15 


^=0,00000  04181  50316  25753  79 


^,=  0,00000  00464  61146  25083  75 


^  =  0,00000  00051  62349  58342  64 
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2 

--=0,00000  00005  73594  39816  85 


2 
—  =  0,00000  00000  63732  71090  65 


2 

;:ii  =  0,00000  00000  07081  41232  29 


2 
|g  =  0,00000  00000  00786  82359  14 


2 

-53=0,00000  00000  00087  42485  35 


2 

^=0,00000  00000  00009  71387  15 


^,=0,00000  00000  00001  07931  91 


2 
—  =  0,00000   00000  00000  11992  43 

2 
^  =  0,00000  00000  00000  01332  49 


^=0,00000  00000  00000  00148  05 
|j=  0,00000  00000  00000  00016  45 
|5=  0,00000  00000  00000  00001  83 
^5  =  0,00000  00000  00000  00000  20 

On  forme  ensuile  les  termcs  de  la  premiere  s^rie,  en  divisant 
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respectivement  les  nombres  ainsi  obtenus  par  3,  5,  7. .. «  On  a 
2, 

0,07407  40740  74074  07407  41 
0,00493  82716  04938  27160  49 
0,00039  19263  17852  24377  82 
0,00003  38701  75616  86057  34 
0.00000  30791  06874  26005  21 
0^00000  02894  88680  48598  78 
0,00000  00278  76687  75050  25 
0,00000  00027  33008  60299  04 
0,00000  00002  71702  60965  40 
0,00000  00000  27314  01895  99 
0,00000  00000  02770  98743  07 
0,00000  00000  00283  25649  29 
0,00000  00000  00029  14161  45 
0,00000  00000  00003  01464  98 
0,00000  00000  00000  31335  07 
0,00000  CiOOOO  00000  03270  66 
0,00000  00000  00000  00342  64 
0,00000  00000  00500  00036  01 
0,00000  00000  00000  00003  79 
0,00000  00000  00000  00000  40 
0,00000  00000  00000  00000  04 

2,07944  15416  79835  92825  13=i:3L2. 

On  forme  de  m£me  les  termes  de  la  seconde  s£rie;  et  Ton  a  : 

0,22222  22222  22222  22222  22 
0,00091  44947  41655  23548  24 
0,00000  67740  35123  37211  47 
0,00000  00597  35759  46536  26 
0,00000  00005  73594  39815  85 
0,00000  00000  05793  88280  97 
0,00000  00000  00060  52489  16 
0,00000  00000  00000  64759  14 
0,00000  00000  00000  00705  44 
0,00000  00000  00000  00007  79 
0,00000  00000  00000  00000  09 
0,22314  35513  i4L2u9  75576  03 


TH£0RIE  D^S  d£R1V£gS.  143 

Puis  on  ajoute  les  deuxr^sultats;  ce  qui  donne : 

110  =  2,30258  50929  94045  68402. 

On  en  conclut,  par  division,  que  le  module  des  logarilhmes 
vulgaires  est : 

^     =loge=— -4 — =0,43429  44819  03251  82765. 


Lie  °        2,302... 

161.  Calcul  des  logarithmes  yulgaires.  Pour  oblenir  les 
logarithmes  vulgaircs,  c'est-&-dire  les  logarithmes  dans  le  sys- 
<&me  dont  la  base  est  10,  il  faut  multiplier  les  logarilhmes  n^p6- 

riens  par  le  facteur  j-t^,  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur. 

On  pourra  aussi  calculer  imm^diatement  les  logarilhmes,  en 
remarquant  que,  si  Ton  d^signe  ce  module  par  M,  el  qu'un 
emploie  la  notation  log.  pour  iudiquer  ces  logarilhmes  vulguires, 
4a  formula  [c]  deyient : 

log(N+;»)-logN=2M  {5^+lp^.+..:). 

Si  Ton  suppose  A=  1,  cette  formula  devient : 

tn    log(N+l)-logN={5^+i^^.+...j. 

C'estla  formule  employee  par  les  calculateurs,  qui  onl  conatruit 
les  tables  dont  on  fait  usage.  On  calcule  sculement  les  loga* 
rithmes  des  nombi*es  premiers;  les  autres  s'obtiennent  par  des 
additions.  Les  premiers  calculs  sont  laborieux :  mais,  lorsqu'on 
arrive  k  101,  deux  termes  de  la  s^rie  suffisent  pour  obtenir  son 
logarithme  avec  huit  dicimales;  ei  lorsqu'on  d^passe  1000,  le 
premier  terme  sufOt. 


S  If.  Series  qui  servant  au  calcul  du  nombre  ic. 

162.  D£v£L0PPEuent  de  arc  tang  u.  Soil  x  une  variable,  que 
*ious  supposons  comprise  entre  0  et  une  limite  constanle  u,  in- 
ftrieure  ou  6gale  k  Funit^. 
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Posons : 

'  /"(a?)  =  arc  tang  a?; 

cct  arc  itant  celui  qui  s*annule  avec  x,  et  qui  yarie   ensuite 
d*une  mani^re  continue  avec  cette  variable.  Nous  aurons  : 

a?  .  of     x^  a?'*"* 

Posons:     ?(^)  =  ^  — j  +  j  —  y— •••— 47^zrT' 

er,  par  suite : 

<p'(a?)  =  1  — :»' +  a?*  — a:«— . . .  —  a?*"-»; 

nous  aurons :  f  {x)  —  ^'  (a;)  =         .. 

Par  consequent,  la  difference  ^(a;)— <p'(a?)  est  constamment  po- 
silive,  et  moindre  que  a^.  On  pent  done  ^crire : 

/'(a?)-?'(a?)>0, 

r(a?)-q)'(a?)-a;*-<0; 

et,  par  suite,  la  fonclion  1{x)^^{x)  est  croissante,  et  la  fonc- 
lion  f{x) — y  (a?)  —  r — tTi  ^^^  d6croissante,  iorsque  a;  varie  de  0 

k  u.  Mais  ces  deux  fonctions  sont  nulles,  pour  a;  =  0.  La  pre- 
miere est  done  positive,  et  la  secondc  negative,  pour  a?=  u;  en 

sorte  que  f{u)  est  compris  entre  (p(i*)  et  9  (w)  +  ■ .  Et  I'on 

pent  ecrire,  en  designant  par  0  un  coerRcient  positif  moindre 
que  1  : 

/'(„)=,(«)+e^, 

c'est-i-dire, 

arclanffM=u  — —  +  ■—  +  --  +  ... h6— ; 
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u*-+« 


etcomme,  poar  une  grande  valeur  de  n,  le  terme  6        , 
€St  aassi  petit  que  Ton  veut,  on  a : 


u*  .  w*     u'  .  u* 


[g]         arc  tangw=«  —  -  +-  — =-  + 


3    '  5      7*9 


•••I 


Les  deux  membres  de  la  formule  changeant  de  signe  avec  u, 
celle-ci  s'applique  ^videmment  aux  valeurs  de  u  comprises 
entre  — lel  +  1. 

163.  Gas  ot  u  est  plus  grand  que  l'uivit^.  Si  Ton  donnait 
one  tangente  u  plus  grande  que  runit^,  la  s6rie,  qui  donne  Tare 
correspondant,  devenant  divergente,  ne  serait  plus  d'aucun 
usage ;  mais  on  pourrait  facilement  calculer  Tare  demand^,  en 

cherchant  k  sa  place  arc  tang  -,  qui  en  est  dvidemment  le  com- 
plement, et  qui  sera  form6  par  une  s^rie  convergente. 

Soit,  par  exemple,  k  trouver  arc  tang  4,49341;  on  fera  usage 
de  la  formule : 

'  4  4  1  1  1  t  1  1  . 

5-arctangu=arctang.  =--—,+— ,-=;,+.-. 


u      u      3u"  '   bt^      Iw 

Pour  calculer  les  termes  successifs  de  cette  sSrie,  on  formera 
d'abord  les  fractions  -  >  -5 >  .i>  •  •  • ;  ce  qui  sera  facile,  chacune 
s*obtenant  en  diyisant  la  pr6c£dente  par  le  diviseur  fixe 


on  aura  ainsi : 


u'  =  20,19073  34281; 


-=0,22253  81315  97161 
-^  =  0,01102  22906  16122 

u 


■ 
■ 

1 

=  0,00054  59083  81950 

/ 

1 
He 

=  0,00002  70375  70670 

AL6. 

SP, 

B, 

10 
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i  =0,00000  13391  07902 

4i  =  0,00000  00663  22895 
4  =  0,00000  00032  84819 
JL-=  0,00000  00001  62689 
-L  =  0,00000  00000  08058 
L  =  0,00000  00000  00399 

« 

4  =  0,00000  00000  00020 


Tonenconclura: 


i  =  0,22254  81315  97161  ^  =  0,00367  40968  720U 

-4=0,00010  91816  76390  -4  =  0,00000  38625  10096 

-4=0,00000,  01487  89767  -4r  =  0,00000  00060  29354 

^  -,  =  0,00000  00002  52678  rrTi  =  0,00000  00000  10846 


13u 


-4?=  0,00000  00000  00474         ^i-jj  =  0,00000  00000  00021 
-4- =  0,00000  00000  00001 


;     =0,22265  74623  16471  .       =0,00367  79354  22358 

done  :  arc  cotang  (4,49341)  =  +  0,22265  64623  16471 
]  —  0,00367  79654  22358 

ou  arc  cotang  (4,49341)  =  0,21897  94968  94113. 
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Puis :    arc  tang  (4,49341)  =  |  —  arc  colang  (4,49341) 

=  +1,57079  63267  94897 
—  0,21897  94968  94113 

OQ  arc  tang  (4,49341)  =       1,35181  68299  00784. 

164.  CALCirL  DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFERENCE  AU  DIAM^TRE. 

Si,  dans  la  formule  d^montr^e  (iC>i),  ou  suppose  u  =  1,  Tare 
dont  la  langenle  est  u,  est  6gal  k  -,  et  Ton  a  : 

4~^        3^5       7^9      '••• 

Cette  s^rie  est  convergente ;  mais  les  termes  d^croissent  trop 
lentement  pour  qu*on  puisse  facilement  remployer  au  calcul 
du  Dombre  v. 

On  pent  obtenir  d'aulres  expressions,  qui  conduisent  rapide- 
ment  &  des  valeurs  tr&s-approch6es  de  ce  nombre.  Posons ; 

arc  tang  a?  =  p,  arc  lang  t/  =  g; 

on  aura :  x  =  tang  p,  y  =  tang  g, 

o  \r  I  :f/      J  —  tangpiangg      1  — ajy 

X     I    ft 

done :      arc  tang  x  -j-  arc  tang  y  =  arc  tang    _*  ^  . 
On  trouverait  de  m6me : 

X  —  V 

arc  tang  x — arc  tangy  =  arc  tang     .       . 

En  faisant,  dans  la  formule  qui  donne  tang  (p+g),9=j?» 
g = 2p,  g  =  3p,  on  trouvera  success! vement : 

2x 

2  arc  tang  x  =  arc  tang    ^   , , 

3a;  —  cc^ 

3  arc  tatig  x  =  arc  tang  ^_^^ , 

kx — ^^4  a;' 

4  arc  tang  x  =  arc  tang  ^_g^,_j_^, ; 

et  ainsi  de  suite. 
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En  attribuant  it  :c  et  &  y  diverses  valeurs,  I^  formules  pr^ 
cMentes  donnent : 

-  =  arc  tang  1  =  arc  tang  ^-)-  arc  tang^, 

=  arc  tang  |  -)-  arc  tang  (  -{-  arc  tapg  }, 
=  2  arc  tang  |  —  arc  tang  f , 
=  S  arc  tang^  +  arc  tang  ^^ 
=  3arc  tang  J  —  arc  tang  -ft, 
=  4  arc  tang  i  —  arc  tang  ^. 

La  derni&re  de  ces  expressions  est  celle  qui  se  prfite  le  mieux 

au  calcul  de  7  • 
4 

Yoici  le  tableau  des  calculs  k  foire.  En  appliquant  la  formule 

to),  on  a: 

«  s=:  4  arc  tang-  —  arc  tang  ^^ 

Les  diffirents  termes  de  la  sirie,  arc  tang  ^^  r^duits  en  frac- 
tions dicimales,  donnent : 

-L=       0,00418  41004  18410  04184  10 
3SO0 

—  r-^,=  — 0,00000  00244  16591  78708  38 
^-^=:       0,00000  00000  00256  47231  44 


5.239 


—  -JL-  —  — 0,00000  00000  00000  003S0  71 
^^  ^ng^=   0,00418  40760  02074  73386  45. 
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Poor  ^valuer  arc  tang  -,  calculons  d'abord  les  termes  positifs 
de  la  s£rie : 

4=3  0^20000  00000  00000  00000  00 

5 

-^  =  0,00006  40000  00000  00000  00 

JL=:  0,00000  00568  88888  88880  89 

—Ljj  =  0,00000  00000  63015  38461  54 

■pr^=  0,00000  00000  00077  10117  65 

jp^^  =  0,00000  00000  00000  09986  44 

--1-^=  0,00000  00000  00000  00013  48 

5^,=  0,00000  00000  00000  00000  02 
La  somme  =  0,20006  40569  51981  47467  96. 


Si  nous  calculons  ensuite  les  termes  n^gatifs,  nous  aurons : 

T^=  0,00266  66666  66666  66666  67 

-L  =  0,00000  18285  71428  57142  86 

7r^=:  0,00000  00018  61818  18181  82 

-J— =  0,00000  00000  02184  53333  53 

iw.U 

-JL^=  0,00000  00000  00002  75941  05 
—1-5.3=  0,00000  00000  00000  00464  72 


23.5 

1 
27.5 


1:7=0,00000  00000  00000  00000  50 


La  somme  =0,00266  84971  O21OO  71630  95. 
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En  retranchant  cette  somme  de  la  somme  des  tcrmes  posilifs,  on 
obtient,  pour  valeur  de  Tare  dont  la  tangente  est  - : 

arc  tang  \=  0,19739  55598  49880  75837  01 

D'otl:  4  arc  tang^=  0,78958  22393  99523  03348  04. 

5 

Et  comme      arc  tang  ^  =  0,00418  40760  02074  72386  45 

on  a:  r  =  0,78539  81633  97448  30961  59 

4 

Done:  ir  =  3,14159  26535  89793  23846. 


RESUMfi. 

1 86.  D^veloppement  en  s^rie  de — L(l — u),  u  ^tant  compris  entre  0  et  1.  — 
157.  D^veloppement  de  L(l-|-t<)*  —  it$3.  S^rie  qui  repr^ente 
L(N-|-^} — LN. —  ltS9.  Limite  de  Terreur  commise ,  en  s'arrdtanti 
un  terme  donn^.  —  160.  Calcul  du  logarilhme  n6p<§rien  de  10.  — 
161.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  —  162.  D6veloppement  de 
arc  tang  u,  u  6tant  moindre  que  1.  —  163.  D6veloppement  de  arc  cot  u, 
loreque  u  est  plus  grand  que  1 ;  application  nnm^rique.  —  164.  Calcul 
de  Kk  vingt  d6clmalea. 

EYERCICESL 

I.  D^montrer  la  formule  : 

On  applique  la  formule  [1]  du  n"  168. 

II.  D^montrer  la  formule : 

L(«  +  B)=L(«  +  3)4-L(a;— 3)  +  L(»  +  4)  +  L(«  — 4)  — L(«-5)-JL* 

■"^U-2oa;«+72  "*"  3  \«*— 25aP»  +  72/  +••••]• 
On  applique  la  m£me  formule. 
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m.  Si  a  et  b  d^signent  deux  nombres  positifs  donnas,  et  que  I'on  forme  une 
s^ede  nombres,  d'apr^  lea  formules  suivantes, 

m 


«  Ton  pose,  en  outre,  a= 60039,  a(")  et  &(">  seront  exprim^  par  les  for- 

XDules: 


2- tang  (^4,)'  2- sin  (2^)' 


€t  la  limite  commune,  vers  laquelle  convergent  a(")  et  &(^,  est  ^ •  Si 

9 

2 

a=0,  5  =  1,  cette  limite  est  -. 

On  t'appuie  sur  la  formule  suivante,  facile  &  dSmontrer  : 

sin9=2"sjn(^j  cos | cos | cos |.... cos  (^). 


LITRE  III. 

THISOIUE  GENIERALE  DES  EQUATIONS. 


GHAPITRE  PREMIER. 

PRUVCIFES  GENfiltAUX  sun  LES  EQUATIONS  NUHEUQUES 

DE  DEGRE  QUELCONQDE. 

S  !•  Variations  d'une  fonction  entidre  f(x). 

itttt.  Forme  g^n^eialb  d'une  fonction  enti&re.  La  forme  la 
plus  gto6rale,  que  puisse  presenter  une  fonction  entiire  de  x^ 
f{x\  est  la  suivante : 

A,  Ai....A«  d6signant  des  coefficients  constants,  et  m  le  degri  do 
la  fonction. 

Lorsqae  x  varie,  ce  polynome  pent  changer  de  signer  en  sui- 
vant  des  lois  d'accroissement  ou  de  d^croissement,  tr&s-yariables 
ayec  la  valeur  et  les  signes  des  coefficients.  II  existe  cependant 
quelqnes  principes  g6n£raux  qui,  pour  6tre  presque  compl£te- 
ment  (yidents,  n*en  sont  pas  moins  tr^s-utiles  k  signaler  d'une 
mani&re  toute  sp^ciale. 

iOB.  THi^oRiHE  I.  ToiOe  fonction  ^  entire  et  rationnelk,  (fune 
variable  x ,  est  une  fonction  continue.  Cest-a-^ire  que;  si  Von  fait 
croitre  la  variable  d'une  manUre  continue^  la  fonction  variera  aussi 
^une  manilre  continue,  et  ne  pourra  pas  passer  (fune  valeur  a  une 
flWre  sans  passer  par  toutes  Us  valeurs  intermidiaires. 

Pour  prouver  qu*une  fonction  f{x)  est  continue,  il  snflfit  de 
faire  voir  qu'en  donnant  it  a;  un  accroissement  h  suffisamment 
petit,  racGroissement/(a?+/i)^/l[rr)  de  la  fonction  pourra  6tre 
•ussi  petit  qu'on  le  voudra. 
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Or  on  sait  que  le  rapport 

h 

a  pour  limite,  quand  ft  tend  vers  zdro,  la  d6riv6e  de  /(a?), 
•qui  est : 

J  f(x  +  h) — fix)     w.  X  I 

on  a  done  - — —^ — '■^■^=f  ^x)  +  e 

<  ^tant  une  quantity  qui  tend  vers  z6ro  avec  ft.  On  en  lire : 

f{x+h)-r{x)^h\r{x)+t-\. 

Or  f{x)^  n'ayant  pas  de  d6nominateurs  qui  puissent  s'annuler, 
n'est  infini  pour  aucune  valeur  de  x;  le  produit  h[f  (x)  -f-e]  tend 
done  nicessairement  vers  z6ro  avec  ft;  et;  par  suite,  il  en  est 
demfime  de/'(a?4-ft) — f{x);  ce  qui  d^montre  la  proposition 

^nonc6e. 

167.  Remarque.  La  demonstration  s'applique  ^videmment  k 
toute  fonction  dont  la  d^riT^e  est  flnie ;  et  Ton  peut  ^noncer  ce 
th^orime  plus  g6n£ral : 

Une  fonction  teste  continue  tant  que  sa  dMvie  n$  dement  pas 
infinie. 

168.  THiSoRiMR  IL  Dans  une  fonction  entitre 

f{x)  =  Aa?"+ Aia?*"*  +  ••••  A»-ia?+ A,», 

on  peyJt  toujours  donner  a  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  le 
premier  terme  devienne  aussi  grand  que  Von  voudra^  par  rapport 
^  la  somme  de  tons  les  autres.  et  donne,  par  consiquent,  son  signs  au 
polynome. 

Pour  prouver  que  le  premier  terme  peut  devenir  aussi  grand 
que  Ton  voudra,  par  rapport  k  la  somme  de  tons  les  autres,  il 
suffit,  evidcmmenty  de  prouver  qu'il  peut  devenir  aussi  grand 
que  Ton  voudra»  par  rapport  k  chacun  d'eux  consid6r6  isoli- 
ment. 
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Or,  en  comparant  le  premier  lerme,  Ao?*,  au  terme  g6n6ral, 

A^x*^,  on  a :  • 

Arc*        A    . 
-  -^— />•»•  • 


A«a;*-*      A 


n 


et  ce  rapport,  k  cause  du  facteur  (r%  pent  grandir  sans  limite. 
On  pent  done  prendre  x  assez  grand  pour  que  le  premier  terme 
soitmille,  cent  miUe  fois,  un  million,  cent  millions....  de  fois 
plus  grand  que  Tun  quelconque  des  autres,  et,  par  suite,  aussi 
grand  que  Ton  Toudra,  par  rapport  k  la  somme. 

169.  Remarque.  II  rdsulle  du  thfiorfeme  prt5e6dent,  qu*une 
fonction,  de  degr6  pair,  a  le  m^me  signe  que  le  coefficient  de 
son  premier  terme,  pour  de  trfes-grandes  valeurs,  positives  ou 
negatives,  de  la  variable.  Une  fonction,  de  degr^  impair  a  aussi 
ie  m^me  signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme,  quand 
la  variable  revolt  une  valeur  positive  tr^s-grande ;  mais  elle 
prend  un  signe  oppos6  k  celui  de  ce  coefflcient,  lorsque  x  est  n6- 
galif  et  de  tr^s-grande  valeur  absolue. 

ExEMPLES.        !•  of—  lOOOop*  —  195000a?*  + 1 

est  positif,  si  la  valeur  absolue  de  x  est  suf&samment  grande, 
quel  que  soit,  du  reste,  son  signe. 

i*  x'  +  10000000a;*— a?*  + 1 

€st  posiUf  pour  de  grandes  valeurs  positives  de  a?,  et  u6gatif, 
lorsque  x,  £tant  nigatif,  a  une  valeur  absolue  suffisamment 
grande. 

%  II.  Th^or^mes  sor  les  racines  d'une  ^qoatioo. 

170.  Th^ori^me  I.  Lorsque  deux  nombreSy  a  et  b,  substituis  dans 
line  fonction  entitre  f  (x),  donnent  des  resultats  de  signes  contraires^ 
^equation  f(x)  =  0  a,  au  moins,  une  racine  rielU  comprise  entre  a 
eth. 

Si  Ton  suppose,  en  elTet,  que  x  varie  d'une  mani^re  continue 
depuis  la  valeur  x  =  a  jusqu'Jt  la  valeur  a?  =  6,  f{x)  (166)  variera 
lui-mfime  d'une  manifere  continue :  or,  passant  de  la  valeur  f{a) 
ila  valeur  f{b),  qui  a  un  signe  contraire,  il  devra  n^cessaire- 
ment  chansrer  de  signe ;  et,  k  cause  dc  la  continuity,  ii  prendra 
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la  valeur  z^ro,  inferm^diaire  entre  les  yaleurs  negatives  et  Ics 
valeurs  positives. 

171.  Reicarque.  Le  m6me  raisonnement  s'applique  k  toute 
Equation,  dont  le  premier  membre  est  fonction  continue  de  la 
variable  x. 

ITS.  Th]£or£ms  II.  Une  Equation  algibriquej  dedegri  impair ^  a 
coefficients  riels,  a  au  moins  une  racine  rMUj  de  signe  contraire  a 
son  dernier  terme. 

Soil    /•(ic)=a;^»+AiX«-+A,a?*'^  +  ....+Aj.+4=0, 

ane  Equation  de  degri  impair. 

Si  Ton  substitue  h  x  une  valcur  negative  trds-grande,  le  r6- 
sultat  de  cette  substitution  sera  n^gatif  (l60).  Si  Ton  substitue, 
au  contraire,  une  valeur  positive  tr^s-grande,  le  r^sultat  sera 
positif ;  si,  enfin,  on  substitue  k  x  la,  valeur  0,  la  fonction  [{s;) 
se  rdduira  k  son  dernier  terme  As^^i. 

Nous  pouvons  indiquer  ces  r^sultats  par  le  tableau  suivant : 

Valeurs  de  x :  Signes  de  f{x) : 

—  00  — 

0  Signe  de  As«^f 

4-00  + 

Si  done  As«h-i  est  n^gatif,  f{x)  change  de  signe,  lorsque  x  passe 
de  la  valeur  0  &  -f  ^y  ^^  ^»  P^i*  suite,  une  racine  positive.  Si 
AiM4  est  positif,  (r=Oeta;=  — 00  donnent  k  f{x)  des  valeurs 
de  signes  contraires:  et  il  y  a,  par  consequent,  une  raciae 
negative. 

ExEMPLES.  L'^quation 

a.»-.8a;»+3a?»— 3=0, 
a,  au  moins,  une  racine  positive ;  et  Fiquation 

a;«+8a;*  +  3=0, 
a,  au  moins,  une  racine  negative. 

175.  TmSoRiHS  III.  Vne  iquaXion  alg&nique^  de  degripair,  i 
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coefficients  ridSj  dont  k  dernier  terme  est  nigatif,  a  au  moins  deux 
radnes  reelles. 

Soit 

une  fequatlon,  de  degr6  pair,  dont  le  dernier  terme  est  nfegatil. 
D*apr^  ce  qui  pr6cfede,  on  pent  former  le  tableau  suivant  : 

Valcurs  de  a? :  Signes  de  f{x) : 

-CD  + 


+  00  + 

Lors  done  que  x  varie  de  —  »  ji  0,  f{x)  change  de  signe  :  et  il 
en  est  de  mdme,  lorsquerc  varie  de  0  i  +  ».  II  y  a  done  n6ces- 
sairement  une  racine  comprise  entre  —  00  et  0 ,  et  une  autre 
entre  0  et  +  » ;  c'est-Ji-dire  deux  racines.  Tune  positive  et  Tau- 
tre  u^ative. 

S  III.  Nombre  des  racines  d'uiie  Equation. 

174.  PosTULATUM.  Nous  admcttrous,  sans  demonstration,  la 
proposition  suivante,  qui  est  fondamentale,  et  qui,  hfttons-nous 
de  le  dire,  pent  se  d^montrer  en  toute  rigueur. 

TouU  iquation  algebrique ,  i  une  inconnuej  ne  renfermant  que 
des  puissances  emigres  et  positives  de  cette  inconnue^  et  dont  les  coef- 
ficients sont  des  nombres  donnis^  riels  ou  imaginaires  de  la  forme 

m-f-n  ^ — 1,  admety  au  moins ^  une  racine  riellCf  ou  une  racine 

imaginaire  de  la  forme  a  +  b  v^— 1,  a  et  b  d6signant  deux  nom- 
bres  reels. 

Gette  proposition  £tantadmise,  nous  en  d6duirons  facilement 

la  suivante. 

175.  Th^orAme  pondamental.  Une  iquation,  de  degri  m,  de  la 
forme 

[1]  Aa?*+Aia^-*  +  Aiar-»+....+A«=0, 
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dans  laquelle  A,  Ai,  Ai,...A«,  reprisentent  des  nombres  donrUs,  rieU 
ou  imaginaires^  admet  toujours  prdcisiment  m  racines  rieUes  ou 
imaginaires, 

{  En  rcpr^senlant  par  X  le  premier  membre  de  T^qualion  [1], 
X  =  0  admel,  en  efTet,  par  hypoth^se,  au  moins  une  racine.  Si 
nous  d^signons  cede  racine  par  la  lettre  a,  qu*elle  soil  nielle  ou 
imaginaire,  X  sera  divisible*  par  (a;  — o).D6signons  le  quotient 
par  Q;  il  sera,  dans  tous  ies  cas,  da  degr6  (m —  1),  et  son  pre- 
mier terme  sera  Ax*-*.  Nous  aurons  identiquement : 

[2]  X  =  (a?«a)Q; 

ct  Ies  coefficients  de  Q  serout  ou  r^els,  ou  imaginaires  de  la 
forme  donn6e.  Puisque,  par  hypotb^se,  toute  Equation  a  une 
racine,  Q = 0  en  admet  une ;  si  nous  la  d6signons  par  6,  on  aura : 

ct,  par  suite, 

[3]  X=(a?  — a)(a;  — 6)04. 

D*apr6s  le  m6me  postulatum,  T^quation  Qi  =  0,  qui  est  du 
degrfe  (m — 2),  et  dont  le  premier  terme  est  6videmmenl  Aa?""*, 
doit  admetlre  une  racine.  Si  nous  la  d^signons  par  c,  on  aura  : 

0,  =  (a?-c)0„ 
el,  par  suite, 

[4]  X=(a;-a)(a?— 6)(a?— c)0„ 

le  premier  terme  de  Qi  6tant  6videmment  Ax""'. 

En  continuant  de  la  m^me  mani^re,  et  en  operant  sur  Q}^ 
comme  on  Ta  fait  sur  Q  et  Qi,  chaque  operation  mcttra  en  Evi- 
dence un  nouvcau  facteur  du  premier  degrd;  et  le  degre  des 
quotients  successifs  allant  sans  cesse  en  diminuant,  on  finira  par 
en  obtenir  un  qui  sera  num^rique  et  6videmment  6gal  a  A.  On 
aura  done : 

[5]       X=(a?  — a)(x— 6)(a?^c)....(x  — A)(x  — QA. 


*  La  demonstration  de  ce  th^or^me,  donn^e  (I^  75  et  7B),  s'applique,  sans 
modification,  au  cas  oi^  a  est  rmaginaire. 


L 


TH£0R1£  G^NfiRALE  DBS  EQUATIONS.  15» 

A  rinspection  de  celte  6galit^ ,  on  reconnatt  que  I'^quation 
X  =  0  est  satisfeile  pour  les  valeurs  re = a,  a?  =  5,  a?  =  c, ..a? = i, 
el  qa'elle  ne  peut  T^lre  autrement;  car  toule  autre  valeur  attri- 
bute k  X,  n'annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre^ 
ne  peut  annuler  le  produit,  comme  on  va  le  voir. 

176.  Remarque.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  n'est  nuly  que 
quand  Cun  des  facteurs  est  igal  a  zero.  Gela  n'est  Evident  que 
quandles  facteurs  sont  r^els;  mais  il  est  facile  d'itendre  la  pro- 
position  au  cas  m6me  ou  ils  sont  imaginaires. 

Soit  le  produit 

(a+6v^— )(a'+yv/^); 
on  a: 

[1]  (a + ft v^:=n;) (a'  +  V sj'—i)  =  aa'  —  hV  +  {ab* + ha') v/~. 
Pour  que  ce  produit  soit  nuly  il  faut  done  qu'on  ait  it  la  fois  : 

^  J  (  a6'+6a'=0; 

ou,  en  faisant  la  somme  des  carr6s  de  ces  deux  6gaiit£s  : 

[3]  {aa'—  hhy  +  {aV  +  hay  =  0. 

Or,  le  premier  membre  de  [3]  est  idenliquement  6gal  h 
(a^+ft*)  (a'*-f  6'»),  et  ne  peut,  par  suite,  s'annuler,  que  si  Ton  a 
a= 0,  6  =  0,  ou  bien  a'  =  0,  V  =  0.  Done  il  faut  que  Ton  ait : 

(a-|-6v^irT)  =  o,    ou    (a'  +  6V^^)  =  0. 

Etla  condition  est,  d'ailleurs,  6videmment  suffisante. 

i77.  Autre  remarque.  La  formule  [5]  (175)  montre  que  le 
premier  membre  d*une  Equation  est  toujours  decomposable  en 
acleurs  du  premier  degr6.  Elle  permet  aussi  de  former  le  pre- 
niier  membre  d'une  Equation  du  degr6  m,  lorsque  Ton  connalt 
sesm  racincs.  Ce  premier  membre  ne  contient  rien  d'arbitraire 
que  le  coefficient  A,  par  lequel  on  peut  ividemment  multiplier 
les  deux  membres  d'une  Equation ,  sans  alt^rer  les  conditions 
qu'elle  impose  2i  Tinconnue.  II  r&ulle  de  li,  que  deux  dquations, 
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qui  ont  Us  nUmes  racii^est  ne  peuverU  diffirtr  qut  par  un  facteur 
constant. 

178.  PoLYNOMEs  IDBNTIQUES.  Udc  ^qaation,  da  degr6  m,iie 
pouvant  avoir  plus  de  m  racines » il  en  r^sulte  que  deux  poly- 
noTMSy  du  degri  m^enx^ne  peuvent  kre  igaux  pour  plus  de  m  oa- 
leurs  de  ceUe  variablejsans  ttre  compUumeni  iderUiquts.  Si ,  en  ef- 
fety  on  6gale  leur  difference  k  z^ro,  on  obtiendra  une  equation, 
du  degre  m,  qui,  si  elle  n'est  pas  identique^  ne  peut  6tre  satis- 
fiaite  pour  plus  de  m  valeurs  de  la  variable. 

179.  Racines  ^galbs.  Dans  la  demonstration  que  nous  avons 
donnie  (i7tf)»  rien  ne  suppose  que  les  racines  designees  par 
Cy  6,  c....ft,  l^  soient  differentes.  Le  nombre  des  racines  distinct 
d'une  equation ,  du  degre  m,  n*est  done  pas  toujours  effective- 
oient  egal  k  m.  On  enonce  cependant  tons  les  theoremes,  comme 
s*il  en  etait  ainsi ;  et,  pour  en  acquerir  le  droit ,  on  dit  qu'une 
racinea  est  double,  triple  ou  quadruple,  lorsque  le  facteur  (a;— a), 
qui  lui  correspond,  figure  deux,  trois,  quatre  fois,  dans  le  pro- 
duit  qui  est  egal  au  premier  membre. 

S  IV.  Radnes  imaginaires  conjugoees. 

180.  Th^or^me.  Si  une  iquation  i  coefficients  riels,  admet  une 
radne  imaginaire  a  +  b  ^ —  1 ,  elle  admet  nicessairemeru^  tt  um 
mime  nombre  de  fois^la  radne  conjuguie  a  —  b  ^ — 1. 

Si  requation  X  =  0, 

est  satisfaite  par  Tbypotbese 

x=a'\'b^ — 1, 


je  dis  que  le  premier  membre  X  est  divisible  par  {x — a)'  -}~  ^^' 
Effectuons,  en  effet,  la  division;  le  reste,  devant  etre  de  degr6 
moindre  que  le  diviseur,  sera  de  la  forme  ma-^-niei  Ton  aura : 

LI]  X  =  [(a?-a)»+6«]Q+ma?+n, 

m  et  n  etant  des  nombres  reels,  puisqu'il  n*a  pu  s*introdaire 
dans  le  calcul  aucune  expression  imaginaire. 
Si,  dans  les  deux  membres  de  Tidentite  [1] ,  qui  existe,  quel 
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que  soil  a?,  nous  faisons  x  =  a-{-h)/ —  1,  le  premier  raembrc 
s*annule,  pas  hypolh^se.  II  en  est ,  6videmment,  de  m6me  de 
[x-^ay  4-  V" ;  et,  par  suite,  on  doit  avoir  : 

0  =  m(a  +  6v^ —  l)  +  ^i 
cequlexige:  ma  +  n  =  0,    m6  =  0; 

et,  par  suite,  puisque  b  n'est  pas  nul, 

m  =  0,    n  =  0. 

On  en  conclut :  X  =  [(a;  —  a)>  +  6«]0. 

Or  (a?  —  a)*  +  &*  s'annulant  pour  a?  =  a  — 6  v'— 1»  cette  6galit6 
prouve,  qu'il  en  est  de  m^me  de  X. 

Si  X  est  divisible  par  (a? — a— 6\/—  iX  c'est-i-dire  si  la  ra- 

cine  a  +  6v/^^  est  double,  il  faut  que  Q  soit  divisible  par 

(a?—  a  —  6  v^—  0 ;  <^"  prouvera  alors,  comme  on  Ta  fait  pour  X, 
qu'il  admel  aussi  le  facteur  (a? — af  -\-  6%  el  Ton  aura  : 

X=[(a?-a)»+6TQi=[a?-(a+V~)?[^-(a-6v/=:T)>0i;- 

en  sorle  que  la  racine  a  —  b\/ — l  se  Irouvera  aussi  deux  fois 
dans  X. 

Si  X  admel  trois  fois  la  racine  a+ 6  yj — 1,  il  doit  6lre  divisible 

par  (a? — a  —  h^^^y^  et,  par  suite,  d  doit  admettre  le  facteur 

(a?—  a — hyj—  l).  On  prouvera  alors,  comme  on  I'a  fait  pour  X 
et  pour  Q,  qu'il  est  divisible  par  (a?  — a)* +  6",  et  que  Ton  a  : 

X=L(ar-fl)'+6^^Q,=[a?-(a  +  V^)r[^-(a-&V^==T)>Q,; 

en  sorle  que  la  racine  a  —  6  y/ —  1  est  triple,  comme  sa  conju- 
Q6e. 
Le  mfime  raisonnemenl  peut  6videmment  se  conlinuer  ind6- 

finiment;  et,  par  consequent,  la  racine  a  —  h  ^ — 1  a  le  m6me 
degr^  de  multiplicity  que  sa  conjugu^e. 

Alg.  sp.  B.  11 
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S  Y.  Relations  enire  les  coefficients  d'une  Equation  et  les  radnes. 

181.  TH^ORiME*  Soit 

rr* + A  lO?*""*  + . . . .  +A  ^^iX + A  « = 0 , 

uue  Equation,  du  degr6  m,  dont  nous  supposons ,  pour  plus  de 
simplicitiy  que  le  premier  terme  ait  pour  coefficient  Tunite. 
Nous  QTons  vu,  qu*en  disignant  par  a,  b,  c..,.hf  l^  ses  racines,on 
a  identiquement : 

[I]  a?"+Aia?-^*+....  +  A«Ma?+A«, 

=  (a? — a)(a?  — 6)(a?— c)....(rc— &)(a?  — Q. 

Mais  on  sait  qu'en  effectuant  le  produit  indiqu6  dans  le  second 
membre,  on  aura  (37)  pour  premier  terme,  af^;  pour  second 
tcrme,  oT^  muUipli6  par  la  somme  des  seconds  (ermes— a, 
—  6....—  I;  pour  troisi^me  terme,  oT"*  multipU^  par  la  somme 
des  produits,  deux  k  deux,  de  — a,  —  6,  — c... — /,  ou,  ce  qm 
re^ient  au  m6me,  par  la  somme  des  produits,  deux  k  deux,  dea, 
b,  c.,..lf  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que,  si  Ton  repr^sente  par 
2a,  2a6,  labc  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leurs  pro- 

duLts  deux  k  deux,  trois  k  trois,  etc.,  on  a  : 

[2]  (a;— a)  (j?— 6). ...(a?— ft)  (a?— 0 

=ar—ar-^la+af^^Iab^af^^labc+....zhabc....kl, 

le  dernier  terme  £tant  pri6cdd6  du  signe  +  ou  du  signe— sui- 
vant  quern  est  pair  ou  impair.  En  identifiant  ce  produit  avecle 
premier  membre  de  Tdquation  [1],  on  conclut  le  thdorftme  sui- 
'vant : 

Dans  Unae  iquatUm  algibriQue^  dont  le  premier  terme  a  pour  coel- 
fiaient  runiU, 

le  coefficient  du  second  terme  Ai  est  igal  d  la  somme  des  racines  ^prise 
in  signe  contraire. 

Ls  coefficient  du  troisitme  term^  k%  est  6gal  &  la  somme  des  pro- 
duils,  deux  h  deux^  des  racines^ 
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Ia  coefficient  du  quatrUme  terme  At  est  la  somme  de  kurs  produits 
irois  a  trois,  pris  en  signe  contraire;  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  dernier  terme  A^  est  6gal  auproduUde  toutes  lesracines^ 
pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire^  suivant  que  le  degr6 
de  Fequation  est  pair  ou  impair, 

182.  Remarque  I.  Ge  Ih^or^me  s'exprime  par  les  Equations 
suivantes : 

A4  =  — (a+6  +  c  +  ...+  ^+O, 
Ai  =  (a6-f-a^  +  -*-+^c4- ... +  /f/), 

[3]        {   A,= — (a6c  +  fl5d+ ...  +  acd+-"  +  ^*'+--)> 
Am='^abc,,.lU, 

En  consid^rant  les  racines  comme  des  inconnues,  nous  avons 
Ik  m  Equations  distinctes,  auxquelles  elles  doivent  satisfaire. 
Lorsque  Ton  connaltra  quelques-unes  des  racines,  ces  Equations 
pourront  faciliter  la  recherche  des  autres ;  mais  elles  ne  peuvent 
pas  servir,  en  gin^al^  k  la  resolution  complete  de  r^quation 
propos^e.  Si,  en  effet,  on  cherchait,  par  le  moyen  de  ces  Equa- 
tions, k  determiner  une  racine,  a  par  exemple,  il  faudrait,  pour 
cela,  eiiminer  toutes  les  autres;  or,  quel  que  soft  ie  moyen 
que  Ton  emploie,  je  dis  que  T^quation  obtenue  devra  avoir 
pour  solution,  non-seulement  a,  mais  encore  les  autres  ra- 
cines b,  c...  A,  {.  Si  Ton  remarque,  en  effet,  que  les  racines 
entrant  absolument  de  la  m6me  manifere  dans  les  Equations  [3], 
querien  ne  les  y  distingue  les  unes  des  autres,  on  conclura  que, 
si  Ton  panrient,  par  certains  calculs,  k  Eliminer  toutes  les  ra- 
cines, k  Texception  de  a,  des  calculs  tout  semblables  auraient  | 
pa  Eliminer  toutes  les  racines  autres  que  b,  par  exemple,  sans 
qu'il  y  etlt,  danslerEsultat,  d'autre  difference  que  lechangeraent 
de  a  en  6  :  c'est  done  la  mfime  Equation  k  laquelle  aeib  doivent 
^tisfaire;  et,  comme  on  en  pent  dire  autant  des  autres  racines, 
il  est  Evident  que  I'Equation  en  a  doit  avoir  pour  racines  ^ 
^,  b,  c...  ft,  I,  et  qu'elle  ne  doit,  par  consEquent  (177),  pas 
diffErer  de  I'Equation  proposEe  elle-mEme.  Gelte  conclusion 
pent  d'ailleurs  se  vErifier  d'une  maniEre  bien  simnle. 
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Reprenons,  en  effet,  les  Equations  [3]  : 

At=  (a&+  ac+  •••)» 
[3]        <J   Aj  =  —  {abc  +  (ibd  +  ..,), 

Am=dz  abc  ...  fe/. 

Multiplions  la  premiere  par  a*-*,  la  seconde  par  a**-*,  la  troi- 
sifcme  par  a*"'...,  ravanl-dernifere  par  a,  la  dernifere  par  1,  et 
€')joutons-lcs;  on  rcconnaltra  faciletnent,  que  Ton  obtient  ainsi 
Tcquation  : 

Ajo*-*  +  A2a"^'+ . . .  +  A^-ifl  +  A«= — a", 

qui  n'est  autre  chose  que  T^quation  propos6e,  dans  laquelle  x 
est  remplac6  par  a. 

IflS.  Remarque  II.  II  ne  faut  pas  affirmer,  en  vcrlu  de  ce  qui 
pr6c6de,  que  les  Equations  [3]  ne  peuvcnt  jamais  conduire  k  la 
resolution  d'une  Equation  alg^brique.  II  est  prouv6  sculeraent, 
qu*en  cherchant  i  atteindre  ce  but  par  T^limination  de  (m—  1) 
des  racines  cherch6es,  on  serait  rainen6  k  I'^quation  propos6e 
clle-m^me;  mais  on  peut  concevoir  d'autrcs  manicures  de  pro- 
c6der.  Cherchons,  par  exemple,  k  dfeterminer  les  deux  racines 
a  et  6  de  r6qualion  du  second  degr6, 

x^  +  AiX  +  A,  =  0, 

on  faisant  usage  des  relations  : 

a  +  6  =  —  Ai,     ab  =  At. 

Formons  le  carr6  de  la  premiere  Equation,  et  retranchons-en, 
membre  k  membre,  la  seconde  Equation,  aprts  avoir  multipli^ 
tous  les  termes  par  4;  11  viendra  : 

(a +i;)a  —  4a6  =  Ai*  —  4A„ 
ou  (a— 6)^  =  Ai*— 4A,; 


d'ou  a  —  6  =  rt  v^Ai*  —  4A2. 

Connaissant  (a+ 6)  et  (a  —6),  on  en  conclut  facilement  a  et  6 
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S  VI.  Tb^ortoe  sur  les  raciDes  d*une  ^quatioD. 

184.  Nous  lerminerons  ce  chapitre,  en  prdcisant  davanlage 
les  consequences  que  Ton  pent  tirer  (170)  de  la  substitution 
de  deux  nonibres  difT^rents  dans  le  premier  membre  d'unc 
Equation. 

Theoreme.  Si  deux  nombres^  «  et  p,  substitiUs  h  x  dans  le  pre- 
mier membre  iune  equation  algibnque  X  =  0,  donnent  des  r^- 
sultats  de  signes  contraireSy  ils  comprennent  un  nombre  impair  de 
racines. 

II  faut  entendre  que  les  racines  multiples  sont  complies  un 
nombre  de  fois  igal  k  leur  degri  de  multiplicity. 

Solent  a^b, ...  p,  les  racines  comprises  entrc  «  el  p,  Q  le  quo- 
tient de  la  division  de  X  par  (a? — a)(x  —  b).,.{x — p);  en  sort.* 
que  Ton  a  identiquement : 

X  =  (x— a)  {X — 6)...  (a?— p)  Q, 

0  disignant  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  aux  ra- 
cines imaginaires  et  aux  racines  rielles  non  comprises  en  (re 
a  et  p.  Si  Ton  fait  successivement,  dans  cette  igaliti,  a;  =  «, 
^;=p,  onaura: 

X.  =  («  —  a)  (a— 6) . . .  (a  — p)  0., 

Xp=(p-a)(p-6)...(p-p)0p, 

^c,  Q«y  Xf,  Qp  disignant  ce  que  deviennent  les  polynomes  X,  Q, 
lorsque  Ton  y  substitue  i  a?  la  \aleur  a  ou  la  valeur  p.  Par 
hypothfese,  X,  et  Xji  sont  de  signes  contraires  ;  il  doit  done  en 
^tre  de  mfeme  des  seconds  membres.  Or  Q,  et  Qp  sont  de  mfime 
signe  :  car,  sans  cela,  Tiqualion  Q  =  0  aurait  une  racine,  au 
moins  (170),  comprise  entre  a  et  p.  II  faut  done  que  les  pro- 
duits 

(a— a)  (a— 6)...  (a  — p), 
(P«a)(p-6)...(p--p), 

soient  de  signes  contraires;  et,  comme  tons  les  facteurs  du  pre- 
mier sont  nigatifs,  et  tons  ceux  du  second  positifs,  il  faut  6vi- 


( 
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demment  qne  le  nombre  de  ces  facleurs,  et,  par  suite,  le  nom* 
bre  des  racines  a,  fr,...p,  soil  impair. 

On  Yerrait  absolument  de  la  m^me  manifere  que,  si  deux  fwrn- 
bres  donnent  des  risultats  demime  stgney  ils  comprennent  im  nombre 
pair  de  racines  (ce  nombre  pent  6tre  z6ro). 

r£sum£* 

I0)>.  Forme  gdn^rale  d*une  fonclioQ  enti^re  de  (d, — 166.Toute  foncUoir, 
enti^re  et  rationnelle,  d'une  variable  (r,  varie  d'une  mani^re  continae. 
—  167.  U  en  est  de  mdme  de  toute  fonction,  dontla  d^riv^  nedevient 
pas  infinie.  —  168.  On  pent  toujours  donner  a  x  une  valeur  assez 
grande  pour  que  la  fonction  prenne  le  signe  de  son  premier  terme.  — 
169.  Signe  d*une  fonction,  de  degr6  pair,  ou  d*une  fonction,  de  degr^ 
impair,  lonsque  la  variable  re^oit  de  grandes  valeurs  positives  ou  na- 
tives. —  170.  Si  deux  nombres,  a  et  6,  substitu^s  k  x,  donnent  k  ((a:} 
des  valeurs  de  signes  contraires,  I'^quation  f{x)s=:0  admet,  au  moins, 
une  racine  comprise  entre  a  et  5.  — 171.  Mdme  th^r^me,  pour  toute- 
^quation  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x.  — 
172.  Une  Equation,  de  degr^  impair,  a  toujours  une  racine  r6elle,  de 
signe  contraire  k  son  dernier  terme.  —  175.  Une  Equation,  de  degrd- 
pair,  dont  le  dernier  terme  est  n^gatif,  a  au  moins  deux  racines,  Tune 
positive,  i'autre  negative.  — 174.  On  admet  que  toute  ^nation  a  une 
racine  r^elle  ou  imaginaire.  —  17i(.  Toute  Equation,  de  degrd  m,  a  pr^ 
cis^ment  m  racines ;  et  son  premier  membre  est  le  produit  dem  facteurs 
du  premier  degr^.  — 176.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  pent 
dtre  nul ,  que  si  Tun  des  facteurs  est  ^gal  k  z6ro.  — 177.  Deux  ^ua- 
tions,  qui  ont  les  mdmes  racines,  ne  difif^rentque  par  un  facteur  con- 
Etant.  — 178.  Deux  polynomes,  de  degr^tn,  dgaux  pour  (m+ 1)  va* 
leurs  de  la  variable,  sont  identiques.  —  178.  Definition  des  racines 

^gales, —  180.  Si  (a+^V^— 0  ^t  m  fois  racine  d'une  Equation,  k 

coefBcienls  r6els,  il  en  sera  de  m^me  de  (a  —  b^ — l).  —  181.  Expres- 
sion des  coefficienls  d'une  Equation,  en  fonction  des  racines.  — 
182.  Les  relations  ne  peuvent  pas  conduire,  par  Elimination,  k  la  reso- 
lution de  Tequation.  —  185.  II  ne  faut  pas  affirmer  que,  par  une  autre 
voie>  il  soit  impossible  qu'elles  fournissent  ['expression  des  racines.  — 
184.  Si  deux  nombres,  a  et  p,  subslituEs  dans /(a;),  donnent  des  r^ul- 
tats  de  signes  contraires,  ils  comprennent  un  nombre  impair  de  racines, 
s'ils  donnent  des  r^suUats  de  m6me  signe,  ils  en  comprennent  un  nombr& 
pair,  ou  n'en  comprennent  aucune* 
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EXERCIGES. 

I.  Trouver  le  maximum  du  produit  «(p  —  s'),  lorsque  a  varie  do  0  kp, 
Eq  conclure  les  conditions,  pour  que  T^quation 

admette  deux  racines  positives. 
On  trouve  la  condition  4p'  >  27  q'. 

IL  Ghercher  les  conditions,  pour  que  Tequation 

sdmette  deux  racines  positives. 
On  trouve  la  condition 

n*  (m — n)"*"p»  >  m"q 


111.  L'iquation 


*    +:A  +  A+....+-^,  =  P, 


X — a      X — b      x—c  X — I 

admet  m  racines  r^elles,  si  a,  &,....&  representent  m  nombres  distincts. 
On  applique  le  th^or^me  (190). 
IV.  Si  requation 

«-  —  A«"-*  +  B«"-«  —  Ci"-»  +  D«--«—  ....  =0. 
%  toutes  les  racines  r^elles,  on  a,  necessairement : 

A»— 2B>0, 

B»— 6AC  +  2D>0, 

C»--2BD  +  2AE-2F>0 


On  le  d^montrera,  en  posant  y=a^ ;  et  en  remarquant,  qu'apr^s  avoir  rendu 
r^ation  en  y  rationnelle,  les  coefficients  de  celle-ci  doivent  6tre  altemative- 
irent  positifs  et  ndgatifs. 

^*  Si  Si,  O], ....  a.  J  sont  n  racines  de  I'equation 

3!"  +  A,«*-' +  A,T"-» +. . . .  + A,  =  0, 


168  LIVRE  III. 

les  (m  —  n]  aiitres  racincs  satisfont  k  rSquatioii 

x"''  +  (A,  +  Ia,)a5-"-'  +  (A,  +  A.So,  +  2a,*,)a:---  » 

+  ( Aj  +  Ajla,  +  AjSa.aj  +  Ia,a,aj)  «--•-»  +  ....  =  0 ; 

Stti,  Ittitts,  Ittittsaj  designant  la  somme  des  racines,  les  sommes  de  leura  pn^ 
(iuits  deux  k  deux,  trois  k  trois,  etc.,  en  comprenant,  dans  ces  sommes,  les 
produits  ou  la  mCme  racine  figure  plusieurs  fois. 

On  applique  le  th^oreme  (181). 


CHAPITRE  II. 

TOEOREMC  DE  DESCARTES.  —  TUEOROIE  DE  ROLLE. 

S  ^-  Th^orfeme  de  Descarles. 

188.  DEFINITION.  Le  but  de  ce  paragraphe  est  la  d^monstra- 
lion  tfun  th6or^me  cdlfebre,  qui  perinel  d'assigner,  k  la  seule 
inspection  d'une  Equation  alg^brique,  une  limite  sup6rieure  du 
noinbre  des  racines  positives  qu'elle  peut  avoir. 

La  demonstration  de  ce  th^or^me  repose  sur  un  lemme,  que 
nous  ^lablirons  d'abord. 

Lorsque  deux  terraes  cons6culifs  d'un  polynome  sont  de  si- 
gnes  contraires,  on  dit  qu'ils  pr^sentent  une  variation  de  signe : 
lorsquMls  ont  le  m6me  signe,  on  dit  qu'ils  pr6sentent  une  perma- 
nence. 

186.  Lemme.  Si  Von  multiplie  par  (x  —  a)  un  polynoms  ra- 
tionnel  et  entier,  ordonn6  suivant  les  puissances  decroissantes  de  x, 
ks  coe/pcients  dupioduit,  considdres  a  par  lir  du  premier  y  presentent 
au  mains  une  variation  de  signe  de  plus  que  ceux  du  muUiplicande, 
On  suppose,  bien  entendu,  dans  r6nonc6  pr6c6dent  que  a  de- 
signe  un  nombre  positif. 

Soit  /  (x)  le  muUiplicande  consider^.  Supposons,  pour  fixer 
ies  id6es,  que  son  premier  terrae  ait  un  coefficient  posilif;  d6- 
composons  ce  polynome  en  groupes  de  termes,  dans  chacun 
desquels  tons  les  coefficients  aient  le  m6me  signe.  Le  premier 
groupe  se  composera  du  premier  terms  et  de  tous  les  termes 
positifs  qui  le  suivent  sans  interruption ;  le  second  groupe  com- 
mencera  au  premier  terme  n6galif,  et  comprendra  tous  les 
lermes  n6gatifs  compris  entre  celui-lk  et  le  premier  des  termes 
posilifs  qui  viennent  apres;  ce  lerme  sera  le  premier  du  troi- 
sl6me  groupe,  et  ainsi  de  suite  :  il  est  bien  entendu  que  chaque 
groupe  peut  ne  contenir  qu'un  seul  terme.  ficrivons  le  premier 
terme  de  chaque  groupe  : 

—  Ra;* ...diUaj''±:...it:V, 
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les  termes,  que  Ton  n'icrit  pas,  £tant  tous  de  mfime  signe  que 
le  premier  teraie  6cr!t  k  leur  gauche,  et  qui  commence  ie 
groupe  auquel  lis  appartiennent.  II  est  bon  de  remarquer,  que 
tous  les  termes  Merits  servent  de  commencement  k  un  groopc, 
k  I'exception  du  termed:  V,  qui  termine,  au  contraire,  le  groupe 
auquel  il  appartient. 

Multiplions,  actuellement,  le  polynome  ainsi  £crit  par  le  mul- 
liplicateur  (x—a);  et  altachons-nous  sculement  k  former,  dans 
le  produit,  les  termes  en  a?*+*,  a?'^*,  a^'^Sac^*,.. .«•**,  et,  en 
outre,  le  dernier  terme  dz  Va. 

On  vcrra  tout  de  suite  : 

Que  le  coefficient  du  terme  en  rc*^*  est  positif ; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  a^^  est  n^atif ; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  x^^*  est  positif; 

■ 

Que  le  coefficient  du  terme  x^  a  le  signe  =h,  c*est-&-dlre  le 
m(me  signe  que  celui  du  terme  en  a;*  dans  le  multipli* 
cande. 

Le  terme  en  nf^* ,  dans  le  produil,  provient,  en  effet,  du  produit 
de  Aa;*  par  x. 

Le  terme  en  af**  provient  du  produit — Va^  de  —  Px'  par  a?t 
et  du  produit,  par  —  a,  du  terme  qui  pricMe  imm6diatement 
—  Pa;";  or,  ce  terme  ayant,  d'apr^s  nos  conventions,  un  coeffi- 
cient positif,  son  produit  par  —  a  aura  un  coefficient  n^gatif,  qui^ 
ajoul6  k  —  P,  coefficient  de  —  Px*^,  donnera  nicessaircment 
une  somme  negative.  Le  terme  en  a?«"^*  provient  du  produit 
+  Qa?«**  de  +  Qx«  par  ap,  et  du  produit,  par  —  a,  du  terme  qui 
pr6cfcde  imm6diatemenl  Qo?*;  or,  ce  terme  ayant,  d'apr^s  nos 
conventions,  un  coefficient  n6gatif,son  produit  par —  a  auraun 
coefficient  positif,  qui,  rfiuni  it  +  Q»  coefficient  de+Qa;*'^',  don- 
nera n^cessairemant  une  somme  positive. 

La  demonstration  est  la  m^me  pour  les  termes  suivants. 

Ajoutons  que  le  dernier  terme  du  produit,  provenant,  sans 
reduction,  du  prodnit  de  d=  V  par  —  a,  aura  n^cessairement  le 
signe  up,  en  sorte  que  le  produit  peut  s'^crire  : 

£2]  Aa;«^'...— P'a:'»+»...  +  Q'a?«^»...-.R'a?^*...±U'a?-+».,.q=Va; 
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P',  (y,  K\  U', . .  .  d^signant  des  nombres  positifs,  et  leg  termes- 
non  Perils  ayant  un  signe  incertain. 

Or,  k  rinspection  de  ce  produit  [2],  on  voit  qu'il  a  au  moins 

une  variation  de  plus  que  le  multiplicande  [1].  En  effet  :  da 

Aaf  ^■*  a  —  P'af**,  nous  avons  au  moins  une  variation ;  et  il  n'y 

en  a  qa*une  dans  la  partie  correspondante  du  mulUplicande. 

De  —  Fof**  k  +  Q'a?«**,  nous  avons  au  moins  une  variation ;  et 

il  n'y  en  a  qu'une  dans  la  partie  correspondante  du  multipli* 

cande.  Nous  continuerons  le  m6me  raisounement  jusqu'au  (erme 

zh  U'a;"**;  et  nous  verrons  qu'il  y  a,  jusqu'ii  ce  terme,  autant  do 

variations  de  signci  au  moins,  dans  le  produit,  qu'il  y  en  a  ei> 

(out  dans  le  multiplicande.  Mais,  apr^s  le  terme  dbU'o;*^^,  le 

produit  pr^sente  encore,  au  moins,  une  variation,  puisque  cc 

terme  n'a  pas  le  m^me  signe  que  le  dernier  terme  qp  Va;  el,. 

par  consequent,  il  y  a  dans  le  produit,  au  moins,  une  variation 

de  plus  que  dans  le  multiplicande.  G'est  pr6cis6ment  ce  qu'il 

fallait  dSmontrer. 

187.  Remarque.  Si  le  premier  groupe  du  produit  [2],  de 
AoT**  h  —  Vaf^y  offre  plus  d'une  variation,  il  en  pr6senle  un 
norobre  impair,  puisque  ses  termes  extremes  n'ont  pas  le  m6me 
signe.  Done  le  nombre  des  variations  introduUes,  par  la  multi- 
plication, dans  cette  partie  du  produit,  est  pair.  II  en  est  de  m£me 
du  nombre  des  variations  introduites  dans  chaque  groupe,  jus* 
qu'au  dernier  exclusivement.  Mais  ce  dernier  groupe,  qui  no 
prteentait  aocune  variation  dans  le  multiplicande,  en  pr^sente 
dans  le  produit  un  nombre  impair.  Done,  le  nombre  total  des^ 
yioriaiions  introduites  est  impair. 

188.  LiMlTE   SUP^RIEURE   DU   NOMRRE   DES    RACINES   FOSmVES 

d'uns  Equation.  Supposous  actuellement  que  Ton  consid^re 
vme  Equation  alg^brique 

9(x)  =  0; 

etsoit /'(x)  le  produit  des  facteurs  simples,  qui  rSpondent  aux. 
racines  negatives  ou  imaginaires  de  cette  Equation;  de  teller 
sorte  qu'en  nommant  a,  p,  y,  . . .  les  racines  positives,  on  ait : 

(p  (x)  =  f{x)  {x — a)  (a?  —  P)  (a; — y)  •  •  •  • 
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D'apr6sleleramepr6c6dent,leprocluil/'(aj)(a? — a)admelauraoins 
ane  variation  de  plus  que  f{%) :  ie  produil /"(or)  {x — a)  {x—\\ 
en  admet  une,  au  moins,  de  plus  que  le  pr^c^dent,  ef,  par 
suite,  deux  de  plus  que  f{x)  :  f{x)  {x  —  «)  (a?  — p)  (a;— y)  en 
admet  au  moins  trois  de  plus,  et  ainsi  de  suite ;  et,  par  conse- 
quent, lors  m6me  que  f{x)  aurait  tons  ses  termes  de  mfime  signe, 
le  produit(p(x)  a  autant  de  variations,  au  moins,  qu'il  y  a  de 
racinesa,  p,  y,.... 

Si  toutes  les  racines  de  9  (a?)  =  0  etaient  positives,  on  suppo- 
serai t  f{x)  =  1 ;  et  la  conclusion  n'en  subsislerait  pas  moins. 

On  peut  done  ^noncer  le  th6or6me  suivanl : 

Une  Equation  algebriquey 

<p(x)=0, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et  erUiere  de  x, 
ne  peut  pas  avoir  plu^  de  racines  positives  quHl  n'y  a  de  vaiiations 
de  signes  dans  les  coefficients  de  9  (x).  ' 

C*esl  la  le  th^or&me  connu  sous  le  nom  de  regie  des  signes  de 
Descartes. 

189.   LmiTE  SUP^KIEURE  DU  NOMBRE  DES  RACINES   NEGATIVES. 

Soit 
[1]  ?(^)  =  o, 

une  Aquation  alg6brique.  Si  —  a  d6signe  une  racine  negative  de 
cctte  Aquation^  on  a : 

et,  par  suite,  a?  =  -|-  «  est  racine  de  TAquation 

[2]  cp(-a?)=o, 

obtenue  en  changeanl,  dans  la  propos6e,  a?  en  —  x,  Cetle  Aqua- 
tion [2]  admet  done,  pour  racines  positives,  les  racines  niga- 
lives  de  I'Aquation  [1];  et,  par  suite,  en  lui  appliquantle  th6o- 
rfeme  de  Descartes,  on  aura  une  limite  supArieure  du  nombrc 
de  ces  racines  negatives.  Une  Equation  ne  peut  done  avoir  plus  de 
racines  negatives  quHl  n'y  a  de  variations  dans  le  premier  membre 
de  sa  trans formee  en  —  x. 
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190.  Remarque.  Le  lh6or6me  de  Descartes  fournit  une  limile 
Bup^rieure  du  nombre  des  racines  positives  ou  negatives,  que 
peut  avoir  une  Equation.  Mais  il  arrive  souvent  que  celte  limite 
n'est  pas  atteinte,  et  que  le  nombre  des  racines  positives,  par 
exemple,  est  moindre  que  le  nombre  des  variations  du  premier 
membre. 

On  peut  d6montrer  seulement  que,  si  ces  deux  nombres  son 
differmtSy  leur  difference  est  tovjours  un  nombre  pair. 

En  d'autres  termes,  si  une  iquation  a  un  nombre  pair  de  varia- 
tions,  tile  a  aussi  un  nombre  pair  de  racines  positives;  et,  si  elle  a 
un  nombre  impair  de  variations  y  elle  a  un  nombre  impair  de  ra* 
cines  positives. 

Remarquons,  pour  le  prouver,  qu'une  6quation,  qui  a  un 
nombre  pair  de  variations,  a  6videmment  son  dernier  terme 
posltif;  par  suite,  en  faisant  a?  =  0  et  a?  =  oo,  on  aura  des  r6- 
sullais  de  m^me  signe;  le  nombre  des  racines  positives  est  done 
(iB4)  pair.  Si  le  nombre  des  variations  est  impair,  le  dernier 
terme  est  n^gatif;  a?  =  0,  subslilu6  dans  le  premier  membre, 
Jonne  done  un  r6sultat  n^gatif ;  a?  =  00  donne  toujours  (£68) 
un  r&ultat  posilif;  el,  par  suite  (184),  enlre  0  et  00,  il  y  a  un 
nombre  impair  de  racines  positives. 

iOl.  Limite  inf^rieure  du  nombre  des  racines  imagjnaires. 
II  arrive  souvent  que  Tapplication  de  la  r^gle  de  Descartes  rend 
certaine  Texistcnce  de  racines  imaginaires.  Si,  en  effet,  Ic 
nombre  possible  de  racines  positives,  ajoul6  au  nombre  pos- 
sible de  racines  negatives,  forme  une  somme  moindre  que  Ic 
degre  de  T^quation,  il  faut  bien  qu'ii  y  ait  des  racines  imagi- 
naires. 

Soil,  par  exemple,  T^quation 

a^4-^  +  2iJ? — 1=0; 

son  premier  membre  n'a  qu*une  variation ;  elle  ne  peut  done 
avoir  qu'une  seule  racine  positive.  ' 

Si  on  change  a?  en  —  a?,  la  lransform6e  est ; 

a;8_5^_2a;— 1  =  0, 
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qui  n*a  aussi  qu*une  variation,  et  qui  ne  peut  avoir,  par  suite, 
•qu*une  racine  positive.  La  propos^e  ne  peut  done  avoir  que 
deux  racines  rielles ;  et  eile  a,  par  consequent,  au  moins,  sii 
-racines  imaginaires. 

On  peut  remarquer  que  les  deux  racines,  que  la  r^le  de 
Descartes  indique  comme  possibles,  existent  certainement  dans 
ce  cas ;  I'exc^s  du  nombre  des  variations  sur  le  nombre  des  ra- 
cines positives  6tant,  en  effet,  pair  (190),  il  Taut  bien  qu'il  soitO, 
■dans  le  cas  oil  il  n*y  a  qu'une  seulc  variation. 

S  II.  Th^or^me  de  Rolle. 

192.  Th^or]&me.  Deux  racines  rielks  consicutives  a  et  b,  ium 
Equation  9  (x)  =  0,  comprennent  au  moins  une  racine  reeUe  dt  k 
derivee  <j.'  (x)  =  0. 

En  effet,  si  Ton  fait  varier  x  depuis  a  jusqu'i  b,  <p(x)  part  de 
j^^ro  pour  revenir  k  z^ro ;  cette  fonction,  qui  est  continue,  va 
<lonc  d'abord  en  auginentant,  pour  diminuer  ensuite;  oubien, 
•cUe  commence  par  diminuer,  pour  alter  ensuite  en  augmen- 
(ant.  Dans  les  deux  cas,  la  d^riv^e  change  de  signe;  et  comme 
•cUe  est  continue,  elle  passe  par  z^ro,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b.  G*est  ce  qu*il  failait  d^montrer. 

Ck)mme  la  fonction  peut  subir,  entre  a  et  b,  plusieurs  alterna- 
tives d*accroissement  et  dc  diminution,  la  d^riv^e  peut  s'annnler 
plusieurs  fois  dans  Tintervalie.  //  peut  done  y  avoir  phisieurs  ra- 
cines de  la  dirivie  comprises  entre  deux  racines  consecutives  de  la 
proposie. 

Ge  th^or^me  est  vrai  pour  toute  Equation  dont  le  premier 
oiembre  est  une  fonction  continue  de  a?,  quand  sa  d^rivte  elle* 
mfime  est  continue. 

193.  CoROLLAiRE.  II  r^sultc  de  \k  que  deux  racines  cotisecu- 
lives  de  la  diriv^e  peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  pro- 
posiCy  mais  qu'elles  n*en  comprennent  jamais  plus  d^une,  Ou  voiU 
en  effet,  d'une  part,  que,  si  deux  racines  consecutives  a,  h  df 
la  proposie  comprennent  plusieurs  racines  a',  h\  ...  de  la  d^ri- 
v^e,  ces  racines  a',  b*  de  la  deriv^e  ne  comprennent  pas  de  ra- 
cine de  la  proposie :  et  Ton  voit,  d'autre  part,  que  si  deux  ra- 
<:ines  consecutives  a\  V  de  la  deriv^e  comprenaient  plusieurs 
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racines  a,  6,...  de  la  proposie,  ces  racincs  a,  b  de  la  propos^e 
»e  comprendraienl  pas  de  racines  de  la  d^riv^e  :  ce  qui  n'est 
pas  possible. 

194.    NOMBRE  DES  RACINES  R^ELLES  D'UNE  EQUATION.  On  COn- 

<;lut  de  ce  qui  pr^c^de,  que,  si  Von  sail  trouver  les  racines  de  la 
derivie^  on  pourra  compter  le  nombre  des  racines  rieUes  de  la  pro^ 
posie.  Soient,  en  cffet,  a',  6',  (/,...  T,  les  racines  r6elles  de  la 
dMv^e,  rang^es  par  ordre  de  grandeur  :  substituons  successi-' 
vement  k  Xj  dans  le  premier  membre  de  la  propos^e,  les 
nombres 

—  00 ,  a'y  b\  c',....  r,  +  «  • 

Si  deux  substitutions  cons6cutives  donnent  des  r6sultats  de 
^ignes  contraireSy  il  y  a,  dans  rintervalle  correspondant,  une 
racine  aa  moins  de  la  propos^e  (170)  et  une  seulc  (195). 
Si  les  r^sultats  sont  de  mftme  signe,  il  n'existe  dans  rintervalle 
aucnne  racine  de  la  propos^e;  car  il  ne  saurait  s'en  trouver 
plus  d'une  (195).  Ainsi  chaque  changement  de  signe,  dans  les 
substitutions  successives,  prouvera  Tezistence  d'une  racine 
r6clle  de  la  propos6e. 

Si  Ton  disigne  par  n  le  nombre  des  racines  r^elles  de  la  d£- 
rivfie,  (n+ 1)  sera  le  nombre  des  intervalles;  et  par  suite  {n+ 1) 
sera  la  limite  supirieure  du  nombre  des  racines  r^elles  de  la 
i)ropos£e. 

On  voit  encore  que,  si  une  Equation  a  toutes  ses  racines 
r^elles,  sa  d£riv£e  a  aussi  toutes  ses  racines  r^elles;  car  les 
fn  racines  r^elles  de  la  propos^e  foumissent  (m —  1}  intervalles, 
dans  cbacun  desquels  doit  se  trouver,  au  moins,  une  racine  dc 
la  d6riv6e  (qui  n'a  que  tn—  I  racines.)  La  rtelproque  n'est  pas 
vraie. 

105.  Application  a  l'^quation  du  troisiAme  degr^.  Si  Ton 
consid^re,  en  parliculier,  I'^quation  du  troisi^me  degr^,  sous 
U  forme  simple 

a;«  +  pa?  +  g  =  0, 

on  remarque  que,  pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  r^elles,  il 
fautd'abord  que  sa  d6riv6e,  3a;'-{-p  =  0,  ait  ses  deux  racines 
r^elles;  car  si  celles-ci  ^talent  imaginaires,  la  propos6e  ne  pour- 
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rait  avoir  (194)  plus  d'une  racine  r6elie.  II  faut  done  quep  soit 
n6gatif;  et  alors  les  racines  de  la  d^riv^e  sont : 


'=*\/-i 


II  faut,  en  outre,  qu'en  substituant  successivement  k  x,  dans  le 
premier  membre  de  la  propos^e, 

chaque  substitution  amfene  un  changement  de  signe  (194).  Or, 
la  substitution  de  —  «>  rend  Texpression  negative,  et  celle  de 
+  «  la  rend  positive;  il  fimt  done,  et  cela  suffit,  que  Ton  ob- 
tienne  le  signe  -{-  en  substituant  la  plus  petite  racine  de  la  it- 
riv6e,  et  le  signe  —  en  substituant  la  plus  grande.  Or,  le  pre- 
mier membre  x^  -{-  px  +  q  pent  se  metlre  sous  la  forinfi 
x{x'^  +  p)  +  q.  Les  conditions  n^cessaires  et  suffisantes  sont 
done  fournies  par  les  in^galit^s  : 

-v/~f(-3+')+'>°-     j-VV~f+*>'' 

y OU   <  ^   , 

\/-f(-|+f)+'<«.      1  ¥v/-i+'<«- 

Distinguons  deux  cas  :  !•  Si  g  est  posilif,  comme  p  est  ncgalK. 
la  premiere  in6galit6  est  n6cessairement  Y6rifi6e;  quant  i  la 
seconde,  on  pent  Ticrire : 


q< 


2p./    P. 


•  I,  comme  les  deux  membres  sont  positifs,  on  pent  les  dev 
.J  carr6  (I,  205);  et  Ton  a  : 

"•<-\?.    0"     (f)"+(i)'<»- 
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2*  Si  q  est  n^gatif,  la  seconde  in^galit^  est  n£cessairement 
VL^rifi^e.  Qaant  h  la  premiere,  on  peut  I'^crire : 


-tV-I>-'. 


•u,  en  ^levant  an  carr6  les  deux  membres  qui  sont  positifs, 
-'^>9S    ou  encore     (|y+gy<o.         [1] 

Telle  est  done  [1]  la  condition  n^cessaire  et  sufBsante,  pour 
que  r^quation  du  troisi^me  degri  ait  ses  trois  racines  r^elles. 
(Gelle  condition,  on  le  Yoit  ais^ment,  comprend  la  premiere 
p<0.) 

188.  Definition  des  variations  el  des  permanences.  —  186.  Si  i'on  multi- 
pUe  on  polynome  entier  en  x  par  (as — a),  a  ^tant  positif,  le  produit  a, 
au  moina,  una  variation  de  plus  que  le  muUiplicande.  — 187.  Le  nom- 
bre  des  variations  introduites  est  impair.  —  188.  Le  nombre  des  ra- 
cines posilives  d'une  Equation  ne  peut  surpasser  le  nombre  des  varia- 
tions de  son  premier  membre.  —  188.  Limite  superieure  du  nombre 
des  racines  natives.  —  190.  L'exc^s  du  nombre  des  variations  sur  le 
nombre  des  racines  posilives  est  un  nombre  pair.  — 191.  Limite  inf^- 
rieure  du  nombre  des  racines  imaginaires.  — 192.  Deui  racines  r^elles 
consdcutives  d'une  Equation  comprennent,  au  moins,  une  racine  r^IIo 
de  la  d^rivto.  —  195.  Deux  racines  r^elles  cons6cutives  de  la  d^riv^o 
peuvent  ne  comprendre  aucune  racine  de  la  propos6e;  elles  n'en  com- 
prennent  jamais  plus  d'une.  ^  194.  Lorsqu'on  sail  trouver  les  racines 
de  la  d^riv^e,  on  peut  compter  les  racines  rSelles  de  la  propos^e.  Pour 
qu'une  Equation  ait  loules  ses  racines  r^elles,  il  faut  que  sa  d^riv^e  ait 
toules  ses  racines  r^elles;  mais  cela  n'esl  pas  sufflsant. —  195.  Con- 
dition pour  que  T^quation  du  troisidme  degr6  ait  ses  trois  racines 
T^Ues. 

EXERGICE8. 

L  Lonqu'une  Equation  alg^brique,  de  degr6  m,  &  coefficienta  r^els,  est  com- 
plete, c'est-&-dire,  lorsque  son  premier  membre  contient  toutes  les  puissances 
de  X,  depuis  la  puissance  m  jusqu*^  la  puissance  zero,  si  toutes  ses  racines  sont 
belles,  le  nombre  des  racines  positives  est  ^gal  au  nombre  des  variations ,  et  le 
nombre  des  racines  negatives  est  6gal  au  nombre  des  permanences. 

AL6.   SP.  B.  12 
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II.  Si  une  Equation  incompletes  de  degrd  m,  contient  n  termes,  le  nomhre 
des  racines  rSelles  ne  peut  surpasser  (2n  —  2) ,  si  m  est  pair^  et  (2n— 3),  si  m 
est  impair. 

On  applique  les  th^or^mes  (188  et  180),  pour  ces  deux  exercices. 

III.  Si,  dans  une  ^nation  incomplete,  il  manque  un  nombre  pair  de  termes^ 
entre  deux  termes  de  mfime  signe  ou  de  signes  contraires,  Tequation  a,  au  moins, 
autant  de  racines  imaginaires  qu*il  y  a  de  termes  manquants. 

IV.  Si,  dans  une  Equation  incomplete,  il  manque  un  nombre  impair  de  tenner 
entre  deux  termes  de  mdme  signe,  11  y  a,  au  moins,  autant  de  racines  imagi- 
naires qu'il  y  a  de  termes  manquants  plus  un.  £t  si  les  deux  termes,  qui  com- 
prennent  la  lacune,  sont  de  signes  contraires,  il  y  a,  au  moins,  autant  de  racines 
imaginaires  qu'il  y  a  de  termes  manquants,  moins  un. 

V.  Lorsqu'une  Equation  incomplete  a  toutes  ses  racines  r^elles,  il  ne  peui 
manquer  de  terme  entre  deux  termes  de  mfime  signe ;  et  il  n*en  peut  manquer 
plus  d'un  entre  deux  termes  de  signes  contraires. 

VI.  Lorsqu'une  Equation  incomplete  a  toutes  ses  racines  r^elles,  le  nombre 
des  racines  positives  est  egal  au  nombre  des  variations;  et  le  nombre  des  racines 
negatives  est  ^gal  au  nombre  des  permanences^  augment^  du  nombre  des 
lacunes. 

On  applique,  pour  les  exercices  III,  lY,  V,  YI,  les  thSoremes  (188), 
189  et  191). 

YII.  Deux  racines  consecutives  d'une  Equation  comprennent  toujours  un  nom- 
bre impair  de  racines  de  la  d6rivde,  pourvu  que  Ton  compte  pour  deux  cbaque 
racine  double  que  peut  avoir  la  deriv6e,  pour  trois  chaque  racine  triple,  etc. 

On  etudie  les  variations  du  premier  membre  de  liquation  (192). 

YIII.  Si  Ton  a  une  Equation 

ap-  +  A,a?— •  4"  A,«"-»  4- ....  +  A«_,a?  +  A«  =  0, 

ct  que  Ton  mulliplie  respectivement  ses  termes  par  a,  a-\-bf  a  +  2h,.>'» 
<i  +  {fn —  l)bj  a-\-rnb  (a  et  b  6tant  des  nombres  positifs) ,  on  forme  une  equation 
nouvelle,  qui  a  une  racine  comprise  entre  deux  racines  consecutives  de  lapro- 
posee,  excepte  entre  la  plus  petite  racine  positive  et  la  racine  negative  qui  Is 
precede. 

On  applique  le  th^or^me  precedent  (YII) . 

IX.  Si  dans  une  equation  /■(ir)  =  0,  on  change  «  en  — «,  le  nombre  des  varia- 
'«  ons,  tant  de  la  proposte  que  de  la  transformee,  ne  peut  dtre  superieur  au  degr^ 
'.e  requation ;  et,  quand  il  lui  est  inferieur,  la  difference  est  un  nombre  pai^* 

■ 

On  examine  comment  la  suppression  de  certains  termes,  dans  Pequatioo,  iQ* 
flue  sur  le  nombre  des  variations. 
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X.  Si  une  Equation,  de  degri  m,  pr6sente  v  variations,  elle  a,  au  plus,  (m— v) 
racines  negatives. 

CoroUaire  du  th^or^me  IX. 

XI.  S'il  arrive,  qu'ea  multipliant  le  premier  membre  (fune  Equation  par 
(s— a),  on  introduise  (2v  +  l)  yariations,  I'^uation  proposed  a,  au  moios. 
7v  racines  imagiDaires. 

Application  des  thior&mes  X  et  191. 


GHAPITRE  III. 

TDEOBIE  DE8  RAC1NE8  EGALES. 

i 

S  1.  Pacteurs  communs  h  deax  polynomes. 

too.  Definition  du  plus  grand  coumun  diyiseur  alg£briqt]E. 
Nous  avons  vu  (176),  qu*une  fonction  enti^re  dc  la  variable  a; 
peut  toujours  se  decomposer  en  facteurs  da  premier  degr^,  dc 
la  forme  (x — a), «  d^signant  un  nombre  r6el  ou  une  expression 
imaginaire  ind^pendante  de  x.  La  decomposition  ne  peut  se 
faire  que  d'une  seule  manifere ;  et  chaque  polynome  admet  scu- 
lement  un  nombre  de  facteurs  ^gal  k  son  degr6.  En  g^n^ral, 
deux  polynomes  difI6rents  admettront  des  facteurs  in^gaux;  et 
ce  sera  seulement  dans  des  cas  particuliers,  qu*ils  en  auront  un 
ou  plusieurs  de  communs.  11  est  important,  dans  plusieurs  re- 
cherchesd'alg^bre,  de  savoir  decider,  si  deux  polynomes  donu^s 
se  trouvent  pr^cis^ment  dans  un  de  ces  cas,  et  quel  est  alors  le 
produit  des  facteurs  communs,  que  Ton  nomme  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynomes. 

197.  Recherche  du  plus  grand  commun  diyiseur  de  deux 
POLYNOMES.  Soient  ^  (x)  et  f  i  {x)  les  deux  polynomes,  ordonn^ 
iuivant  les  puissances  dtoroissanles  de  x.  Supposons  f  {x)  de 
degre  superieur  k  ft  (a;),  et  dtYisons  le  premier  de  ces  polynomes 
par  le  second.  Soient  Q  le  quotient  et  (ft{^)  le  reste;  on  aura: 

^t  cette  egalite  prouve,  que  le  produit  des  facteurs  communs  i 
ff{x)  et  h  fi(x)  est  le  mfime  que  celui  des  facteurs  communs  i 
Y.(a?)  el  h  f  ,(a?). 

Soit,  en  efTet,  (a;— «)  un  facteur  commun  k  f{x)  et  k  fi{x),  (jui 
figure  p  fois  dans  chacun  de  ces  deux  polynomes ;  ^{x)  et  ?i(^) 
etant  divisibles  par  {x  —  a/,  la  somme  ^(x)  et  Tune  des  parties 
Q^t{x)  admettent  ividemment  ce  diviseur;  il  en  est,  parsuitei 
de  meme  de  Tautre  partie  de  la  somme,  c*est-ji-dire  de  9i(2;)* 

On  verra  de  mftme,  que,  si  »«(a?)  et  <pi(a?)  admettent  p  fois  un 
facteur  (a;— a),il  en  sera  de  mtmt  de  <p(a?). 
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II  est  bien  entendu  que,  dans  ce  qui  pr^c&de,  on  peut  avoir 

P=l. 

D'apr&s  cela,  les  facteurs  communs  k  (f(x)  et  h  ^t{x)  sont  Ids 
mfimes  que  les  facteurs  communs  k  tfi{x)  et  k  cpsC^} ;  ils  doivent 
£lre  priSy  dans  les  deux  cas,  avec  les  mdmes  exposants ;  et,  par 
suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ff{x)  et  de  fi(rr)  estle 
mdme  que  celui  de  71(0;)  et  de  ff%{x). 

On  raminera,  de  la  m6me  mani^re,  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  71(0;}  et  de  91(0?)  k  celle  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  7,(0;)  et  Ic  reste  (fi{x)  de  la  divi- 
sion de  91  par  91.  On  continuera  ainsi  k  substituer  aux  poly- 
nomes  proposes  d'autres  polynomes,  dont  le  degr£  ira  sans  cesse 
en  diminuant ;  et  lorsqu'on  parviendra  a  une  division  qui  se  fera 
txactementf  le  diviseur  de  cette  demiere  opiration  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherche. 

Si  Ton  parvient  k  un  reste  num^rique,  avant  d*avoir  rencontrii 
nne  division  qui  r^ussisse,  les  poiynomes  proposes  n'ont  aucun 
facteur  commun,  ct  11  n*y  a  pas  de  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

198.  Remarque.  En  cherchant  le  produit  des  facteurs  com- 
muns k  deux  poiynomes,  on  ne  se  pr^occupe  aucunement  des 
facteurs  numiriques.  On  peut  done  multiplier  I'un  des  poiyno- 
mes donnas,  ou  Tun  quelconque  des  restes  obtenus  dans  Top^- 
ration  par  un  facteur  num^rique  quelconque.  On  profile 
souvent  de  cette  remarque,  pour  dviter  Fintroduclion  des  d6- 
nominateurs  numiriques.  U  sufifit,  pour  cela,  de  multiplier  les 
dividendes  successifs  par  le  coefficient  du  premier  terme  du 
diviseur;  et  Ton  doit  prendre  cette  precaution,  non-seulement 
pour  les  fonetions  successives  9,  fi,  91,  98*.. •>  qui  servent  suc- 
ccssivement  de  diviseurs,  mais  aussi  pour  les  dividendes  partiels, 
qui  se  pr^sentent  dans  le  cours  de  chaque  division. 

Supposons,  par  exemple,  qu'en  divisant  9(0?)  par  91(0?},  on  ait 
trouv£  au  quotient  un  certain  nombre  de  termes,  dont  nous  re- 
pr^senterons  Tensemble  par  Qi. 

Soit  ^x)  ce  qui  reste  du  dividende,  lorsqu'on  en  a  retranchd 
le  produit  de  Qi  par  le  diviseur ;  on  a  : 
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2i  Yon  prouvera,  comme  au  n"*  197^  que  les  facteurs  communs 
k  <^{x)  et  h  ^t{x)  sont  les  ni6mes  que  les  facteurs  communs  k  ^{x) 
eVh  ^i(x)j  et,  par  suite  aussi>  que  les  facteurs  communs  h  k^x)  el 
li  91(0;),  k  £tant  une  constants  quelconque.  U  est  done  permis  de 
continuer  ropdration,  apr^s  avoir  multipli6  le  dividende  partiel 
^^{x)  par  un  facteur  num^rique  k. 

On  pent  aussi  diviser  I'un  des  polynomes  ou  Fun  des  restes, 
par  un  diviseur  numirique  qui  serait  commun. 

199.  ExEMPLE  I.  Soit  k  chercher  le  produit  des  facteurs  com- 
muns aux  deux  polynomes: 


{ 


Voici  le  tableau  des  operations  : 

Premihe  opiraiion  partielle. 

Prod'  du  6iy**  par  2. . .  2x'— 6a:«+2ir»— 8af*+24x— 8      |  2g<^6g»4.3g»~3x41 

2j^— 6g*+3x*— 3x«-f    g*  JSZi  ' 

—  g^+3J*-  g»—  8ar»+24g—  8 
Prod*  du  reste  par  2. . .  — 2«*+6x*--2x^— 16i?'+48«— 16 

— 23C*+6a;«— ai?»+  3a?^-    a? 

a*— 19j»+49»— 16 

Deuxieme  op4ration  partteUe. 

2«^  6x"+    3*^—      3«+l        I  g*— 19x'-f49ig— 16 
2J-1— 38x»+  gSg*—    32s  a»+32 

32jp>-  95*'+    29«+l 
32jg»— 6083;*+ 1 568rc~51 2 
6133?'— IhSgj-hSlS 
Quotient  dure^to pap  513...   «»—      3»+l 


Troisiime  operation  partieUe. 

«»— 19x»+49a?— 16  [  g»-3J+l^ 
g'—  3j»+    a?  »— 16 

— 16x'+48x— 16 
— 16*»+48jc— 16 
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Alnsi  done,  le  produil  des  facleurs  communs  est  (a?*  — 30?+ 1); 
€tron  a: 

^{x)  =  {ai^—Zx+\){  x'— 4), 

(p,(a?)  =  (a?*—  3a?  +  1)  (2a;'  +  1). 

On  remarquera  que,  dans  les  operations  pr6c6dentes,  le  poly- 
nome  ^(a;)  et  le  premier  resledela  premiere  division  onl  616 
multiplies  par  2,  et  que  le  reste  de  la  seconde  division  a  616  di- 
vis6  par  513.  Celte  introduction  et  celte  suppression  de  facteurs 
num6riqnes  sont  pcrmises,  comme  on  I'a  remarqu6  plus  haut, 
quoiqu'elles  changent  les  quotients  successivement  obtenus. 
Ainsi,  par  exemple,  en  divisant  <f{x)  par  91(0?),  sans  faire  usage 

de  ces  simplifications,  on  trouverait  pour  quotient  (-^ — 0)9^^ 

lieu  de  (a? — x)  que  nous  avons  obtenu;  mais,  les  quotients  n'6- 
tant  d'aucun  usage,  cela  n'a  pas  d*incony6nients. 

ExEMPLE  II.  Consid6rons,  pour  second  exemple,  les  deux  po- 
ijfnomes : 

r  <p(a?)  =  a;*  —  49a?*  +  67a;»  +  1  Oa;*  —  25a?  —  4, 
((pj(a?)  =  2aj»— 18a;*  +  39a?«  — 25a?*  +  a?  +  l. 

Voici  le  tableau  des  operations : 

1««         -  98x*+134a;*+  20x»-50a?—  8  |  2x^—1 8g*+39x»-25a;^+ag-fl 

y~18«*+  39a^—  25a;'+      «'+    «  «T9 

18**— 137««+159«'+  19a!»— 51a:—  8 
18g>^l62g*+351a^— 226a?'-f  9x-f  9 

25«*— 1 92a?'+ 244aj»- 60«— 1 7 

SOU*-  450ap<+    97&ap»-    625»'+    25*+    25  I  25a;*~-192a?»+2443;»— 60a;— 17 

&0g>—  384g*+    4883C»—    120a;*—    34a;  2»— 66 

—    66ar<+    487g-^—    505a;»-h    o9x+    25 

-1650!r*+12l75«»— 12625»»+1475«4-  625' 
-1650a;*+12672a^-16104a?»+3960fl?4-1122 

—  497a;»+  34793?^— 2485x—  497 

—  a;»4-       7a;*—      5a;—      1 

25x<— 192x3+244a;-— 60x— 17  [  g^— 7a;»-f  5a;+t 
25x<— 175a;a+1 25g*— 25a;  25a;-17 

—  17a;»+ll9a;'— 85a;— 17 

—  17a?*+119a;>— 85a;— 17 
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Le  produitdesfacteurscommuns  est  done  {s? —  7a;*-f  5x-f-l); 
et,  en  divisant  par  ce  produit  les  deux  polynomes  ^{x)  et  <pi(^)» 
on  aura : 

(p(a:)  =(«■  — 7aj»  +  4a?+l)  (a;»4-7a:*— 5a?— 4), 

ff^{x)  =  (a;»—  7aj"+  5a?  +  1)  (2a?*  —  4a?  +  1). 

Nous  remarquerons,  comroe  plus  haul,  que  diverses  simpli- 
fications ont  £t6  apporties  aux  divisions  pr6c6dentes.  Dans  la 
premiere  on  a  multipli£  le  dividende  par  2.  Dans  la  seconde^ 
le  dividende  a  £t£  multipli£  par  25,  ainsi  que  le  premier  divi* 
dende  partial ;  le  reste  a  £t6  divisi  par  497. 

ExEKPLE  III.  Nous  chercherons  encore  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  les  deux  polynomes : 


{ 


9(a?)  =  aJ*  —  7a?'  +  1 5a^  —  40a?*  +  48  a?  —  1 6, 
©^(a?)  =  6a?» — 35a?*  +  60a?»  —  80a?  +  48. 


Yoici  le  tableau  des  operations : 

6a«— ««»+  90«*-240a?«+  288*-  96  |  to'— 35g«H-60g»-80g-f48 

Gag*— 35*^4-  eOx*—  803?+    48*  «— 7 

—  7*^+  30**— 106*'+  240*—  96 

— 42*»+ 180*<— 760*»+1440«-576 
■-42*^+245j<— 420*»+  560*— 336 

— 6&**+42flg^-960J'+  880*— 240 

— 13*»+  84** -192*'+  176*—  48 

78**— 455**+  780*»-  1040*+    624    I  13**— 84**+ 192*'— 176*  ^-48 
78*^— 504**+1152*»—  1056*^+    288*  6*+69 

+  49*«—  3?2*»+  1056**—  1328*+  624 


637»«— 4836*=»+ 1 3728*»-l  7264*+81 12 
637*-^-4116*^+  940Sa^-  8624*+2352 

—  720*3+  4320a;^  8640*+ 5760 

—  «3=        6**—      12*+      8 


13*«— 84*»+192*»— 176*+48  |  g3_6x»+12*-8 
13*»— 78r»+156*»-104*  13*-6 

—  6*3+  36*»—  72*+48 


(    I 


—  6*^+  36x'—  72*+48 


Done  le  facteur  commun  est  a?*—  Ba?*  +  12a?  —  8, 
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Dans  ces  diTisions,  on  a  introduit  et  supprim^,  comme  dans 
Ics  prtc£dentes,  des  facteurs  num^riques,  que  le  lecteur,  sufti- 
samment  averti,  apercevra  sans  peine. 


S  IL  Racines  communes  k  deux  equations. 

SOO.  MoYEN  d'obteior  les  racines  communes  a  deux  Equations. 
La  thtorie  qui  pricMe  permet  de  ramener  la  recherche  des 
racines  communes  &  deux  Equations,  k  la  resolution  d'une  Equa- 
tion qui  ne  contient  plus  qu'elles  seules^  et  qui  est,  par  consE- 
quenl,  de  degr6  moindreque  les  proposSes.  II  estclair^  en  effete 
que  le  produit  des  facteurs  communs  a  deux  polynomes,  iiant  igale 
a  z&ro^  donnera  precisiment  les  racines  qui  les  annulerU  Pun  ei 
l^autre. 

Soienty  par  exempic,  les  Equations  : 

of  —  49x*  +  61a?+  lOx*  —  25a?  —  4  =  0, 

2a^  —  18ic*+  39a?*  —  25a:*  +  a?  +  1  =  0; 

on  ayu  (100,  exemplell),  que  le  produit  des  facteurs,  communs 
^  leuTS  premiers  membres,  est : 

aj»  —  7x^+bx+  I',  • 

et,  par  suite,  les  racines  communes  s'obtiendront  en  rEsolvanI 
VEquation  du  troisiEme  degrE 

a?»  — 7a?*  +  5a?  +  l  =  0. 

Gette  Equation  a  Eyidemment  pour  racine  a?  =  1  :  son  premier 
membre  est  done  divisible  par  (a?  —  1).  Le  quotient,  a?*— 6a?— 1, 
EgalE  h  zEro,  fournira  les  deux  autres  racines  communes^ 
0?  =  3  ±:  v^iol 

S  IIL  Des  racines  ^les. 

SOI.  But  de  la  th^orte  des  racines  Scales.  Les  procEdEs, 
cmployEs  pour  la  rEsolution  des  Equations  numEriques,  exigent 
que  ces  Equations  n'admettent  pas  de  racines  Egales.  U  est  done 
essentiel  dc  rEsoudre  les  deux  questions  suivantes. 
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1*  Une  Equation  alg^brique  6lant  donn6e,  reconnattre  si  elle 
a  des  racines  6gales. 

2*  Une  6quation  ayant  des  racines  ^gales,  raniener  sa  r^sola- 
tion  k  celle  de  plusieurs  autres  Equations,  de  degr6  nioindrey  et 
dont  les  racines  soient  in^gales. 

202.  MoTEN  DE  reconnaItre  si  une  Equation  a  des  racines 
Scales.  On  dit  qu'une  Equation,  ^{x)  =  0,  admet  n  fois  la  racine 
«,  lorsque  9  (a?)  est  divisible  par  {x  —  a)*.  Le  tb6or6me  suivant 
ex  prime  les  conditions  n6cessaires  et  suffisantes,  pour  qu*il  en 
soil  ainsi. 

TheorI:me  I.  Pour  qu'un  nombre  a  soil  n  fois  racine  d'une 
Equation  alg6brique  ^ (x)  =  0,  il  est  nicessaire  et  suffisant  ^ue, 
substitui  a  x,  U  annule  la  fonction  f{\)  et  ses  (n  —  I)  premieres  d^- 
rivies. 

On  a,  en  efiet,  idcntiquement : 

a;=a+(a? — a), 

ct,  par  suite,  ^(a?) = 9  [a  +  (a?— a)]. 

En  d6veloppant9[a+(a?—  a)]  par  laformule  g6n6rale  donnfee 
<IIO),ona: 


A  la  seule  inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  condi^ 
tion  6nonc£e  est  suffisante.  Si  Ton  a,  en  efTet,  <p  (a)  =  0, 9'  (a)  =0, 
9*-*  (a)  =  0,  tons  les  termes  qui  restent  dans  le  second  membre 
contienncnt  (a?— a)*  en  facteur;  et  9(0?)  est,  par  consequent, 
divisible  par  (x-^a)''. 

Je  dis,  de  plus,  que  cette  condition  est  nicessaire;  supposons, 
en  efifet,  que  f{x)  6tant  divisible  par  (a?— a)",  et  if{x)  6tantla 
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premifere  des  d6riv6es  de  ^  (x)  qui  ne  s'annale  pas  pour  a?  =  a, 
on  aitp<n;  Tequalion  pr6c6dente  deviendra  : 


'  ^  '       1.2...p^  ^ '  '   1.2. ..(p+1)^  ' 

^     ^1.2...m^         '' 
Si  Ton  divise  les  deux  membres  par  (x^a)',  il  viendra  : 

(i=^-  r-2...^+  1.2...(/?+l)  C^«;+--+  i.^T^i^^"^^      ' 

^galitfe  impossible;  car  9(0?)  renfermant,  par  hypolhfese,  {x — a)" 
en  facteuFy  et  n  £tant  plus  grand  que  p,  le  premier  meinbre 
s'annule  poar  a?  =  o,  et  le  second  prend  une  valeur  difif6rente  de 

zero,  savoir :  ,  ,      » 
'  1.2..  .p 

On  pent  d^duire  du  th6or&me  pr6c6dent  les  conditions  sui- 

vantes. 

205.  Th^oh&me  il  Pour  qu'un  nombre  a  soil  n  fois  racine 
dune  iquation  algibrique  ^(x)  =0,  il  est  n6cessair$  et  suffisant  que^ 
^bstitxU  il  'Xy  il  annule  le  polynome  9(x),  et  qu'U  soit,  en  outre, 
{n  ^  1)  fois  racine  de  Viqiuition  dirivie  9'  (x)  =  0. 

II  rdsulte,  en  cffet,  du  th^or&me  pr^c^dent,  que  les  conditions 
oicessaires  et  sufQsantes  sont  cxprimiSes  par  les  Equations : 

(p(a)=0,    (p'(a)=0-.,    9*-*(a)  =  0, 

•dont  les  (n —  1)  deruiires  expriment,  que  a  est  racine  de  T^qua- 
tion  <p'  (a?)  =  0  et  de  ses  (n — 2)  premiferes  d6riv6es;  et,  par  suite, 
en  vertu  du  mfeine  th6orfcme,  que  a  est  (n — 1)  fois  racine  de 
l'6quation<p'(a?)=0. 

S04.  Remarque.  II  r^sulte  du  th^or&me  pr6c6dent,  que,  si  Ton 
decompose  le  premier  membre  d'une  Equation  et  sa  d^rivie  en 
facteurs  simples  correspondants  k  leurs  diverses  racines^  k  cha* 
que  racine  multiple  a,  entrant  n  fois  dans  r6quation,correspon- 
dront,  dans  lad^riv6e,  (n— 1)  facteurs  6gaux  k  (a?— a);ensorte 
-que,  si  une  Equation  (p  (a?)  =0  admet  n  racines  6gales  k  a^  p 
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racines  ^galcs  hb,q  racines  Agates  kc^r  radnes  6gales  k  d,  ctc.» 
on  a : 

®(a:)  =  (a?— a)"(a?— 6y  (x— c)«(a?— d)\.., 

<p'(a?)=(a?  — a)-^"  (x— fc)^*(a?— c)«-*  (a?— d)"^*...; 

et,  par  suite,  ^{x)  et  f^\x)  admettent  les  facleurs  conimnns 
(a?— a)*"',  (x—  6)*^*,  (0?— c)<"-*,  (a?—  d)*"-*.  Je  dis,  de  plus,  qu'ils 
n'en  admettent  pas  d*autres;  car,  s'ils  admetlaient  un  factear 
commun  (a?— ^),  h  serait  racine  de  ^(a?)  et  de  ^'(a?),  el,  par 
suite  (202),  racine  double  dc  ^x). 

Le  plus  grand  commun  diviseur^  entre  le  premier  membre  (tune 
^uatioii  et  sa  derivie^  est  done  le  produit  des  facteurs  simples  cor- 
respondants  aux  racines  miUtipUs,  texposant  de  cha^un  d'eux  itani 
diminui  d^une  unitL 

Et,  pour  decider  si  une  Equation  a  des  racines  ^gales,  on 
cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  son  premier 
membre  et  sa  d6riv^e.  S'il  n*existe  pas  de  plus  grand  commuD 
diviseur,  c*est  qu*il  n*y  a  pas  de  racines  £gales. 

205.  REDUCTION  D*UNE    AQUATION   QUI  A  DES  RACINES  l^GALES. 

Les  th^or&mes  pr^c^dents  permettent  de  ramener  la  resolution 
d*une  Equation,  qui  a  des  racines  6gales,  k  celle  de  plusieurs 
autres  Equations  qui  n*en  ont  pas.  Gonsid^rons,  en  eflet,  une 
Equation  ^(a?)  =  0;  et  concevons  son  premier  membre  dfcom-' 
pos6  en  facteurs  correspondants  k  ses  racines.  SoientXi,  Xt,  Xs, 
X4  les  produits  des  facteurs  de  chaque  degrade  multiplicity,  pris 
chacun  une  fois  seulement,  savoir  :  Xi  le  produit  des  facteurs 
simples ;  X^  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  k  des  ra- 
tines doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement ;  et  ainsi  de  suite. 
En  sorte  que  Ton  ait : 

*(a?)=X,X,*Xj»X/. 

Le  produit  des  facteurs,  communs  au  polynome  X  et  i  sa  dfr- 
TVfke,  est,  d'apr^sles  th^or^mes  precedents : 

P=X,X,'X4«. 
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Le  produit  Pi  des  facteurs,  communs  il  P  et  &  sa  d6riv^c,  est 
de  m6mc  : 

Pl=X,X4". 

Enfln,  le  produit  Pi  des  facteurs,  communs  h  Pt  et  k  sa  d6- 
rivfe,  est : 

Pl=X4. 

Si  rSquation  proposie  n'admel  pas  de  racines,  dont  le  degr6 
do  muUiplicit6  surpasse  4,  P,  n'aura  plus  de  facteurs  communs 
avec  sa  d6riv6e ;  sinon  il  faut  continuer  k  op6rer  de  la  mftme 
mani&re,  jusqu'i  ce  que  Ton  rencontre  un  rfeultat,  qui  n'ait  pas 
dc  diviseur  commun  avec  sa  d6riv6e.  Maintenant,  en  divisant 
chacune  des  6galit6s  pr6c6denles  par  la  suivante,  il  vient : 

-p-  =  0  =  XiXiXjX4, 

I 

p 

p" = Ui  =  X|X  jX^ , 

p 

p-  =  Qj  =  X1X4,  I 

P.=X4; 
et,  en  divisant  chacune  de  celles-ci  par  la  suivante : 

^— X         ^*—  Y         22-.Y         D  — .Y 
Q  — "^ii       r\  —  ''^h        p   — As,      r% — Aj. 

On  pourra  done,  par  de  simples  divisions,  trouver  Xi,  X„  X„ 
X%;  et,  en  risolvant  les  Equations, 

X=0,    X,=:0,    X,  =  0,    X4  =  0, 

qui  n*ont  plus  de  racines  multiples,  on  obtiendra  s^par^ment  les 
t*acines  simples,  doubles^  triples,  quadruples....  de  la  propos^e. 

206.  ExEMPLE  I.  Appliquons  la  m^thode  pr£c6dente  k  V&^ 
quation 

^{x)=:  a^+  4a^  +  2a?^+12a?+45=0. 
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On  a  J        «p'(a?)  =  4a?»+  nx^  +  kx  +  12 

Par  des  divisions  successives,  on  obtient  les  Equations  sui- 
vantes : 

4.9(a?)=  (ir+l).<p'(ir)— 8(0?*— 4a?— 21) 

^'(a;)  =  4(a?+7).  (a?»— 4a?— 21) +200(a?4- 3) 

a?*- 4a?— 21=  (a?  +  3).(a?  — 7). 

Par  consequent,  le  facteur  commun  h  ^(a?)  et  f{x)  est  (a?+^)* 
Done  —  3  est  une  racine  double;  on  trouve,  en  effet,  par  la  di- 
vision : 

y(a?)  =  (a?+3)*.(x*  — 2a?4-5). 

ExEMPLE  II.  Soil  encore  T^quation 

^(a;)=a?'— 10a?'+15a?— 6=0. 

On  a;  ?'(«)=  5(a?*— 4a?+3). 

Les  divisions  cons^cutives  donnent : 

a?*— 10a?*+15a?  — 6=a;(a?*— 4x+3)— 6(a?*— 2a;  +  l) 

a?*— 4a?+3=(a?*— 2a?+l).(a?*  +  2a7+3) 

=  (a?— l)^(a?*  +  2a?  +  3). 

Le  plus  grand  commun  diviseur,  entre  ^  (a?)  et  ^'(a?),  est  done 
(a?— l)*;la  seule  racine  multiple  est  done,  a?=l,  qui  figure  trois 
fois  dans  lapropos6e;  et  Ton  a,  en  effet : 

,p(a?)=(a?— l)».(a?'+3a?+6). 
ExEMPLE  III.  Soit  r^quation  : 

9(a?)=a?«— 7x»+15a?*— 40a?*+48a?— 16  =  0; 
la  premiere  d^riv^e  est : 

f'  (a?)=  6a;»-  -35a?*+  ^Ooj*  —  80a?+  48. 
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Nous  avons  d^jii  trouv6  (109),  que  le  produit  des  factcurs 
commons  k  ces  deux  fonctions  est : 

aj»  — 6a?'+l?a;— 8, 

ou  (a? — 2)'. 

DoDC»  r^quation  proposes  admet  qualre  racines  ^gales  &  2;  on 
a,  en  effet : 

®(a?) = (a? — 2)* .  (a;* + a; — 1). 

ExEMPLE  IV.  Soit  enfln  T^qualion : 

^(a?)=a?*  — 10a;»+47a?*— 140a;»  +  271a;*— 530a?+225=0; 

sa  d^riv^e  est : 

^'(x)  =  6a?*  —  50a;*  +  188a;'—  420a»+  542a?— 330. 

Les  divisions  succcssives  donnent : 

6.  (p{a?)  =  <p'a?  (a?— 1)+^  (a;*—  10j;»  +  36a?*  —  70a?  +  75) 

9'(a?)=  2(3a?+5)(a?*-10a?«+36a;'-70a?+75)4-72(a?'-5a;»+l  la?-15> 

ic*  —  10a;"+ 36aj*— 70a?+75  =  (a?'— 5a?»+ 1  la?— 15)  (a?— 5). 

Le  produit  des  facteurs,  communs  aux  deux  polynomes,  sera 
done: 

a?»  — 5a?'+lla?  — 15.'* 

Si  nous  divisons  ce  produit  par  sa  d^riv^e,  apr^s  Tavoir  mul- 
tipli^  par  3,  nous  trouvons  : 


3a;»— 15a?*+33a?— 45 
—  5a?*+22a? — 45 


3a?*— 10a;  +  II 


X — 5 
ou,  en  multipliant  de  nouveau  par  3, 

—  15a;"  +  66a?— 135 
16a?—  80; 

CQ  supprimant  le  facteur  16,  le  dernier  reste  peut  6tre  remplac^ 
par  (a;— 5);  sans  avoir  besoin  de  continuer  Top^ration,  aprfes 
celle simplification,  on  voit  que  (3a;*— 10a?+ll)  n'est  pas  divisible 
par  (x— 5):  car  il  ne  s'annule  pas  pour  a?  =+5.  Le  coramun 
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dmseur  {a? — ha^-^-Ux^lVj  entre <p(aj)  et  sa  d6riv6e,  n'a  done 
pas  de  facteurs  multiples ;  et,  par  suite,  f  {x)  a  seulement  trois 
racines  doubles,  dont  les  valeurs  sont  les  racines  de  1'^- 
quation  : 

a;»-.5a.«-|-lla-— 15=0. 

r£sum£. 

196.  D^Bnition  da  plus  grand  comroun  diviseur  de  deus  polynomes. -<- 
197.  Moyen  de  Tobtenir,  parun  procM^  analogue  ^  celuique  1*00  suit 
pour  deux  nombres.  —  198.  Remarque  importante  sur  rintroduction 
ou  la  suppression  des  facteurs  num^riques,  dans  le  oours  des  divisions 
^  effectuer.  — 199.  Quelques  exemples.  —  200.  Recherche  des  radnes 
communes  k  deux  Equations.  —  201 .  But  de  la  th6orie  des  racines 
^gales. — 202.  Condition  n^cessaire  et  sufHiiante  pour  qu'une  ^ualfon 
admette  n  fois  la  racine  a.  —  203.  Autre  forme  de  cette  condition.  — 
1^04.  Produit  des  facteurs  communs  au  premier  membre  d'une  6qaation 
et  it  sa  d^riv^e;  r^le  pour  decider,  si  une  Equation  a  des  racines  ^gales. 
—  20)$.  Reduction  d'une  Equation,  qui  a  des  racines  multiples,  ^  plu- 
«ieurs  autres  qui  n*en  ont  pas.  —  206.  Quelques  exemples. 

EXERCICES« 

I.  Decomposer  en  fiicteurs  le  polynome 

/•(«)  =  «*— 2««  +  3«>—7«»+8«- 3. 
OntrouTe  /"(«)  =  («— l)M«*4-«  + 3). 

II.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

f  («)  =  a^— 6a?»  +  9««  +  8«»- 24«»+ 16. 
On  trouve  ((x)  =  (»  +  l)>  (« — 2)«. 

III.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

/•(«)=«•-  24»«  +  32»»  +  144a?  — 384«  +  256. 
On  trouve  f(%)  =  («  +  4)*  (« — 2)S 

IV.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

/(«)  =  «'+2««  +  3«»— i«— 8«»— 13«»-.12«— 4. 
On  trouve  f(x)  =  (*>+«  +  2)M«  +  1)  («* — « *- 1) 
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V.  Decomposer  en  facteurs  le  polynome 

/"  («)  4- iPi  —  12a5»  —  2««  4- 39a»  —  6«' 4- 44»  +  24. 

On  trouye  f(x) = (»  —  1)*  (a?  +  2)»  (a?  —  3) . 

YI.  P  et  Q  d^signant  deux  polynomes  enXy  k  coefficients  r6els  ou  imaginairas, 
qui  n'ont  aucun  iacteur  commun,  et  P',  (y,  repr^sentant  leurs  d6riv6es  :  si  1*6- 
quation  ?*+  Q'=0  admet  une  racine  double,  cette  racine,  r6elle  ou  imagi- 
Daire,  appartiendra  k  TSquation  P^  +  Q^=0. 

Exemple : 

P=«»—l,    Q=2»,    P*  +  Q»=(«»+1)S    P^  +  (r  =  4(a;»  +  l). 

onVappuie  sur  Tidentit^  : 

(P+Q^— )(p-QvCri)  =  P4.Q». 

VII.  Si  a  est  n  fois  racine  de  Tdquation  9(s)=i0;  il  sera  (n  —  1)  fois  racine 
der6q[uation  qu'on  obtient,  en  multipUant  lestermes  de  la  propos6e^  suppose 
complete,  par  les  termes  successifs  d*une  progression  arithm6tique. 

Ob  s'appaie  sur  le  th^or^me  (808). 


f « 
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GHAPITRE  IV. 

DES  nACIN£S  GOHMENSURABLES. 

S  I.  Des  limilM  des  radnes. 

207.  Di^FiNmoN.  On  appelle  Ztmtte  ^|)^rieur6  des  racines  po- 
sitives d*une  Equation,  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus^ 
grande  des  racines  positives;  limite  infiriewe,  tout  nombre  plus 
petit  que  la  plus  petite  d*entre  elles. 

On  nomme  limiu  infirieure  des  racines  negatives  tout  nombre 
plus  petit  que  la  plus  petite  des  racines  n^atives;  Umite  supi- 
rieure^  tout  nombre  plus  grand  que  la  plus  grande  d*entre 
elles. 

Lorsqu'on  a  k  risoudre  une  Equation  num^rique,  il  est  utile 
de  connattre  les  limites  de  ses  racines.  Yoici  quelques  regies  h 
cet  6gard. 

208.  Pebo^re  r^gle.  Si,  dans  une  iqtjuuionj  de  degri  n, 

•     a?-+ Aia?^*+Aia^*4- . . .  +A«-ia?+ A«=0, 

la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  nigatif  est  N,  e{  n  n  est 
la  difference  entre  le  degr6  de  Viquation  et  celui  du  premier  termf 

nigatif y  1  -|-  y  N  est  une  Umite  supirieure  des  racines  positif>es. 


En  effety  si  Ton  substitue  hx^  un  nombre  Ij  tel  que,  pour  cette 
valeur  et  pour  toute  valeur  plus  grande,  le  premier  membre  de 
r^quation  reste  constamment  positif,  I  sera  6videmment  une 
Umite  supirieure  des  racines  positives.  Or,  pour  satisfaire^ 
cette  condition,  il  suffit  ividemment  de  choisir  If  de  mani^re  h 
verifier  rin6galit6 


[1]  or— N(a7"— +a?«"-«+...  +  a?+l)>0; 

car  nous  avons  supprim^,  d'une  part,  tons  les  termes  positifs 
qui  pouvaient  exister  entre  9"  et  af^^;  et  nous  avons,  de  Tautre,. 
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remplac&y  dans  tous  les  termes  suivanls,  chaque  coe£Qcient  par 
— N.  L'in{*galit£  [1]  ^quivaut  k 

ou  k  [2J  ixr{x —1)  —  N(ic**-»+*—  1)  >  0, 

parce  qu'on  pent  toujours  supposer  a;>l.  Or  cette  derrii6re 
in^galit^  sera  y^rififie,  si  Ton  satisfait  k  cette  autre, 

[3]  ar(a?— 1)  — Nir^'*+*>0, 

que  Ton  obtient  en  diminuant  le  premier  membre.  D'aiileurs, 
en  divisant  par  ar-***  les  deux  membres  de  Pin6galit6  [3], 
celle-ci  devient : 

a.-i(a;— i)_N>0; 

et  elle  sera  y^rifl^e,  si  Ton  a : 

(a?— 1)— *(a?  — 1)— N>0,    ou    (a?— !)•  — N>0. 

1 1  suffira  done  de  choisir  x,  de  manifere  k  y^rifier  Tin^galitS 

w  x>i+yK. 

G'est  ce  quMl  fallait  d^montrer. 

Si  ]e  premier  terme  nigatif  est  le  terme  en  a;"^,  on  a  n  =  1 ; 
et  la  limite  devient,  dans  ce  cas,  1  -|*N. 

209.  Dsuxi&HB  Ri:6LEy  DONNi^E  PAR  Nbwton.  Tout  tiombrely 
gui  rendposUifs  le  premier  membre  (tune  iquation  f  (x)  =  0  e<  toutes 
its  (UrivieSf  est  une  limite  supirieure  des  racines  positives, 

Eu  effet,  si  Ton  diminue  de  I  chacune  des  racines  de  I'^qua- 
tion,  en  posant y  -=  a? — /,  ou  a?=  I  +  y,  I'dquation  devient: 

Or,  par  hy pothise,  tous  les  coefficients  f[l),  f{l) ,  /^(l) . . .  f*(Q  sont 
positiEs;  aucun  nombre  positir,  substitu^  k  y,  ne  pent  done  y6-i 
rilier  cette  Equation,  qui  n'a,  par  consequent,  pas  de  racines 
positives.  En  d'autres  termes,  toutes  les  racines  r^elles  sont 
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n^atives ; ;  et,  par  suite,  loute  valeur  r^elle  de  x  est  plus  petite 
que  I.  G*est  ce  qu*il  falialt  d^montrer. 

Pourappliquer  cette  r&gle,on  range  les  fonclions  dans  Tordre 
suivant : 

comme  f^{x)  est  6gal  k  1.2.3...m,  et  est,  par  suite,  toujours 
positify  on  choisit  d'abord  le  plus  petit  nombre  entier  qui  rend 
positif  /*^(a?).  On  substitue  ce  nombre  dans  r^(x);  el,  s'il  le 
rend  n^gatif,  on  Taugmente  d*une  ou  de  plusieurs  unites,  jusqu*a 
ce  que  r^\x)  devienne  positif.  Puis  on  subslitue  le  nouveau 
nombre  dans  f^ix) ;  et  I'on  fail  en  sortc,  en  Taugmentant  si 
ccla  est  n6cessaire,  que  /"^(a?)  prenne  k  son  tour  une  valeur 
positive.  On  continue  ainsi  pour  toules  Ics  fonclions  ju$qu*ii  f(x). 
Le  nombre  /  quiy  apr^s  toutes  ces  substitutions,  rend  f{x)  posi- 
tive, est  le  nombre  cherch6. 

Supposons,  en  effet,  qu*un  nombre  a,  obtenu  par  cetle  m£- 
thode,  rende  posilifs  r*"*(^)»  r"\x)^ . . .  /^•(rr),  il  est  facile  de 
voir  que  le  m6me  nombre,  augments  d*un  nombre  quelconque  h 
d*unit6s,  ne  cessera  pas  de  rendre  positives  les  m6ines  fonc- 
lions. II  suffll,  pour  le  prouver,  de  remarquer  que  Ton  a,  en 
gdn^ral : 

et,  si  /*(a),  /*+*(a),  /"'^(a)...,  sonl  posilifs,  comme  h  est  aussi 
positif,  il  en  r6suilc  que  /*(a  +  h)  esl  n6cessairemcnt  posilif.  En 
faisant  p=  m  — 1,  on  rcconnallra  d'abord  que,  r^^{a)  Slant 
positif,  il  en  sera  de  mfimede  r^*(a  +  A).  Puis,  en  faisant 
p  =  w—  2,  on  verra  que  ^•-*(a)  el  /^(a)  Slant  posilifs,  il  en 
sera  de  mftme  de  /•"■(a  -}- /i),  et  ainsi  de  suite. 

SIO.  Troisi&ue  M^THODE.  On  peutenfin,  en  partageantle  pre- 
mier membre  del'Squntion  en  groupes  de  plusieurs  termes,  de- 
terminer une  limite  supSrieure  des  racines.  Soit,  par  exemple» 
r^quation : 

«• -}- 7a;*— 12a;»  —  49«« -f- 52a?  —  1 3  =  0. 
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Groupons  les  termes  de  la  mani&re  suivante : 

a?{x^  —  12)  +  lx\x^  —  7)  +  52  (a?  —  i^=  0.  ' 

II  est  Evident  que  le  nombre  4,  substitu6  ^  x^  rendant  positif 
cbaeun  des  groupes,  est  une  limite  sup6rieure  des  racines. 
De  mfiine,  les  termes  de  I'^quallon 

ic* -^  5a?' +37a?*  —  3aj  +  39  =  0 

pcuvent  se  grouper  ainsi : 

x\x^  _  5a?  +  7)  +  30a?  ^a?  —  -^^  +  39  =  0. 

Orlelrinome  a?*  —  5a? +  7,  ayantses  racings  imaginaires,  est 
posilify  quel  que  soita?;  d'ailleurs  le  second  groupe  est  positif 
pour  a?  =  1 ;  douc  1  est  une  limite  sup^rieure  des  racines. 

On  voit  que  rartiflce  consisle  k  disposer  les  termes,  de  ma- 
ni&re  que  cbaque  groupe  commence  par  un  terme  positif,  et  k 
cbercher  le  plus  petit  enlier  qui  donne  le  signe  +  k  cbaeun  de 
ces  groupcs. 

81  i.  Remarque.  La  premiere  m^tbode  aurait  donn6  1  -4-  v/49 
ou  8  pour  limite  des  racines  de  la  premiere  Equation,  et  1  -{-  ^ 
ou  6  pour  limite  des  racines  de  la  seconde. 

Pour  appliquer  k  la  premiere  la  m^tbode  de  Newton,  on  a: 

f{x)  =a5»  +  7a?*  — 123?*— 49a?*  +  52a?— 13 
f{x)  =  5a?»  -f  28a?»—  36a?«  —  98a?  +  52 

-i-  f\x)  =  1  Oa?»  +  42a?«  —  36a?  —  49 
^      n^j=5a?  +  7 


1.2.3.4 

1 
1.2.3.4.5 


r{x)^\. 
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Onvoitque  tout  nombre  positif  rend  f^{x)  positif;  que  1  rend 
positif  ^(a?),  que  2  rend  positifs  f{x)  et  f{x)j  et  qu'enfin  3,  qui 
rend  positif /'(re),  est  unelimite  supirieure. 

Pour  appliquer  la  m6me  m£thode  k  la  seconde,  on  a : 

f{x)  =  re*  —  Src* -}- 37a?*  —  3a?  +  39 
f'{x)  =  4a?*  —  1 5a?*  +  74a?  —  3 

JL  /^'(a-)  =  6a?*—  15a?+  37 
f{x)  =4a? — 5 


1.2.3 

1 

1.2.3.4 


n^)=i. 


On  voit  que  2  rend  positifs  /*(a?),  f{x)y  f[x\  et  f{x).  Done 
2  est  une  limitc  sup^rieure. 

219.  Limits  mF^RiEURE  des  racines  positives.  On  pose 
a?  =  -  dans  r^quation,  et  Ton  cherche  une  limite  supirieure  / 

des  racines  de  la  transforin£e :  il  est  Evident  que  j  sera  une  li- 
mite inf^rieure  des  racines  positives  de  la  proposte.  Gar  si  Ton  a 
y  <  Z,  on  en  conclut  a?  >  p. 

Si5.  LimTES  DES  RACINES  NEGATIVES.  On  pose  a;  =  — y,  et 
Ton  cherche  les  limites  sup^rieure  et  inf6rieure,  { et  V^  des  ra- 
cines positives  de  la  transform^e :  —  I  et  —  V  seront  les  limites 
inf^rieure  et  supirieure  des  racines  negatives  de  la  propos6e* 
Gar,  si  Ton  a : 

on  en  conclut:  — i<a?<  —  V. 


%  [I.  Recherche  des  racines  commensurablcs. 
214.  On  pent  obtenir^  par  des  essais  rdguliers  et  fort  simples. 
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les  racines  commensurables  d'une  Equation  k  coefficients  com- 
mensurables. 

Nous  commencerons  par  montrer,  que  cette  recherche  se  ra- 
in^ne  k  celle  des  racines  entiferes;  et,  pour  cela,  nous  itablirons 
4e  thtorinie  suivant : 

TH^ORiME.  Une  iquation  de  la  forme 

[1]   ^         a?"-|-Aia?"^*-WA«a?^*-f...+A«=:0, 

dont  le  premier  terme  a  pour  coefficiefU  VimUi^  et  dont  les  autreg 
coefficients  stmt  enHers^  ne  peut  avoir  de  racine  commensurable 
Ifoctiormatre. 

Siy  en  effet,  ?  est  racine  de  I'^quation  [1],  on  a : 

0)"+*'(r'+*'(jr+-- •+*-=»' 


d*ob  I'on  dfiduity  en  multipliant  tons  les  termes  par  6*^,  et  en 
faisant  passer  tons  ceuz  qui  suivent  le  premier  dans  le  second 
membre  : 

~  =— (A^a--* + A,a"-*6  4- . . . + A«6"-*). 

Si  Ton  suppose,  ce  qui  6Yidemment  est  permis,  que  la  frac- 
tion -r  ait  6X6  riduite  k  sa  plus  simple  expression,  a  et  &  sont 

premiers  entre  eux;  la  fraction  -r-  est,  par  consequent,  irr^duc- 

tible,  et  ne  peut  6tre  £gale  iL  un  nombre  entier.  II  est  done  im- 
possible qu^elle  soit  ^gale  au  second  membre,  dont  tons  les 
termes  sont  entiers;  et,  par  consequent,  il  est  impossible  que 

Inequation  [1]  admette  une  racine  de  la  forme  r.  Les  seules  ra- 
cines commensurables,  qu'elle  puisse  avoir,  sont  done  entiires. 

^iS.  GoROLLAiRS.  Une  equation,  k  coefficients  entiers,  etant 
<]onnee,  le  theorime  precedent  permet  de  la  transformer,  de 
maniere  que  toutes  les  racines  commensurables  deyiennent  en- 
tieres. 
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Soil,  en  eSet,  T^quation 

Aa?* + AiaJ*"*  + . . .  +  A»_ia;+ A«  =  0, 

dans  laquelle  on  pent  supposer  que  A,  Ai,.«*  A«  soient  dcs 
nombres  entiers ;  car  il  est  toujours  facile  de  chasser  les  d6no- 
minateurs,  en  multipliant  tous  les  termes  par  leur  plas  pelil 

multiple  commuD.  Posonsa?=p  y^tant  une  nouvelle  incon- 

nue  qui,  ^videmment,  devra  satisfaire  k  F^quation : 


ouy  en  multipliant  les  deux  membres  par  A*-^, 

y*  +  Aijr-* + AaAj/-^'  + . . . + A«A— * = 0. 

Or  cette  Equation  a  ses  coefficients  entiers,  et  le  premier  terine 
y**  a  pour  coefficient  I'unit^ ;  les  yaleurs  commensurables  de  y 
sont  done  toutes  enti&res.  II  est  Evident,  d*ailleurs,  qu*elles  cor* 
respondent  aux  valeurs  commensurables  de  ^;  car  la  relation 

^=j9  prouve  que,  x  £tant  commensurable,  il  en  est  de  m6me 

dey. 

Si  nous  pouYons  obtenir  les  racines  entiires  de  T^quation  en 
y,  d'aprfes  ce  qui  pr^c&de,  nous  aurons  toutes  les  racines  com- 
mensurables de  r^quation  en  x. 

Si6.  Conditions  njScessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  nou- 

BR£  ENTIER  SOIT  RACINE  D*UNE  EQUATION  A  COEFFICIENTS  ENTIERS. 

Nous  avons  yu  comment  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables peut  se  ramencr  k  celle  des  racines  enti^res.  II  nous 
resle  done  k  montrer,  comment  on  peut  obtenir  les  racines  en- 
litres  d*une  Equation  k  coefficients  entiers. 
Soit  r^quation 

[1]  Aa;-4-A,a;— •+A«a!^*+...+A,=0 

ct  a  une  de  ses  racines  enti&res;  le  premier  membre  doit  itre 
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divisible  par  {x — «)•  Reprisentons  le  quotient,  qui  est  un  poly* 
nome  du  degri  (*n — 1),  par 

Air—*  +  Pi^r— *+P,ir— • + . .  .+P^a?+ P«-^. 

Pi>  Pt. . .  Pm^  sont  6videminent  d^s  nombres  entiers;  car  le  pre- 
mier terme  da  diviseur  (x — a)  ayant  pour  coerficient  Tunit^,  la 
division  ne  peut  introduire  aucun  d^nominateur. 

En  Scrivant  que  le  dividende  est  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient,  on  aura  identiquement : 

[21        (a?  —  «)  (Ax«-»  +  Pta;"-»  + . . .  +  P».,x + P^) 

=  Aaf*,  4"  A|CD*"*  +  Aia;*'-* + •  •  •  +  ^m^x + A«. 

En  efTectuant  les  operations  indiqu^es  dans  le  premier  mem- 
bre,  et  en  ^galant  les  coefficienls  des  mfimes  puissances  de  x^  il 
vient : 

P— 1— P— ,«x  =  A,_, 


t31 


P,-|\a  =  A„ 
Pj  — Aflt=:A,. 


Tous  les  nombres,  qui  figurent  dans  ces  formules,  £tant  enliers, 

la  premi&re  Equation  prouve  que  «  doit  6tre  un  des  diviseurs  de 

A 
A.,  et  que  le  quotient  —  est  6gal  k  —  P«,-i. 

La  seconde  Equation  peut  s'^crire  : 

— P«.ia=A«^i-.P«.,=A«-,+^; 

elle  prouve  que  a  doit  6tre  un  diviseur  de  la  sommc  Am-i  H — ^» 

A...+- 
et  que  le  quotient est  —  Pi».i. 

La  troisidme  Equation  peut  s'dcrire  : 
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Elle  prouve  que  «  doit  6tre  un  diviseor  de  la  somme 
A»-i  H >  c'est-k-dire  de  la  somme  obtenae  en  ajoa- 


tant  A«-i  au  quotient  pric^dent,  et  que  le  quotient  est  —  Pm~|. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'Ji  la  derni^re  Equation  ^  qui 
prouvera  que  le  dernier  quotient — Pi,  augments  de  A|,  doit 
£tre  divisible  par  a,  et  donner  pour  quotient  — A. 

Ges  conditions  sont  n^cessaires.  J*ajoute  qu'cUes  sont  suffi- 
santeSy  pour  que  a  soit  racine ;  car,  si  elles  sont  remplies,  on 
pourra  Irouver  des  nombres  P^^,  P«^. . .  Pi,  qui  rcndent  iden- 
tiques  les  Equations  [3] ;  et,  par  suite,  le  premier  membre  de  la 
propos^e  sera  divisible  par(rr  — «). 

On  peut  remarquer  que  les  operations,  k  Faide  desquelles  on 
s*assure  qu'un  nombre  a  est  racine,  font  connallre  les  coeffi- 
cients du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  par  (x — «). 
•Ges  coefficients  P^-i,  P«i^, . . .  sont  6gaux,  en  effet,  aux  qu  o- 
tients,  changes  de  signes,  des  difii&rcntes  divisions,  dont  }  • 
rdussite  est  n^cessaire  pour  que  le  nombre  «  ne  soit  pas  rejeU' • 

217.  Recherche  des  racines  entiAres.  U  r^sulte  de  \k  que, 
pour  trouver  les  racines  enti^res  d*une  Equation  telle  que  [1], 
on  devra  chercher  d*abord  les  diviseurs  entiers,  positifs  ou 
n^gatifs,  du  dernier  terme :  eux  seuls  peuvent  6tre  racines.  On 
d^terminera  ensuite  la  limite  sup^rieure  des  racines  positives 
et  la  limite  inf^rieure  des  racines  negatives;  et  Ton  rejettera 
tous  les  diviseurs  qui  ne  seront  pas  compris  entre  ces  limites. 
Si  a  est  un  des  diviseurs  qui  restent,  pour  Tessayer,  on  divisera 
le  dernier  terme  A«  par  «,  e(  Ton  ajoutera  au  quotient  le  coeffi- 
cient Afli.i :  la  somme  devra  6lre  divisible  par  a.  On  formera  It 
quotient;  on  y  ajoutera  A«»^  :  la  somme  devra  encore  6tre  divi- 
sible par  a;  et  en  continuant  ainsi,  on  devra  trouver  an  quotient 
qui,  ajoute  au  coefficient  du  second  terme,  et  divisd  par  &, 
4onne  pour  dernier  quotient  — A. 

218.  Moyen  de  diminuer  le  nobibre  des  essais.  On  peut  di- 
minuer  le  nombre  des  essais  k  faire  par  la  remarque  suivanle. 
£i  a  est  une  racine  de  T^quation 

[1]  Aa;-  +  Aia?"-*+Aaa?«-*  +  ...A«  =  0, 


TUtiORIB  G£N£RALE  DES  equations.  203 

le  premier  membre  de  cette  Equation  est  divisible  par  (a? —  a); 
€t  les  coefficients  du  quotient  sont  tous  entiers,  ainsi  qu'on  Ta 
expos6  plus  haul.  Si  done  on.  attribue  k  x  une  valeur  enti^re 
quelconque,  la  valeur  num^rique  du  premier  membre  de  [1] 
sera  divisible  par  la  valeur  num^rique  de  {x  —  a).  Or  les  valeurs 
les  plus  simples,  que  Ton  puisse  attribuer  k  x,  sont  1  et  —  1. 
Si  done  on  nomme  Q  et  Qi  les  valeurs  correspondantes  du  pre- 
mier membre  de  [1],  on  ne  devra  essayer  a,  que  si,  d'une  part, 
Q  est  divisible  par  (1 —a),  ou,  en  changeant  le  signe,  par  («—  1); 
et  que  si,  d'autre  part,  Qi  est  divisible  par  ( —  1  —  a),  ou,  en 
changeant  le  signe,  par  (1  +«). 

Si9.  Application  de  la  methods  pr£c]£dentb.  Yoici  la  ma- 
nifere  la  plus  avantageuse  de  disposer  les  calculs  : 

*^lj  -"1,  «  •  •    Am—i^  Atn^t^  Am     I 
A,    Pi,  •  •  •  Pm-t>  P«*-a>  Pm-J  «• 


r^cris,  sur  une  ligne  horizontale^es  coefGcients  de  I'iquation 
propos^e,  k  parlir  du  second,  et  dans  une  colonne,  k  droite,  le 
iliviseor  k  essayer  a.  Sur  la  m6me  ligne  que  a,  et  en  allant  de 
droite  k  gauche,  j*6cris  au-dessous  de  A»,  A.i^  •  • . ,  les  quoti^ts, 
<^hangis  de  signes,  P«-i,  Pm-i ...,  calculus  comme  il  a  6t6  dit  (2 1 6). 
Si  tous  ces  quotients  sont  entiers,  et  si,  en  outre^  le  nombre  £crit 
sous  A,,  est  +  A,  a  est  racine;  et  A,  Pi,  Pi. . . ,  P«-i  sont  les  coef- 
ficients de  lV;quaiion  debarrass6e  de  la  racine  a.  Iln'y  aura  done 
plus  alors  qu*k  op^rer  sur  cette  seconde  ligne  comme  sur  la 
premiere.  Si  quelques-unes  des  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on 
passera  k  un  autre  diviseun 

BiBMPLE.  /'(a;)=a?*— 2rc>— 19a?»  +  68a?— 60  =  0* 


2  est  racine 

2  est  racine 

3  est  racine 
—  5  est  racine 

60admet  24  diviseurs;  mais  on  trouve,  parlar^gle  de  Newton, 
lue  toutes  les  racines  sont  comprises  entre  4  et  —  6.  On  ne  doit 
done  essayer  que  les  diviseurs  de  60,  plus  petits  que  4  et  plus 
{rands  que  —  6.  On  commence  par  essayer  -{- 1  et  —  I,  en  les 


—  2, 

—  19, 

+  68,     —60  1 

1. 

0, 

—  19,     +30 

i. 

2,     —15 

1.     +  5 

+    » 
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substituant  diiecteinent  h  la  place  de  x  :  aucun  d*eux  n*est  n- 
cine ;  mais  ce  premier  calcul  nous  apprend  que  f  (1)  = —  IS, et 
que  /( — 1)  =  — 144.  D^s  lors  on  ne  doit,  parmi  les  diviseurs 
positifs,  essayer  que  ceuz  qui,din)inu£s  de  1,  divisent  12,  et  qui, 
augment^s  de  1,  divisent  144;  et,  parmi  les  diviseurs  n^gatifs, 
on  ne  doit  essayer  que  ceux  dont  la  valeur  absolue,  augmenl^e 
de  1,  divise  IS,  el^diminute  de  1,  divise  144. 

Le  diviseur  2  satisfaisant  k  ces  conditions,  on  Tessaye  :  on 
trouve  que  2  est  racine,  et  que  T^quation,  d6barrass6e  de  cette 
racine,  est : 

a;'— 1 9a? +  30  =  0. 

Comme  2  divise  30,  on  Tessa  ye  de  nouvcau;  et  Ton  continue 
de  la  m6me  maniire,  en  n*op6rant  que  sur  les  diviseurs  qui 
satisfont  aux  conditions  pr£c6dentes,  et  qui,  en  outre,  divisent 
le  terme  tout  connu  de  la  derni^re  Equation  simpiifi^e. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  I'^quation  propos^e  a  pour 
racines  2,  2,  3,  — 5,  et  que  son  premier  membre  est  ^gal  h 

(a?  — 2)«(a?— 3)(a?+5). 


n£suMi6. 

207.  Ge  qu'on  nomme  iimitesupdrieure  ou  infi6rieure  des  racines  positives 
ou  negatives  d'une  Equation.  —  208,  209,  210.  Diverses  regies  pour 
trouver  una  limite  sup^rieure  des  racines.  —  211.  Applicalioos.  — 
212.  Limite  inf^rieure  des  racines  positives.  —  215.  Linnites'  des  ra- 
cines negatives.  —  214.  Si  le  premier  terme  d'une  Equation  a  pour 
coefGcient  Funil^,  et  que  les  autres  coefficients  sclent  enliers,  les  ra- 
cines commensurables  sont  toutes  enli^res.  —  21  iS.  Le  th^or^me  pre- 
cedent permel  de  transformer  une  Equation,  k  coefficients  raltonnels,  en 
une  autre  dont  los  racines  soient  enti^res.  —  216.  Conditions  ndces* 
f aires  el  sufBsantes,  pour  qu*un  nombre  entier  soil  racine  d'une  ^ua- 
lion  h  coefficients  enliers.  —  217.  Recherche  des  racines  emigres.  — 
218.  Th^or^me  qui  permet  de  diminuer  le  nombre  des  essais.  — 
218.  Application  de  la  m6lhode  k  un  eiemple. 
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EXERCIC£8. 

I.  Rechercker  les  racines  commensurables  des  Equations  : 

•'—5««—78«»+499a?<+l72«»—4269ap>+ll56»-f- 11320=0, 

»•— «»-13«'  +  16«— 48=0, 

15s»-19«<  +  6«»+15«'— 19aj-f6  =  0, 

«»—  \Z%*  +  67«»— 171«"  +  216»-108  =  0. 

II.  Chercher  les  racines  commensurables  d'une  Equation ,  sans  les  ramene 

prealablement  k  fttre  enti^res.  Hontrer,  qu'en  d^gnant  par  ^  une  telle  radne 

reduite  i  sa  plus  simple  expr^ion,  a  doit  6tre  diviseur  du  dernier  terme,  et  h 
dWiseur  du  coefficient  du  premier  terme.  Chercher  par  quels  essais,  analogues  li 

cenx  qui  out  M  indiqu6s  pour  les  racines  enti^res,  on  peut  verifier  que  ^  est 

racine. 

III.  Chercher  si  TSquation 

admet  dos  racines  exprimdes  rationnellement  en  a  et  &. 

IV.  Si  une  Equation  du  troisidme  degr6  n'admet  pas  de  racines  commensu- 
rableSy  eUe  n'admet  pas  de  racines  multiples. 

V.  Le  thforime  pricMent  s'applique  k  une  ^nation  du  cinqui^me  degr6,  et 
oe  8*applique  pas  i  une  Equation  du  quatri^me. 


N 


CHAPITRE  V. 

TUEOEEUE  DE  STURM. 

SSO.  Le  th^or&me  h  la  d^monslration  duquel  est  consacr^  C9 
chapitre  donne  le  moyen  d'obtenir  exactement,  et  sans  aacun 
tAtonnement,  le  nombre  des  racines  r^elles  d'une  Equation  com* 
prises  eiitre  deux  limites  donn^es  quelconques. 

Soit 

Une  ^qaation  num^rique  de  degr6  quelconque  n'ayant  pas 
de  racines  muUiples,  on  commencera  par  ex^cuter  le  calcul 
qui  sert  &  trouver  si  elle  a  des  racines  Sgales,  en  operant  de  la 
maniire  que  nous  al  Ions  indiquer.  En  d^signant  par  V  le  pre- 
mier membre  de  I'^quation  (1)  et  par  Y'  sa  d^riv6e,  on  divisera 
y  par  y\  et  quand  on  aura  obtenu  un  reste  de  degr£  inKrieur 
h  y\  on  changcra  les  signes  de  tous  les  termes.  Soit  Vi  le  reste 
ainsi  change  de  signe  :  on  divisera  Y  par  Vt,  et  en  changeant  ie 
signe  de  reste  on  obtiendra  un  polynome  Yt  de  degri  moindre 
que  Yf ;  la  division  de  Yi  par  Yt  donnera  de  mfime  un  reste  qui, 
change  de  signe,  sera  d6sign6  par  Ya,  et  Ton  continuera  cette 
operation  autant  de  fois  qu'elle  sera  possible,  en  obtenant  une 
s^rie  de  polynomes  de  degr£s  d6croissants,  li6s  les  uns  aux 
autres,  d'apr^s  la  definition  de  la  division ,  par  des  relations 

de  la  forme 

Y  =  Y/Q,  -  Y„ 

Y'  =  Y.  Q.  -  Y,. 

(2)  Y.  =  Y.  Q,  -  Y4, 


Le  dernier  reste  Yr  sera  num^rique ;  car,  d'une  part,  aucun  des 
polynomes  Y^  Ys,  Y|...  ne  peut  ^videmment  diviser  le  precedent 
sans  diviser  tous  ceux  qui  le  pr6cident|  et  par  suite  Y  et  Y%  qui 
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par  hypoth^se  u*ont  pas  de  facleur  commun;  et,  d'autre  part^ 
si  V,  n'est  pas  num^rique,  on  peut  diviser  V^-i  par  Vr  et  oblenir 
un  reste  de  plus,  y,^^. 

Cela  pos6,  la  consideration  des  fonctions  V,  V,  Vt ...Vr  four- 
nit  le  moyen  de  savoir  combien  T^quation  Y  =  0  admet  de  ra- 
cines  r6elles  comprises  entre  deux  nombres  «  et  p;  p  6tant  plus 
grand  que  «,  voici  la  r6gle  qui  fait  connatlre  le  nombre  de- 
racines : 

On  substituera  &  la  place  dex  le  nombre  a  dans  les  fonctions  V^ 
V%  Vi...  Vr-i,  Vr,ptiM  on  icrira  par  ordre^  surune  mime  ligne^ 
les  signes  des  risuUais^  et  Von  comptera  le  nombre  de  variations 
qui  se  trouvent  dans  cette  suite  de  signes.  On  icrira  de  mime  la  suites 
des  signes  que  prennent  ces  mimes  fonctions  quand  on  y  remplace 
X  par  le  nombre  p,  et  Von  comptera  le  nombre  des  variations  de  cette- 
seconde  suite.  Autant  elle  aura  de  variations  de  mains  que  la  pre- 
mitre ,  autant  Viquation  Y  =  0  aura  de  racines  rielles  comprises 
entre  aetp.  Si  la  seconde  suite  a  autant  de  variations  que  la  pre- 
mikre ,  Viquation  Y  =  0  n'admet  aucune  racine  comprise  entre  «  et 
P ;  la  seconde  suite  ne  pourra^  dans  aucun  cas^  admettre  plus  de- 
variations  que  la  premiere. 

224.  Pour  d^montrer  ce  th6or6me,  il  faut  examiner  com- 
ment le  nombre  des  variations  form^es  par  les  signes  des  fonc- 
tions Y,  Y',  Yt,...Yr,  pour  une  valeur  quelconque  de  a?,  peul 
s'alierer  lorsque  x  passe  d'une  manifere  continue  de  la  valeur 
a  ^  la  valeur  plus  j;rrande  p. 

Quels  que  soient  les  signes  de  ces  fonctions  pour  une  valeur 
de  X  diitermin^e,  lorsque  x  crott  par  degr^s  insensibles  au  del^ 
de  cette  valeur ,  il  ne  peut  arriver  de  changement  dans  cetle 
suite  de  signes  qu*autant  que  Tune  des  fonctions  Y,  Y^ ..  YrChangc 
de  sigue,  et  par  consequent  devient  nulle.  II  y  a  deux  cas  h 
examiner,  selon  que  la  fonction  qui  s'6vanouit  est  la  premi&re 
V,  ou  Tune  des  autres  fonctions  Y',  Yt, ...  Yr-i  interm6diaires 
entre  Y  et  Yr*  La  derniire  Yrue  peut  changer  de  signe,  puisquc 
c'est  un  nombre  positif  ou  n^galif. 

Yoyons,  premidrement,  quelle  alteration  eprouve  la  suite  des 
signes,  lorsque  x,  en  croissant  d'une  mani^re  continue,  atteint 
Gt  depasse  une  valeur  qui  annule  la  premiere  fonction  Y. 
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D6sjgnons  cetle  valeur  par  a;  la  fonction  VdMv&e  de  Y  ne 
peut  pas  £tre  nulle  en  mfime  temps  que  Y,  puisque  par  bypo- 
lh6se  r^quation  Y  =  0  n'a  pas  dc  racines  6gales ;  considirons 
des  valeurs  de  x  tr&s-peu  difT^rentes  de  a  :  si  en  ddsignanl  par 
h  une  quantit6  positive  aussi  petite  qu*on  le  voudra,  on  faiu 
tour  k  lour,  a?  =  a  —  h  el  x=a  +  h,  la  ronclion  Y'  aura, 
pour  ces  deux  valeurs,  le  mdme  signe  que  pour  x=^a,  car  on 
peut  prendre  h  asscz  petit  pour  qu'elle  ne  s*6vanouisse  pas,  el, 
par  suite,  ne  change  pas  de  signe  tandis  que  a;crolt  de  la  valeur 
a—  h  k  \dL  valeur  a -|-  A;  cela  pos6,  d&ignons  Y  par  ¥(x), 
on  a 

P(a  +  7i)  =  F(a)  +  AF(a)+j^F(a)  + 


•  •  < 


ou,  en  observant  que  F(a)  est  nul  et  que  P(a)  ne  Test  pas. 


•  •  • 


On  voit ,  d'apr^s  cette  formula,  que  pour  des  valeurs  tr^ 
petites  de  A,  P(a  +  A)  a  le  mfime  signe  que  F(a),  el,  par  suite, 
que  P(a  -{-h^-.H  n* j  a  done  pas,  pour  ic  =  a  -j-  ft,  de  variations 
entre  Y  el  Y'. 

On  ti*ouvera  de  mfime 


•  •• 


et  F(a  —  h)  est,  par  consequent,  de  signe  contraire  k  F(a),  par 
suite  kfia — /i),  en  sorte  que  pour  w=a^h,  11  y  a  une  va- 
riation entre  Y  el  Y'. 

Les  signes  des  fonctions  Y  et  Y'  formaient  done,  dans  la 
suite,  une  variation  avanl  la  valeur  pour  laquelle  Y  est  nulle,  et 
cette  variation  s'est  changie  en  permanence  lorsqueo;  a  franclii 
celte  valeur. 

Quant  aux  aulres  fonctions  Y^  Yi ...  Y,.,  cbacune  aura  pour 
x^sa  +  hle  ro6me  signe  que  pour  «=  a  —  A,  si  toutefois  au- 
cune  ne  s'^vanouil  pour  :c  =s  a  en  mftme  temps  que  Y. 
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La  suife  de^  signes  des  fonctions  Y,  Vi,...yr  perd  done  line 
variation  lorsque  Xj  en  croissant,  d^passe  une  valeur  a  qui  an- 
mile  V  sans  annuler  aucune  des  autres  fonclions  V,  Vi, ...  Vr. 
II  faut  examiner  ce  qui  arrive  lorsque  Tune  de  ccs  fonclions 
s'^vanouit,  soil  pour  une  valeur  de  x  ^gale  k  une  ratine  de 
V  =  0,  soil  pour  toule  autre  valeur  de  ceUe  variable. 

222.  Soil  V,  une  foncllon  interm^diaire  enlre  Y  et  Vr,  qui 
s'annule  pour  x  =:  b  (V»,  bien  enlendu,  peul  designer  la  fonc- 
tion  y  aussi  bien  que  les  autres),  celte  valeur  b  do  x  ne  peut 
i6duire  h  z6ro  ni  la  fonclion  V^^  qui  suit  V»,  ni  la  fonclioii 
V,^  qui  le  pr(5c6de.  (Si  V*  d^signait  V,  V»-i  d^signerait  V.) 
On  a,  en  effet,  entre  Ics  trois  fonclions  conseculives ,  V»-i ,  V«, 
Vn+i,  une  relation  de  la  forme 


(3)  V,.,  =  V.Q.-V, 


n+lJ 


et  si  deux  fonctions  cons6culives  Yn^,  Y»  ^laient  nulles  pour  la 
m^ine  valeur  de  x,  cette  Equation  prouve  que  Y»^i  le  serait 
aussi ;  et  comme  on  a 

'  n  =^  Vn+i  Wfi+1  """  Vn+Sj 

ilen  serait  de  mfime  de  Y«+i,  puis  de  Yi^j...,  et  Ton  prouverait 
enfin  que  Y,  est  nul  pour  cette  mfime  valeur  de  x ;  or,  ccla  est 
impossible  puisqu'il  est  ^gal  k  une  constante. 

Ccla  pos6,  subslituons  k  x  deux  nombres  6  ~  A  et  6  -f  /i,  tr^s- 
peu  diff^rents  de  6,  ks  deux  fonclions  Y,»-|  et  Yn+i  auront,  pour 
cos  deux  valeurs  de  a?,  les  m6mes  signes  que  pour  a?  =  6,  puis- 
qu'on  peut  prendre  h  assoz  pelit  pour  que  Yn-i  et  Y^+j  ne  chan- 
gem  pas  de  signes  dans  Tinlervalle ;  mais  Y»  6tant  nul  par  hy- 
pothfese  pour  a:=6, 1'fiquation  (3)  prouve  que  Y»-i  el  Y,h.i  sont  de 
signes  conlraires»  et,  par  suite,  quels  que  soient  les  signes  de  V^ 
pour  x=zb  —  A  et  pour  a?  =  fr  -f  ^i  'cs  trois  fonctions 


'^  n-l;  'HI  ' 


•+1 


pr^senteront  toujours  une  permanence  el  une  variation,  Yn 
ayant  ndcessairement  le  m£me  signe  que  Tun  des  deux  qui  le 
comprennent  et  un  signe  difT^rent  de  Tautre. 

Alg.  sp.  B.  *^ 
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11  n'y  a  done,  lors^ue  x,  franchissant  la  valcur  6,  passe  de  b-^h 
h  b  +  h^  aucun  '^hangement  dans  le  nombre  total  des  variatioDS 
de  la  suite. 

II  est  done  prouy£  que  chaque  fois  que  la  variable  x^  en  crois- 
sant d*une  maniire  continue,  atteint  et  dipasseune  valour  qui 
rend  V  6gal  k  z^ro;  la  suite  des  signesdes  fonclionsY,  \\  Vt, 
Vr  perd  une  variation  Torm^e  sur  sa  gauche  par  les  signes  de 
V  et  de  V^  laquellc  est  remplac^e  par  une  permanence ;  landis 
que  les  changemerits  de  signes  des  fonclions  interm^diaires  V, 
V|...  Vr.«  ne  peuvent  jamais  augmcnter  ni  diminuer  le  nombre 
total  des  variations.  En  consequence,  si  Ton  prend  un  nombre 
quelconque  «,  posilif  ou  n^gatif,  et  un  autre  nombre  quelcon- 
que  p,  plus  grand  que  «,  et  si  Ton  fait  crottre  x  de  «  k  p,  aulant 
il  y  aura  de  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p  qui  rendent  V 
^ga\  k  z^ro,  autant  la  suite  des  fonctions  Y,  Y' ...  Vr  pour  x  =  p 
presenter^  de  variations  de  signes  de  moins  que  pourrr  =  a. 
C'est  le  th^orime  qu'il  fdUait  d6montrer. 

SS5.  Dans  les  divisions  successives  qui  senrent  k  former  les 
fonclions  Y„  Vi...Yr,  on  pent,  avant  de  prendre  un  polynomc 
pour  dividende  ou  pour  diviseur,  le  multiplier  ou  le  diviscr  par 
tcl  nombre  positif  qu*onvoudra.  Les  fonctions  Vi,Y|,...Yr,  qu'oii 
obtiendra  en  operant  ainsi,  ne  diff^reront  que  par  des  fiicteurs 
num^riques  posilifs  de  celles  que  nous  avons  consid^r^es,  tt 
qui  Ggurent  dans  les  Equations  (2);  de  sorte  qu'elles  auront  res- 
pcctivement  les  mfimes  signes  que  celles-ci  pour  chaque  valeur 
dex. 

Gette  remarque  permet  de  faire  en  sorte  que  les  coefGcicnis 
des  divers  polynomes  soient  entiers,  pourvu  que  ceux  de  Y^- 
qoation  Y  =  0  le  soient  eux-m6mes.  Mais  il  faut  bien  prendre 
garde  que  les  factcurs  num^riques  que  Ton  introduit  ou  qu'on 
supprime  soient  tous  positifs. 

224.  Si  Tune  des  fonctions  Y',  Y».,.Yr-i  se  Irouve  nuUepoui 
Tune  des  limites  x  =  ol^  x=%  ilsuffit  de  compter  les  variations 
es  omettant  la  fonction  qui  est  nullc.  Cela  r^sulte  de  la  demons- 
tration qui  a  M  donn^e  (222)  dans  le  cas  ou  Tune  des  fonclions 
intermediaires  s'^vanouit.  Lorsque  la  fonction  Y»  s'annule  en 
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effel  pour  x=ol,  on  a  vu  que  pour  a?=a  —  A,  Vn-i,  V,  et  V^+i 
ferment  une  variation,  et  une  seule.  Or  cette  variation  subsis- 
tera  lorsqu'en  omettant  la  fonction  V»,  on  consid^rera  Y.^  et 
V^i  qui  sont  de  signes  contraires,  comine  formant  deux  fonc- 
lions  cons^cutives. 

Si  Y  se  trouve  nul  pour  x=oij  on  en  conclut  que  a  est  racine 
de  r^quation  propos^e,  et  la  r5gle  s'appliquera  h  la  recherche 
de  nombre  de  racines comprises  entre  a-]-  heip.  a  +  /» four- 
nira  entre  Y  et  Y'  (221)  une  permanence,  et  donnera  aux  autres 
fonctions  le  mfime  signe  que  la  valeur  «. 

SSS«  Lorsque  Ton  pourra  reconnaltre  que  Tune  des  fonctions 
Y.,  interm^diaire  entre  Y  et  Y^,  conserve  constamment  le 
m£me  signe,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  p,  il  ne 
sera  pas  n£cessaire  de  considirer  les  fonctions  qui  suivent  Y«, 
la  demonstration  pourra  se  faire  sans  aucun  changement,  en 
r6duisanl  la  suite  k  Y,  V,  Y,...Y«. 

S26.  Si  I'on  prend  Tun  des  nombres  «  et  p  trfes-grand  et  n6« 
galif,  et  Tautre  trfes-grand  et  posilif,  en  faisanta= — »,  p=+  «, 
le  thtorftme  de  Sturm  fera  connaltre  le  nombre  total  des  racines 
reelles.  Pour  que  toutes  les  racines  soient  r^elles^  il  faut  et  il 
sufHt  que  leur  nombre  soit  ^gal  au  degr6  m  de  T^quation  Y=0. 
Mais  le  nombre  des  fonctions  Y,  Y',  Yi-.-Y,  est,  tout  au  plus, 
m-f  I,  et,  par  consequent,  le  nombre  des  variations,  au  plus 
egal  k  m,  ne  pent  atteindre  cette  limite  que  si  la  suite  est  com-' 
plhitj  c*est-&-dire  si  les  degr^s  successifs  vont  en  diminuant  pre- 
cisement  d'une  unite  de  chaque  fonction  h  la  suivante.  II  faut 
de  plus,  pour  que  toutes  les  racines  soient  reelles ,  que  la  sub* 
slitution  de  —  oo  it  la  place  de  x  ne  donne  que  des  variations,  et 
<:elle  de  +  00  que  des  permanences.  Les  degres  des  fonctions 
<^tant  alternativement  pairs  et  impairs,  on  voit  aisemenl  que  les 
deux  conditions  exigent  Tunc  et  Tautre  que  les  coefficients  des 
premiers  termes  soient  tons  de  meme  signe,  et  que  cela  est 
^uffisant. 

227.  Gonsiderons  Fequation 

iT*  —  2a5  —  5  =  0, 
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ODft 

t  V  =  x'— 2a?— 5, 

Pour  former  Vj,  il  faut  diviser  V  par  V;  raais  afin  d'Aviler  les 
coefficients  fractionnaircSy  mulliplions  d*abord  Y  par  3,  on  oh- 
lient  ainsi  le  reste — (kx —  15,  el  Ton  a 

V,  =  4a;+  15. 

on  diyise  ensuite  Y  par  Vt  apr^s  avoir  multipliS  V  par  4,  ainsi 
que  le  reste  du  premier  degr6;  le  reste  obtenu  est  -f  ^^^l  o"  ^ 
done 

V,  =  —  643. 

Si  Ton  fait  dans  les  fonclions  V,V',Vi,V$,  a?=— a>,la  suite  des 
signes  est  — | — ,  elle  presente  deux  variations;  pour  a?=4-  »f 
les  signes  sont  +  +  -j — ,  il  y  a  une  variation  seulement  et 
r^quation  propos^e  admel  par  consequent  une  seule  racine 
r6elle. 

228.  GherchonSy  comme  seconde  application,  la  condition 
pour  que  rc^quatioii 

X*  +px  +  q  =  0 

ait  les  trois  racincs  rdellcs. 
On  a 

V  =  a;»+pa?  +  g, 
T  =  3a?»  +  p, 

on  oblient  Vi  ct  V|  par  les  divisions  successives.  Pour  6vitei  les 
fractions ,  on  a  soin  de  multiplier  le  dividcnde  par  3  dans  la 
premiere  division ,  et  dans  la  seconde,  par  4p*,  qui  est  positif* 
on  trouve 

Vi  =  —  2px^3q^ 

Vj  =  —  4p»  —  ^7q\ 


TDfiORfiME  DE  STURM.  2 lb 

Lorsque  x  passe  de  —  oo  i  -f-  oo  ,  la  suite  V,  V,  Vt,  Vj  doit 
pcrdre  trois  variations ;  il  faut done  qu'elle  en  pr6sente  trois  pour 
,T  =  —  00,  et  n'en  ait  plus  aucune  pour  a?  =  -f  ».  C'esl-i-dire 
que  les  coefficients  des  premiers  ternjcs 

1,  3,  —  2p,  — 4|)»— 27g* 

soient  tous  de  m6me  signc.  On  doit  done  avoir 

lui  sont  bien  Ics  conditions  obtenues  par  d'autrcs  m6lbodes, 

220.  £doi)c6  du  th^or^me  de  Sturm.  —  221.  La  suite  des  fonctions 
deficies  dans  T^nonce  perd  una  variation  lorsque  a?,  en  croissaat, 
franchit  une  racine  de  Pequation  propos^e.  —  222.  Aucun  change- 
ment  ne  se  produit  dans  le  nombre  total  des  variations,  lorsque  x 
franchit  une  racine  de  Tune  des  fonctions  auxiliaires.  —  225.  II  est 
permis,  dans  les  operations,  d'introduire  ou  de  supprimer  des  fac- 
teurs  num^riques  positifs.  — 224.  Cas  ou  Tune  des  limites  est  racine 
de  la  propos^e.  —  221S.  Gas  oil  Ton  peut  rdduire  le  nombre  des  fonc- 
tions. —  226.  Conditions  pour  que  toutes  les  racines  d'une  Equation 
soient  r^elles.  —227,  228.  Applications  do  thdorSme. 
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DES  DIFFERENCES. 


GHiPITRE  PREMIER. 

NOTIONS  sun  L/i  THEORIE  BES  DIFFERENCES. 

%  I.  Diff!§reDces  des  divere  ordres. 

S29.  Dj^finition  des  differences.  Si  Ton  considire  une  suite 
de  nombres  qui  se  succ&dent  suivant  une  loi  quelconque,  les 
(iifl%rences»  obtenues  en  retranchant  chacun  d'eux  de  celui  qui 
le  suit,  forment  une  nouvelle  suite,  dont  les  termes  se  nomment 
les  differences  des  termes  de  la  premiere. 

Ainsiy  la  suite  proposie  itant  representee  par 

la  suite  des  differences  sera 

[2]  yi— yn  yi— yi,  yi— yt».-.  Vn-^yn^u 

(Vi— y«)  est  la  difference  de  y.;  (yj  — y«),  la  difference  de  j/i; 
(y«  —  y*^)^  la  difference  de  y«^.  Pour  former  la  difference  do 
y»,  il  faudrail  connatlre  un  terme  de  plus  dans  la  suite  [1]. 

Pour  designer  les  differences,  on  se  sert  souvent  du  signe  A. 

Mnsi,  Ai/ft  designe  la  difference  (yM— yO  •  D'apris  cette  nota- 
tion, les  termes  de  la  suite 

y^  yi>  yi> .  •  •  y», 

auront  pour  differences    ' 

Aya,  Ay,,  Ay,,  ...  Ay^-i. 

S30.  DEFINITION  DES  DIFFERENCES  SECONDES.  UUC  SUltO  qUCl- 

conque  dc  nombres  eiant  donn6c,  leurs  differences  forment 
une  nouvelle  suite,  ayant  un  tcrme  de  moins  que  la  premiere. 
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L'on  peut  op6rer  sur  cc(tc  suite,  comme  sur  ccUe  qui  lui  a 
donn6  naissance,  et  former  Ics  differences  des  differences, 
que  Ton  nommc  des  differences  secondes.  On  les  d6signe  par  le 
signe  A*. 
Ainsi,  etant  donnee  la  suite 

les  differences  premieres  seront  designees  par 

Ay  I,  ^Vii  Ayi» .  •  •  Ay— t; 

el  les  differences  secondcs 

Ay,  —  Ayo>  A?/,  —  Ayi ,  . . .  Ay,^ — Ay.^ 

lo  seront  par 

A*y.,  A«yi,  . . .  A'y»-«. 

Celte  nouvfille  s6rie  a  ividemmenl  un  termc  de  moins  que  la 
precedente,  et,  par  suite,  deux  termes  de  moins  que  la  propos6e. 

251.    DEFINITION  DES    DIFFERENCES    D*ORDRE    QUELCONQUE.    Si 

Ton  op^re  sur  la  suite  des  differences  secondes,  comme  on  I'a 
fait  sur  la  suite  propos^e,  on  formera  les  differences  des  diffe- 
rences secondes,  que  Ton  nomme  des  differences  troisi^mesy  et 
que  Ton  designe  par  le  signe  A*. 
Ainsi,  les  ditierences 

A»yi  —  A»y 0 1  A'yj — A«y« ,  . . .  A*y-t  —  A«y«-i 
se  deslgnent  par         A*yi,  A'yt,  • ..  A'y,»,. 

On  conQoit  que  Ton  pent  continuer  ainsi  indefmiment,  et  for- 
mer les  difTerences  quatriemes,  cinqui^mes,  etc.,  qui  se  desi- 
gneroiit  par  les  signes  A^,  A'  • . .  ;  le  nombre  de  ces  differences 
n'etant  limite  que  par  cclui  des  termes  de  la  suite  proposee. 
Ainsi,  deux  termes  ne  donnent  lieu  qu*^  une  difTerence  pre- 
miere,  et  il  n'y  a  pas  lieu  deconsiderer  leur  difference  seconde. 
Trois  termes  donnent  lieu  k  deux  differences  premieres  et  k  une 
difference  seconde;  il  n*y  a  pas  lieu  de  considerer  leur  diffe- 
rence troisieme.  En  general,  m  termes  donnent  lieu  &  (m  —  1) 
differences  premieres,  k  (m  — 2)  differences  secondes,  ...  i 
une  difference  (m — !)"•;  il  n'y  a  pas  lieu  de  considerer  leur 
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difference  «!"•.  SI  une  suile  est  illimit6e,  on  peul  considirer  des 
diflftrences  d*un  ordre  illimil^. 

232.  Usage  des  differences  pour  la  formation  des  carrEs. 
Nous  commencerons  par  montrer,  par  deux  exemples  simples, 
dc  quelle  utility  peul  ^tre  la  consideration  des  differences. 

Gonsid6rons  la  suite  des  carr^s  des  nombres  nalurels : 

[1]  1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100,..; 

les  differences  premieres  sont : 

[2]  3,  5,  7,     9,  11,  13,  15,  17,  19...; 

et  les  differences  secondes, 

[3]  2,  2,  2,     2,     2,     2,     2,     2..., 

sont  toutes  egales  entre  elles.  La  demonstration  est  tellement 
simple,  que  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de  la  donner 
ici. 

B'apres  cette  remarque,  si  Ton  voulait  former  la  table  des 
carres  des  nombres  naturels,  on  commencerait  par  ecrire  la 
suile  [2], 

[2]  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19..., 

puis  le  premier  terme  de  la  suite  des  carres,  qui  est  1 ;  et  il  est 
evident  que  chaque  carre  s'obtiendrait  du  precedent,  en  ajou- 
tant  le  terme  correspondant  de  cette  suite  [2]. 
Ainsi,  on  dirait  3  ct  1,  4;  4  et  5,  9;  9  et  7, 16,  etc. 

235.  Usage  des  differences  pour  la  foriaation  des  cubes. 
Considerons  la  suile  des  cubes  : 

[1]       1,     8,  27,  64,  125,  216,  343.  512,  729,...; 
los  differences  premieres  sont : 

[2]       7,  19,  37,  61,     91,  127,  169,  217,...; 
les  differences  secondes  sont : 

[3]     12,  18,  2'i,  30,     36,     42,     48,,..; 
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et  les  differences  (roisiftmes, 

[4j       6,     6,     6,     6,       6,      6, 

sont  constantes  et  ^gales  k  6.  Gette  loi  est  g£n6rale.  En  effet, 
quatre  cabes  consteutifs  sont : 

a*,(a  +  l)»,(a  +  2)',(a+3)'; 
les  differences  premieres  sont : 

3a»+3a+l.  3(a+l)»+3(a+l)4-l,  3(a+2)>+3(a+2)  +  l; 
les  differences  secondes  sont : 

3  [(a+  i)t _a»]  +  3,     3  [(a  +  2)'  -  (a  +  1)«]  +  3, 
c'est-ii-dire,  en  riduisant, 

6a  +  6,    6(a+l)  +  6; 

et  la  difference  de  ces  deux  expressions,  c'est-ii-dire,  la  diffe- 
rence  troisieme,  est  evidemmcnt  6. 

D*apres  cela,  pour  former  un  tableau  des  cubes,  on  formerait 
successiyemeut  les  suites  [4]  [3]  [2]  [l],  chacune  permetlant 
d*obtenir  la  suivante  par  de  simples  additions.  Ainsi,  ayant  ecrit 
la  suite  [3]  sur  une  ligne  vcrticale,  on  obtiendra  la  suite  [2]  en 
ecrivant  son  premier  terme  7,  et  en  remarquant  que  chacun  des 
autres  se  forme  du  precedent  par  I'addition  du  terme  correspou- 
dant  de  la  suite  [3]. 


12 

7 

18 

19  =  12  +   7 

24 

37  =  18  +  19 

30 

61  =  24  +  37 

36 

91  =  30  +  61 

42 

127  =  36  +  91 

48 

169  =  42  +  127 

54 

217  =  48  -f-  169 

60 

271  =  54  +  217 

66 

331  =  60  +  271 

72 

397  =  66  -f  331 

78 

469  =  72  4-  397 

OES  DIFFERENCES. 


2l» 


Ayant  ainsi  form6  la  suite  [2],  c*est-ii-dire  les  differences  pre- 
mieres des  cubes,  chaque  cube  pourra  se  d^duire  du  pr^c^dent^ 
en  lui  ajoutant  la  difference  correspondante,  en  sorte  qu*ils  se 
deduiront  tous  du  premier  1»  par  de  simples  additions. 

Ainsi,  ayant  ^crit,  sur  une  ligne  verticale,  les  differences  pre- 
mieres obtenues  plus  haul,  on  formera  la  s^riedes  cubes,  comme 
I'indique  le  tableau  suivant : 


7 

1 

19 

8=    7+      1 

37 

27=19+     8 

61 

64  =  37+   27 

91 

125  =  61+    64 

127 

216  =  91  +  125 

etc. 

etc- 

Le  tableau  suiyant  resume  les  r^sultats  que  nous  venons 
d'obtenir. 


I 


CUBES. 

DIFFERENCES 

DIFFERENCES 
2™. 

DIFFERENCES 
3"»«. 

1 

7 

12 

6 

8 

19 

18 

6 

27 

37 

24 

6 

64 

61 

30 

6 

125 

91 

36 

6 

216 

127 

42 

6 

343 

169 

48 

512 

217 

729 

1 

' 

Pour  former  ce  tableau,  on  ecrit  d'abord,  dans  la  premiere 
colonne  de  gauche,  trois  cubes  cons^cutifs,  1,  8,  27;  on  en  con- 
clot  les  deux  differences  premieres,  7  et  19,  que  Ton  6crit  dans 
la  seconde  colonne,  et  la  difference  seconde  12,  que  Ton  ecrit 
dans  la  troisifeme.  Puis,  apr^s  avoir  ecrit  plusieurs  fois,  dans  la 
qusilri&me  colonne,  la  difference  troisieme  qui  est  toujours  6,  on 
ajoute  cette  difference  k  celle  qui  est  k  sa  gauche,  en  disant  ^ 
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6  ct  12...  .8;  6  ct  18...  24;  6  e(  24...  30,  elc;  on  forme  ainsi  la 
(roisi^me  colonne.  On  forme  de  m^me  la  seconde  colonnc  k 
]*aide  de  celle-ci,  en  disant :  18  et  19...  37;  24  et  37...  61;  30 
et  61...  91,  etc.  Enfin  la  seconde  colonne,  ainsi  coustruite,  sert 
k  former  la  premifere;  on  dit :  19  et  37...  64;  61  et64...  125;  91 
et  )25...  216,  et  ainsi  de  suite. 

On  volt  qu'wn  nombre  quelconque  du  tableau  est  igal  au  twmbre 
place  aU'dessus  de  lui  dans  la  mime  colonne,  augments  decelui  qw 
est  a  la  droite  de  ce  dernier  dans  la  colonne  suivante. 

%  II.  Formules  des  diffi^rences. 

234.  Expression  ee  ^Pu^  en  fonction  de  u«,  u^,  i/,,...  n,. 
Lorsque  (n+  1)  quantil^s 

sonl  donn^es,  il  n'y  a  aucune  difficuU6  d  former,  d'aprfes  ce  qui 
precede,  leurs  differences  successives  jusqu*&  la  n"*  iiiclusive- 
ment ;  nous  ne  nous  bornerons  pas  cependant  aux  indications 
qui  permcUcnt  d'cfiectuer  ces  calculs,  et  nous  donnerons  la  for- 
mule  qui  en  cxprimc  le  r^sulUit  gdn^ral. 
On  a,  d*apr6s  les  definitions  : 

A'Uo=A*a, — A*u«=(Uj  — 2t/i-|-iti)  — (lij  — 2tii+Ue) 

Sans  aller  plus  loin,  on  pent  pr6voir  la  loi  suivante  :  ladifle- 
rence  derang  p  se  forme  en  mullipliant  Up,  u^f*  u^  par  ks  coef- 
ficients du  d6veloppement  de  (x — a)**. 

Pour  monlrer  que  cette  loi  est  gdn^rale,  nous  allons  fairc 
voir,  qu'en  Tadmeltanl  comme  vraie  pour  une  (iiff^rence  d*un 
certain  ordre,  elle  est  vraie,  par  cela  ni6me,  pour  la  difference 
d*ordre  immediatement  superieure. 

Soit  done : 
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Gelte  formule,  donnant  la  diflPtrcncep"*  du  premier  terme  d'uno  ^ 
suile  quelconque  en  fonclion  des  (p+ 1)  premiers  termes,  nous 
pouvons  I'appliquer  au  calcul  de  A»ui,'en  consid6ranl  «t  comma* 
premier  terme  dc  la  suite 

cela  revicnt  6videmment  k  remplacer,  dans  la  formule  [I],  u, 
par  t*i,  Wi  par  Wi,...,  c'est-Ji-dire  h  augmenter  tons  les  indices 
d'une  unil^.  On  aura,  par  suite,  en  vertu  de  la  meme  formule  :     ' 

ou,  en  retranchant  I'^galit^  [I]  de  r^galit6  [2] : 

/p(p^l)(p^2)      p(p-l)\  ^        . 

Or  (40)  la  somme  de  deux  coefficients  successifs  du  d6veloppe- 
menl  d'un  binome  forme  un  coefficient  du  ddveloppemenl  de  la 
puissance  immddiatement  sup^rieure;  on  pent  done  6crire  : 

c'est  prficisemcnt  ce  qu'ii  fallait  dfimontrer. 

258.  Expression  de  u^  en  fonction  de  t^  et  de  ses  p  diff^- 
KENCEs  successives*  R^cJproquement,  si  I'on  donne  t/o  et  ses  n 
differences  successives  Aw,,  A*t/|,..,  A"w„  on  p^,ut  calculer  es 
lermes  successifs  W|,  w,„,.  v^]  nous  donnerons  aussi  la  formule 
g^D^rale,  k  laquellc  conduit  ce  caicuK 
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On  a,  par  definition : 

Ui=Ui-f- Awi=W|+  AU|  +  Au«  -f'  A*U| =U|  -f-  2  AU|  +^*W|, 
li,=Ui+Aui=We+  2  Awo+  A*We  +  ^Wi  +  A'Uj, 

= Wi  +  2  Au.  +  A'  I/O  +  (Aw,+A>w.)  +(A«u.+AHO» 

=t/o  +  3  Au,  +  3  AX+  ^*  w, ; 

«t  Ton  aperQoit  imm^diatement  la  loi  suivante. 

L$  terme  Up,  de  rang  (p  -|-  1)9  se  former  en  multipliant  U|  et  Us 
diffirmces  succemvest  Aui,  A'tig,  A'Uo...  A^iio,  par  fef  coefficimts 
4u  diveloppemerU  de{x  +  a)». 

Pour  d^montrer  que  cetle  loi  est  ginerale,  nous  prouyerons 
encore,  qu*en  Tadmettant  comme  vraie  pour  un  terme  de  cer- 
tain ordrCy  elle  est  vraie,  par  cela  mdme,  pour  un  terme  imm^- 
•dialement  suivant. 

Supposons  done  que  Ton  ait  prouvfi  la  formule : 

[1]         t^,.=t/o+pAu,  +  H^jl^A^.+...+A^u.. 

Gette  formule  donne  le  (p+l)"*  terme  d*une  suite  quelconque 
^•>  til,  i^>**«  u^i  en  fonction  du  premier  el  de  ses  p  differences 
successives ;  si  done  nous  appliquons  la  nUme  formuh  k  la  s^rie 

m 

AUf,  Aui,  Aui...  Au^, 

elle  nous  donnera  le  (p  +  I)**  terme  Au^  en  fonction  du  pre- 
mier AU|  et  de  ses  p  difEirences  successives  qui  sout  ividem- 
ment  A*u^,  A'U|...  Ji^^Uo;  on  aura  done  : 

£2]    Au,=Aw,  +  pA«u.+£i5Z±)A«tx,+  ...+  A'«u.; 
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formule  qui  so  d&duit  de  [1]  en  augmentant  d  une  unit6  les  in- 
dices des  d.  En  ajoutant  les  forniulcs  [I]  et  [2],  il  vient : 

t*^M  =i*^+ Au,  =  w«  +  (p  + 1)  Aw. 

+  (^^St^ + ^)  ^'""^ + •"+ ^"^'  ''•• 

et,  commc  (46)  la  somme  de  deux  coefficients  cons6cuiifs  de  la 
puissance  p  d'un  binome  estun  coefflcient  de  la  puissance  (p+1), 
cetle  6galit6  peut  s'£crire  : 

^(p+l)P(P-i)„,^^..,^ 


€8  qui  est  pr^cisiment  le  r^sullat  qu*il  fallait  obtenir. 


S  III.  Differences  des  polynomes. 

236.  Nous  avons  reconnu  (ifi32},  que  la  suite  des  carr6s  des 
nombres  naturels  a  ses  differences  secondes,  et  la  suite  des 
cubes  ses  differences  troisi^mes  egales  k  une  constante.  Gette 
proposition  s*etend  aux  differences  quatriemes  de  la  suite  des 
qualrifeoies  puissances^  aux  differences  cinquiemes  de  la  suite 
des  cinqui^mes  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  arreier  k  ces 
propositions,  nous  demontrerons  le  theoreme  suivant,  dont  elles 
sont  evidemment  des  cas  parliculiers. 

Tfl£oR&ME.  Si  dans  unpolynome  en  x,  de  degri  ro,  on  substitue 
^  X  une  suite  de  nombres  en  progression  arithmitiquef  les  differences 
ni"**  des  risuitats  obteniLS  sont  constantes. 

Soit,  en  effet,  le  polynome  : 
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Supposons  qae  Ton  substitue  h  x  les  valears  successivcs 

^•>  ^i  +  ^i  ^•  +  2/^,...,  aP|  +  nfc,..; 
d^signonspar  y,,  y^,  yi,...,  yn..., 

les  valeurs  correspondanles  de  y,  Toules  ces  valeurs  sont  6vi- 
demment  des  polynomes,  de  degri  m,  en  rri,  dont  les  coeffi- 
cients dependent  de  /i :  car  on  a : 

P(a?,  -I-  p/i)  =  p  (p/i  +  a:o)  =  P  (p/i)  +  F'  {ph)x, 

De  plus,  il  est  clair  que,  pour  passer  de  Tune  de  ces  valeurs 
k  la  suivante,  il  sufflt  d*y  changer  x%  en  {x^+h).  On  a,  en  effet, 
en  considirant  deux  valeurs  cons6cutives  de  y,  y^  et  y^^^  : 

y^=f{x,+ph),    y,.,  =  F[a^+(p  +  l)/i]; 

etilest  fevidentque  la?o+(P+l)^}  peutse  d6duire  de  (a?|-f-pA), 
en  y  changeant  o^  en  (a?!  -j-/i). 

Gela  POS69  les  difT^renccs  premieres  A y,,  Ayi,  Ay^...  sont  dcs 
polynomes  du  degr6  (m  —  1)  en  a?„  donl  les  coefficients  depen- 
dent de  h.  On  a,  en  eCTet : 

Ay.  =  yi-y.  =  P(a?.  +  /i)-P(a:o)=P'(a7|)/i+r(aro)^+.... 

Or  on  salt  que  Y[x^  est  un  polynome  de  degr6  (m—  1), 
F(rc,)  un  polynome  de  degrt  (m  —  2),  etc.;  la  proposition  est 
done  d^montr^e  pour  Ayo.  II  en  r^sulte  qu'elle  est  vraie  pour 
les  diffi^rences  suivantes,  Ayi,  Ays,...;  car  chacune  d*elles  se  At- 
duit  de  la  prec6den(e,  en  changeant  x^  en  {x^^h)i  ce  qui  ne 
change  pas  son  degr^,  par  rapport  k  x^. 

La  s6rie 

m  Ay„  Ayi,...,  Ay„..., 

pourrait  done  s'obtenir,  en  substiluant  succcssivement  k  x,  dans 
un  certain  polynome,  de  degr6  (m —  1),  les  valeurs  a;i,ari+A.... 
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Si  done  nous  appliquons  h  cette  suite  ce  qui  a  616  dit  dc  la 
suite, 

d^duite  de  la  in6me  manifere  d*un  polynome  de  degri  m^  nous 
verrons  que  les  differences  des  termes  de  la  s^rie  [2],  c'est- 
^-dire 

[3]  A«y„  A«y4,...,  A«t/,, 

sont  des  polynomes,  de  degri  (m —  2),  en  a^y  et  que  chacun  se 
d^duit  du  precedent,  en  y  changeant  x^  en'(a;i  +  /^);  en  sorle 
qu'ils  peuvent  tous  se  d^duire  d'un  m6me  polynomey  en  y  chan« 
geant  x  en  x^^  rp^  +  '^i  ^t  +  2 A,... 

Si  nous  appliquons  h.  la  suite  des  differences  secondes  Ic 
ih^oreme  dont  nous  avons  dej&  deux  fois  fait  usage,  nous  ver- 
rons que  les  differences  des  termes  de  la  s^rie  [3]|  c*est-^-dire 

W  A'l/o,  A'Vi,..-,  A»t/^, 

sont  des  polynomes,  de  degr^  (m  —  3),  en  x^. 

Et,  en  continuant  de  la  mfime  mani^re,  nous  verrons  que  les 
differences  quatriemes  sont  des  polynomes  de  degre  (m — 4),  les 
differences  cinquiemeSy  de  degre  (m—  5),...  et  enfin  les  diffe- 
rences m"**,  de  degre  0,  c'est-4-dire  independantes  de  a^ ;  c« 
qui  prouve  le  theorfeme  enonce.  Gar,  pour  obtenir  chacune  do 
ces  differences,  on  doit  changer,  dans  la  precedente,  x^  en 
(^•+A);  et  elles  sont,  par  consequent,  constantes,  quand  elies 
ne  contiennent  pas  x^. 

237.  Remabques.  En  revenant  sur  les  details  de  la  demon- 
stration precedente,  on  pent  faire  plusieurs  remarques  utiles. 

Remarque  L  On  a  trouve  la  formule  : 
W  Ay,=y4— yo=P(a?,  +  /i)— F(a?a) 

On  voit  que  Faccroissemcnt  h  est  facteur  dans  le  second  mem- 
bre;  et  qu'il  le  sera  encore,  si  Ton  rempiace  x  par  (a?, +  /0» 
(^•+SA)y  pour  former  les  differences  At/i,  Ay^,...;  en  sorte 

Alg.  sp.  B.  15 
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que  toutes  Ics  difiC^rences  premidres  contiennent  en  facteur  Tac- 
croissemenl  h. 

Remarque  II.  II  est  Evident  que,  si  le  oolynome  propose  F(x} 
renfermait  h  en  facteur,  ce  facteur  se  retrouvcrait  dans  les  d^- 
rivtes  successives  F'(a?),  F(a:,)...  P*(a?i);  et,  par  suite,  tous  les 
terines  de  la  difference  contiendraient,  non  plus  senlement  A, 
mais  h*  en  facteur.  II  r^sulte  de  1^  que,  la  difference  premiere 
etant  un  polynome  qui  contient  k  en  facteur,  la  difTerence  se- 
conde  conliendra  h*  en  facteur  &  tous  les  termes.  La  formule  [I] 
prouve,  en  general,  que,  si  un  polynome  V{x)  contient  en  fac- 
teur une  puissance  A'  de  /i,  sa  difference  contiendra  k  Xous  les 
termes  le  facteur  h^^ ;  et  il  en  risulte  de  1^,  que  les  differences 
des  differences  secondes,  c'est-&-dire  les  differences  troisi^mes, 
contiendront  le  facteur  h\  que  les  differences  quatri^ines  con- 
tiendronl  le  facteur  /i\  et  ainsi  de  suite. 

On  Yoit  que,  si  I'accroissement  h  decrolt  de  plus  en  plus,  les 
difference  decrotlront  suivant  une  loi  d'autant  plus  rapide  que 
leur  ordre  sera  plus  eieve. 

Remarque  III.  L'expression  generale  dc  At/p, 

est,  comme  nous  I'avons  dit,  un  polynome,  de  degre  (m — 1)» 
que  Ton  peut  ordonner  suivant  les  puissances  de  Xp.  Si  Aa;*  re* 
presente  le  premier  terme  de  P  (a:),  il  est  facile  de  voir  que  le 
premier  terme  de  Ay,  sera  le  premier  terme  de  P*  (x^)  h^  c'est- 
hrdire^ mkaf^h;  etque,  par  suite,  Ay,,  Ayi,  Ay,...,  s'obtiendront 
en  substituant  k  x  les  valeurs  a?„  {x^  +  h\  (a?,  +  2A)...  dans  un 
polynome  dont  le  premier  terme  est  m/iAa^'.  En  appliquanl 
il  ce  polynome  le  resullat  trouve  pour  P(a?),  on  verra  que  les  dif- 
ferences premieres  de  ce  polynome,  c'est-i-dire  les  differences 
secondes  de  P(a?),  peuvent  s'obtenir  en  substituant  k  x  les  va- 
leurs ««,  (a7i  +  A)...,  dans  un  polynome  dontle  premier  terme 
est  m{m—\)kh^ar'^.  On  verra  de  mime,  que  le  premier 
terme  du  polynome,  qui  donnerait  les  differences  troisienies, 
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est  m  (m  —  1)  (m  —  2)  Ah^af^K  Enfin  la  difference  m"*,  qui  se 
r^uit  k  un  seul  termey  puisqu'elle  est  independante  de  x^^  est : 

m(m— 1)  (m— 2)  (m  — 3)...2A/i*. 

Les  polynomes  en  x,  dont  il  est  question  ici»  se  nomment  lea 
differences  premiere,  deuxi^me,  troisifeme,...  m"%  du  polynome 
y  =  ¥(x),  et  se  d^signent  par  les  notations  Ay,  A^y,  A^y,...  A*y. 

S38*  Application  au  poltnome  du  troisi&me  degrj^.  Si  nous 
consid^rons  le  polynome  du  troisi^me  degr^  : 

[1]  y  =  a^+pcc^  +  qx  +  r, 

nous  trouyerons  sans  peine,  en  y  remplagant  x  par  (x  -f-  A),  et 
en  retranchant  [1]  du  r£sultat : 

[2]        Ay=Zx^h+(Zh*  +  2pti)X'\'h^+ph*  +  qh; 

de  mfime,  en  rempla^nt  x  par  (x+h)  dans  [2],  et  en  retran- 
chant ensuite  [2]  du  r^sultat,  on  a : 

£3]  A*y  =  6xh^  +  6  /i»  +  2  joA* ; 

ety  en  operant  sur  [3]  de  la  mftme  mani&re,  on  a : 

[4]  A'y  =  6A». 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  Ayo,  Ay^,  Ay,...;  A'y©,  A'y^...,  il 
sufijra  de  remplacer,  dans  le  second  inembre  des  formules  [2] 
el  [3],  X  par  «„  (x^+f^h  ^^c. 

Si  Ton  Youlait  former  les  valeurs  num^riques  de  la  fonction  y 
et  de  ses  diff(irences,  il  faudrait  proc^der  comme  on  Fa  indiqu^ 
pour  former  le  tableau  des  cubes. 

239.  ExsMPLE.  Soit,  par  exemple,  le  polynome 

y  =  a?»  —  5a?*  + to— 1 ; 

formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynome  pour  des  valeurs 
emigres  de  la  variable.  Si  Ton  fait  successivcment  a; = —  I ,  a; = 0, 
^=  1,  on  trouve  pour  valeurs  correspondantes  de  y,  y = — 13, 
y=*-l9  y  =  \f  dont  les  differences  premieres  sont  12  et  2,  et  la 
difference  seconds  est  —  10.  Quant  k  la  difference  troisidme 
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dc  y,  on  sait  qu*elle  est  ^gale  h  6.  On  disposers  ces  risultats  de 
la  mani^re  suivante : 


X 

.  y 

Ay 

A'y 

A'j/ 

6 

.  6 

6 

—  1 

—  13 

12 

—10 

6 

0 

—  1 

2 

6 

+  1 

+  1 

6 

ct  Ton  remplira  ensuite  les  difl%rentes  colonnes,  en  remarquant 
([ue  chaque  terme  de  Tune  d'elles  (la  premiere  colonne  except6e> 
est  £gal  k  celui  qui  est  au-dessus ,  augments  du  terme  corr^- 
pendant  k  ce  dernier  dans  la  colonne  plac6e  k  sa  droite.  Gette 
remarque  permet  ividemmeut  de  prolouger  les  colonnes  dans 
les  deux  sens ;  on  trouve : 


X 

y 

Ay 

A'y 

A»y 

—  5 

—  281 

112 

—  34 

6 

—  4 

—  169 

78 

—  28 

6 

—  3 

—  91 

50 

—  22 

6 

—  2 

—  41 

28 

—  16 

6 

—  1 

—  13 

12 

—  10 

6 

0 

—   1 

2 

—  4 

6 

1 

+   1 

—  2 

+  2 

6 

2 

—   1 

0 

+  8 

6 

3 

—   1 

8 

+  14 

4 

+   7 

22 

5 

+  29 

Pour  prolonger  d'abord  la  colonne  des  differences  secondes  vers 
le  bas,  on  dit :  — 10  -f  6. .  •  —  4 ; — 4 + 6. . .  2 ;  +  2 + 6.  • .  8,  etc. 
On  prolonge  de  ro6me  la  colonne  des  differences  premidresi  k 
Taide  de  la  pr6c6denle,  en  disant : — 4  +  2. .. — 2;+Si  —  2...0; 
8  +  0. .  •  89  etc.  On  prolonge  de  mfime  la  s^rie  des  valeurs  de  y 
(qui  correspondent  i  a?  =  2, 3, 4, . . . )  en  disant ;  —  2  + 1. . .  —1 ; 
0=1...  —  1 ;  8  —  1. . .  7,  et  ainsi  de  suite. 
Pour  prolonger  les  colonnes  vers  le  haut»  on  remarque  qu'un 
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terme  d*une  colonneestla  difKrence  entre  le  terme  plac6  au- 
dessous  de  lui  dans  la  m6me  colonne,  et  le  terme  placS  k  droite 
et  au-dessus  dans  la  colonne  suivante.  On  prolonge  done  d'abord 
la  coloDDe  intitulfe  A*y,  en  disant :  — 10  — 6., .  — 16;  — 16 
— 6. . .  — 22 ; — 22 — 6. . .  — 28,  etc.  On  prolonge  ensuite,  k  Taide 
de  celle-ci,  la  colonne  desAy,  en  disant :  12 — ( — 16}*. .  28; 
28 — ( —  22;. .  •  50,  etc.  On  prolonge  enfin  la  skvie  des  valeurs 
de  y,  en  disant:  —  13— 28.  .•^41;  — 41 — 50. ..  —  91,etainsi 
de  suite. 

240.  Remarque.  On  voit^  par  I'exemple  pr^c^dent,  que,  pour 
calculer  les  valeurs  d'un  polynome  du  troisi6me  degr6,  qui  cor- 
respondent k  des  valeurs  emigres  de  la  variable,  11  suffit  de  con- 
naltre  celles  qui  correspondent  k  trois  nombres  entlers  cons6- 
cutifs — 1, 0,  -j- 1 ;  en  se  fondant  sur  ce  que  la  difference  troisi^me 
est  constante,  il  est  trto-facile  d'obtenir,  par  de  simples  addi- 
tions, les  valeurs  suivantes. 

Si  le  polynome  propos6  ^tait  du  quatri^me  degr6,  la  difference 
quatri^me  serait  constante ;  et,  pour  former  la  s^rie  de  ses  va- 
leurs, il  sufQrait  de  connattre  quatre  valeurs  consecutives.  II  en 
faudrait  cinq  pour  un  polynome  du  cinqui&me  degr^ ;  et  ainsi 
de  suite*  II  faudrait  en  connaitre  m  pour  un  polynome  du  m*"« 
dcgre. 

§  lY.  Differences  des  fonctions. 

241.  DEFINITION.  Soitune  fonction  quelconque  y  =  V{x).  Si 
Ion  desigue  par  cc  une  quelconque  des  valeurs  attributes  k Xj  et 
^r  {x  -{•  h)  la  valeur  suivante,  Texpression 

Ay  =  A(Pa?)  =  ¥{x  +  h)  —  Y{x) 

se  nomme  la  di/firence  premUre  de  V{x).  De  m6me,  si  Ton  change 
X  en  (x-j-A)  dans  AF(a;),  la  difference 

A«y  =  A»P(a;)  =  AP(a?  +  /i)  —  AF(a?) 

se  nomme  la  difference  secande  de  V{x).  Et  ainsi  de  suite. 

EiEuPLB.  Soil:  y  =  a'. 
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On  a:  Aj/  =  o***  —  a*=€f{a/' — 1), 

c'est-Mire  que  la  difKrence  premiere  s'obtient  en  multipliant 
la  fonction  par  la  constante  a'.  On  a,  par  suite : 

AV  =  a'iaf"  —  1)»,  A«y  =  a'ia^  —  1)*, . . .  A'  y  =  ar(a^  —  1)-. 

S  V.  Usage  des  differences  pour  la  construction  des  tables  num^riques. 

24111.  Tables  nuu^riques.  La  consideration  des  difiKrences 
est  fort  utile  dans  la  construction  des  tables  de  toute  esptee.  II 
arrive,  en  effet,  presque  toujours  que,  dans  une  s6ne  de  nom- 
bres  resultant  d'une  loi  r^guli&re,  el  suflisamment  rapproch^s 
les  uns  des  autres,  les  difi^rences  tendent  de  plus  en  plus  vers 
r^galite,  k  mesure  que  leur  ordre  s'd^ve.  En  n^gligeant  des 
quantit^s  fort  petites,  on  pourra,  k  partir  d*un  certain  ordre, 
leur  supposer»  dans  un  certain  intervalle,  une  valeur  inyariable, 
et  construire  la  table  comme  s*il  s'agissait  des  valeurs  d'un  poly- 
nome. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  general,  nous  nous 
bornerons  k  le  d^velopper  sur  deux  exemples. 

fi43b  EzBMPLE  I.  Si  Ton  pose : 

y  =  loga?, 
on  aura : 

Ay  =  log(a?  +  /0-log(a?)  =  log(l+|), 

ou  ^V  =  loge(--5^  +  3^,..) 

Puis :         A*y  =  log  [x  4-  2k)  —  2log  {x  +  h)  +  log  x 

=  log  (a?  +  2/i)  —  log 0? — 2jlog(a?  +  A)— loga  J 

=.„g(,+t*)_„„,(.+i), 

on  4V  =  -log«(|!-f+...). 
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Puis: 

A^y  =:  log  (X  +  Zh)  Slog  (x+2h)  + slog  (x  +  h)  — log  X 


ou    A'f/  =  log  e  (—f  —  etc.  J . 


Si  Ton  suppose,  par  exemple,  x  =  10000  et  A=  1,  il  viendra : 

Ay  =  0.000043427276863, 

A»y  =  0,000000004342076, 

A»y= 0,0000000000008  68 ; 

et,  si  Ton  ne  voulall  avoir  les  r&uUals  qu'avec  dix  chiffres  d6. 
cimaux,  on  pourrait  n6gliger  longtemps  les  differences  du 
quatri^me  ordre,  et  procfeder  comme  si  la  difference  Iroislfeme 
etait  constanle.  On  formera  done  successivement  les  colonnes 
des  differences  troisiftmes,  secondes,  premieres,  comme  au 
!!•  239;  d'oii  Ton  deduira  les  logarilhmes  des  nombres 
10001,  1O002,  10003,  en  parlant  de  celui  de  100000,  qui  est 
4,000000000000000.  II  faudra  verifier  les  resultats,  au  moyen 
de  logarilhmes  obtenus  directement  k  des  intervalles  eioignes. 
La  methode  des  differences  devra  les  donner  exacts,  avec  le 
norabre  des  chiffres  que  Ton  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  chiffres  cessera  d'etre  exact,  on  calculera  de  nouveau,  a 
priorij  au  moyen  des  formules  (245),  les  differences  Ay,  A»y, 
^'V,'  et  Ton  se  servira  de  ces  nouvelles  valeurs  comme  des  pre- 
cedentes. 

ti44.  Exemple  II.  Soit  propose  de  calculer,  k  7  decimales 
exactes ,  une  table  de  logarithmes  des  sinus  de  10  en  10  se* 
condes,  depuis  72*  jusqu'i  72*  1'30*. 

Nous  savons  que 


sin  72*=i  \/l0  +  2v/5  =  0,9510565, 
cos  72*  =  i  (v^5  —  l)  =  0,30901 70 ; 
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donCy  en  prenant  les  logarithmes  de  ces  deux  valeurs,  et  ajou- 
tanty  comme  on  le  fait  toujours»  dix  unitte  k  chacun  d*eux  : 

log  sin  72*  =  9,9782063255, 
log  cos  72f=  9,4899824. 

Reprenons  les  formules  pr^c^dentes  : 

y  =  loga?, 

Ay  =  loge(|-|+....), 

A«y  =  log«(j^— ....). 

Nous  cherchons  ici  log  sin  9, 9  6tant  igal  k  72\  done  : 

n;=sin  f. 

D^terminons  maintenant  raccroissement  h  du  sinus,  correspon- 
dant  k  un  accroissement  de  Tangle  de  lO'. 

On  a  :  /» =  sin  (9  +  1(f)  —  sin cp; 

sin  (9  + 10*^  =  sin  9.  cos  10* +0039.  sin  lO*'. 

Mais  rare  10'  =  ^f5^||liL_-  =  o,00004  84813681....<^ 

Or,  comme  sin  x>  x —  —1 

le  sinus  de  10*  ne  diff&re  de  son  arc,  que  d'une  quantity  moindre 

(5  \*  1  X* 

— jj  ,  ou  de  moins  de  rrjj.  De  plus ,  cos  x'^  ^  ^  F* 

done  le  cosinus  de  lO'  ne  diff^re  de  I'uniti,  que  de  moins 

que  4  Ij^j  9  ou  que  d'une  unif6  du  neu?i6me  ordre.  On  peut 

done,  dans  la  valeur  de  sin  (9  -f  10^,  remplacer  cos  lO'  par  1, 
et  sin  10*"  par  arc  lO*',  et  ferire  : 

sin  (9  + 10")  ==  sin  9 + cos  9  X  arc  10"; 
done,  avec  une  approximation  de  j^ : 

AscosfXarciO'. 
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L'angle  f  est  6gal  k  72*;  done,  en  n^gligeant  h*,  on  a  : 

.        ,       cosTS^XarclO* 

Ay=loge r— —i . 

^        °  sm72* 

Or :  log  (log  e)  =  T,637  7843 

log  COS  72*=T,489  9824 

log  10*^  =  5,685  5749 
G*log  sin  72^  =  0,021  7937 

done  log  Ay  =  6,835  1353 

et  Ay  =  0,000  0068412. 

Gomme  nous  calculons  les  valeurs  de  log  sin  9,  &  7  diclmales 
cxactes,  les  valeurs  ^^  ^9  ^  ^t,  P^i*  suite,  de  A*y,  n'influenl 

plus  sur  le  r6sultat  que  nous  cherchons ;  et  la  fonction  trans- 
cendante  log  sin  f ,  dans  les  limites  indiqates ,  pent  6tre  con- 
sid^r^e  comme  une  fonction  alg6brique  du  premier  degr6, 

fonction  qui  augmentc  de  r^r  environ  pour  cbaque  10*^  d*aug- 

mentation  de  Tangle  f  • 

Pour  6tre  assure  de  Texactitude  du  dernier  r^sultat,  il  faudra 
calculer  k  8  decimates  et  former  une  progression  aritbm6tique, 
dont  le  premier  terme  est : 

log  sin  72*  =  1,978  20632.... 

et  dont  la  difference  est  684.  Eh  nous  bornant  aux  quatre  der- 
niers  cbifTres  des  logaritbmes,  la  progression  sera  : 

0632,  1316,  2000,  2684,  3368,  4052,  4736,  5420,  6104,  6788. 

Supprimant  le  dernier  cbiffre,  et  ajoutant  une  unite  du  sep- 
Home  ordre,  lorsqu'il  est  plus  grand  que  5,  nous  aurons : 

log  sin  72*0'  0*=r,978  2063 
log  sin  72»0'10''  =  1,978  2132 
log  sin  72«0'20*'  =  T,978  2200 
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log  sin  72»0'30'  =  1,978  2268 

log  sin  72»0'40*'=T,978  2337 

log  sin  72»0'50*'  =  T,978  2405 

log  sin  72*  r  0'  =  T,978  2474 

log  sin  72n'10'  =  T,978  2542 

logsin72n'20*'  =  l,978  2610 

log  sin  72n'30*  =1,978  2679 

Ge  qui  s'accorde  parfaitement  avec  les  valeurs  fournies  par  les 
tables  de  Gallet. 

229.  D^finitioD  des  diff^reDces.  —  230.  Definition  des  differences  se- 
condts.  —  231.  Definition  des  differences  d'un  ordro  quelconque.  — 
232.  Usage  des  differences  pour  la  formation  des  carr^s.  — 233.  Usage 
des  differences  pour  la  formation  deii  cubes.  —  234.  Formule  qui 
ezprime  la  difference  d'un  ordre  quelconque.  —  233.  Formule  in- 
verse, qui  ezprime  un  terme  quelconque  d'une  suite,  au  moyen  da 
premier  et  de  ses  differences  successiyes.  —  236.  La  difference  m** 
d'un  polynome  de  degre  m,  est  constante.  —  237.  Les  differences 
premieres  contiennent,  en  facteur,  I'accroissement  h  de  la  yariable; 
les  differences  secondes  contiennent  h* ;  les  differences  troisi^mes 
h*,  etc.  Expression  de  la  difference  m*'.  —  238.  Application  au  po- 
lynome du  iroisieme  degre.  ^  239.  Exemple.  ~  240.  Pour  calculer 
les  yaleurs  d'un  polynome  du  m«*«  degre,  qui  correspondent  k  des 
valeurs  entieres  de  la  variable,  il  suffit  de  connattre  celles  qui  cor- 
respondent k  m  nombres  entiers  consecutifs.  —  241 .  Differences  des 
fonctions.  —  242.  Des  tables  numeriques.  -—  243,  244.  Applications 
il  la  construction  des  tables. 

EXERCICES. 

I.  Trouver,  k  I'aide  des  difi<§rcnces ,  la  soinmc  des  carres,  la  somme  des  eo- 
bes,  etc.,  des  p  premiers  nombres  entiers. 

On  apnliQUC  la  formule  du  n»  taft ,  en  posanl  ti,=  1"  +  2"  +  3"  +  ....+p» 
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n.  Caloaler  les  Yaleun  que  prend,  pour  des  valeurs  enti&res  de  la  variable, 
le  pQlynome 

III.  Prourerque,  si  9(9)  d^gne  une  fonction  quelconque  d'une  yariable 
et  que  Ton  cousid^re  la  suite 

,     j^  *•                         A9(«)       A'®(»)        A»9(*) 
lesfractioiis  --^,      -jr^,      -^ 

ont  respectivement  pour  limites  les  d^rivies  du  premier^  second,  iroisi^me  or- 
drede  f{x).  En  conclure  que,  si  h  est  petit,  les  differences  Bont^  en  gin^ral,- 
d'autant  plus  petites  que  leur  ordre  est  plus  ^\eri. 


CHAPITRE  n. 

DE   L'lNTEUPOLATIOlV. 

S  I.  £dodc^  de  la  question. 

S48.  DEFINITION.  LMntcrpolation  consiste  k  insurer,  cntre  les 
termes  d'une  suite,  de  nouveaux  termes  assujetlis  k  la  m^ine  loi. 
Ccproblfeme  est  quelquefois  tr^s-racile,  lorsque  la  loi  des  termts 
de  la  suite  est  connue.  G'est  ainsi  que,  entrc  deux  termes  d'une 
progression,  on  pent  insurer  par  un  proc£d6  (ort  simple ,  un 
Dombre  donn6  de  moyens.  Si  Ton  consid^re ,  au  contraire,  des 
nombres  quelconques  dont  la  loi  soit  inconnue,  le  probl^me  dc 
I'interpolation  devienl  coropl^tement  ind^termin^ ;  et  pour  h*. 
r£soudre,il  faut  imposer  aux  termes  inconnusune  condition  qui 
fasse  disparattre  Tindetermination.  Gette  condition  est,  le  plus 
souvcnt,  que  les  di/firencts  d'un  certain  ordre  seront  igales  a  ziro^ 
On  en  a  vu  un  exemple  dans  la  determination  des  logarithmes 
des  nombres  non  compris  dans  la  table ;  admettre ,  en  effet , 
comme  on  le  fait,  que  Taccroissement  des  l<)garithmes  est  pro- 
portionnel  k  celui  des  nombres ,  c'est  admettre  que,  pour  des 
accroissements  ^gaux  des  nombres,  les  accroissements  des  lo- 
garithmes sont  aussi  ^gaux;  ou,  en  d'autres  termes,  que  la  dif- 
ference premiere  des  logarithmes  est  constante,  et  que,  par 
suite,  la  difference  seconde  est  nulle.  Dans  le  cas  des  logarithmes, 
les  tables  pjrmettent,  d*ailleurs,  de  verifier  qu'il  en  est  k  peu 
pres  ainsi  pour  des  accroissements  du  nombre  egaux  k  Tunite; 
et  Ton  concoit  qu*il  doit,  a  fortiori^  en  etre  de  meme  pour  des 
accroissements  plus  petits :  nous  avons  d'ailleurs  montre  (245), 
que  les  differences  secondes  des  logarithmes  diminuent  rapidc- 
inent.  Gette  loi  s'applique ,  du  reste ,  k  toutes  les  fonctions ; 
lorsque  la  variable  crolt  par  degres  egaux  de  plus  en  plus  petils, 
les  differences  de  la  fonction  diminuent  d'autant  plus  rapide- 
ment  que  leur  ordre  est  plus  eieve.  Lors  done  que,  dans  la  con- 
struction d'une  table ,  on  apercevra  que  les  differences  d'on 
certain  ord**e  deviennent  sensiblcment  nulles,  on  pourra  ad- 
mettre qu'il  en  serait  d  fortiori  de  meme  pour  des  accroisse- 
ments plus  petits : 


s 


J 
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Et  alors  le  probl^me  de  I'interpolation  peut  s'^noncer  ainsi  : 
Connaissant  les  valeurs  u«,  Ui,  Ua,....  u»  d'une  fonction,  qui  cor- 
responderU  a  des  vcUeurs  x^  x«-}*hy  x«-|-2h<..Xo-f-nhy  de  la^ 
variable;  en  admettant  que^  pour  des  accroissements  Sgaux  quel- 
conques  de  x,  les  differences  (n  + 1)"*"  de  la  fonctian  soient  egaks  d 
zero  J  trouver  ks  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent  it  une 
valeur  donnie  de  x  comprise  entre  x«  et  x,-|-nh. 

S  U.  Formules  d'interpolation. 
246.  FoRHULB  DE  NEWTON.  ReprenoDsIa  formule 

[1]     U.  =  Uo  +  llAMt+-^^-^AXH —^ -^AX 

+••••+ TTZ^ ^  ^* 

qui  a  ki€  ddmontr^  (255) . 

Supposons  que  la  derniftre  valeur  de  x ,  pour  laquelle  u  est 
connu,  soit  representee  par  a?i,  de  telle  sorte  que  Ton  ait : 


et,  par  suite ,  n  = 

la  formule  [l]  devient : 


Xj  —  d?t  , 


(Xi—XC\  (Xj  —  X^  \ 


C^)f^-.)...(^^-.+.). 

+  ••••+ 1.2.3....n  ^""^• 

Sly  dans  le  second  membre  de  cette  formule^  on  remplace  x^ 
par  la  lettre  ind^termin^e  x,  on  formera  une  fonction  f  (x), 

[3]       9  (a?J  =  t/oH ^  AuoH YT •' 

f-:^)(V>-O...C-i^'-»H-.). 
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-qni,  ividemment  prend  la  valeur  ti^  pour  x  =  Xif  c'est-iHlirc 
pour  X  =^  x^-{- fih. 

Je  dis,  de  plus,  que  si  Ton  y  donne  kxles  valeurs,  x^jX^+h^ 
x^ -f~ S^v  ^1  +  (^ —  1} A,  r  (x)  deviendra  successivemeut  u«,  tii, 
Usv««  ^n-i\  cU  comme  d'ailleurs  cette  fonction  est  un  polynome 
du  degr6  n^  dont  la  difference  n"*  est  constante  (SK),  elle  rem- 
put  toutes  Ics  conditions  imposes  par  r^nonc^,  et  die  est,  par 
^uitCf  la  solution  du  problfeme  propose. 

Faisons,  en  effet,  dans  la  fonction  7  (x), 

x  =  x.'^ph, 

^ette  valeur  pouvant  repr6senter  toutes  les  autres,  si  le  nombre 
arbitrairep  devient  successi?ement  0,  ly...n. 
On  aura : 

+ TJZ:^ ^^•^ 

-et  les  termes  suivant  disparaissent ;  car  — r— ^  devient  igal  k 

J),  et  par  suite,  chacun  des  termes,  k  partir  du  (p  +  !)■•,  con- 
tient  (p  —p)  parmi  les  facteurs  de  son  num^rateur.  Or,  le  se- 
cond membre  de  la  for  mule  [4]  est  (95S)  Texpression  de  u^;  et, 
par  suite ,  la  fonction  f  (x)  devient,  comme  nous  Tavions  an- 
nonci,  6gale  k  u^,  quand  on  fait  x:=x^  -^P^f  et  elle  remplit 
les  conditions  de  r^nonci. 

247.  Remarque  L  En  ^crivant,  comme  nous  Tavons  fait,  la 
formule  : 

,     .       ,  w(w— 1)*.      ,        n{n—l)..,(n—n+\),^ 
4^,  =  u+nAu,4--i-Y-2— AX  +  -- 12..  .n  '' 

il  faut  avoir  bien  soin  de  ne  pas  supprimer  les  facteurs  com- 
muns  aux  deux  termes  des  demiers  coefficients.  Ainsi,  pai 
•cxemple,  le  coefficient  de  A**U|  est  Tunitd ;  niais  on  doit  I'^crire: 

n(n —  l),...(n — n-^l) . 
1.2.. ,.n  • 
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h 
rateur,  un  polynome  bien  different  de  Tuniti. 


ee  qui  fournit,  par  la  sabstituiion  de  ^  ^^^  ^  «» dans  le  num6- 


248.  Remarque  II.  La  fonction  (p  {x)^  que  nous  avons  trouv6<^ 
(246),  est  le  seul  polynome  en  x^  qui  puisse  r^soudre  le  pro- 
blfeme  tel  qu'il  a  616  pos6.  En  effet,la  diflSrence  {n4-  !)"•  devant 
^tre  nuUe  d'aprte  Tune  des  conditions,  le  polynome  ne  peur 
Aroir  de  termes  de  dcgr6  plus  61eY6  que  le  n"*.  Or,  un  tel  poly- 
nome 6tant  d6sign6  par  ^  (x)^  et  devant  prendre  les  m6mes  va- 
leurs  que  7  (x)^  savoir  ii|,  Ui,  Ufl,...u»,  pour  a?  =  ^|,  Xt,  o^,.-  ^ny 
il  taut  que  la  difference  f  (fl?)  —  t  (^)  s'annule  (n  +  1)  fois ,  ou 
en  d'autres  termes,  que  I'^quation 

admette  au  moins  (n-|- 1)  racings,  x^y  Xiy  Xt-,..  a?»;  ce  qui  exige^ 
puisqu'elle  est  du  degr6  n,  que  son  premier  membre  soit  iden- 
tiquement  nul,  et  que,  par  suite,  les  fonctions  ffei^  soient  iden- 
tiques. 

> 

249.  EzEMPLB.  Nous  donneronsune  application  de  la  m6tbode 
pr^cidente.  Supposons  que  Ton  veuilie  obtenir  le  logaritbmc 
de  3,1415926536,  par  le  moyen  d'une  table  de  logarithmes 
k  dix  d6cimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus 
danscette  table,  comme  les  valeurs  donn6es  de  la  fonction  u,  les 
Qombres  comme  celles  de  x,  et  Ton  formera  le  tableau  suivant: 


3,14 
3,15 
3,16 
3.17 
3,18 

tt 

All 

A>u 

A>tt 

A«u 

0,4969296481 
0,4983105538 
0,4996870826 
0,5010592622 
0,5024277200 

0,0013809057 
0,0013765288 
0,0013721796 
0,0013678578 

—0,0000043769 
—0,0000043492 
—0,0000043218 

0,000000077 
0,000000074 

-0,0000000003 

U  difference  quatriftme  6tant  extrdmement  petite,  on  pent 
<ioiisid6rer  la  difference  cinqui6me  comme  nulle« 
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Pour  appliquer  la  formuie 

[3]  «,  =  u,  +  — jj— •  Au»+  -i j^ i-  AV 

.  (^)  (^-)  (^H .. 

+ 1^2-3 AH,. 

.  (T^)(^--')(^-')e-i^-»).. 

"'■ TUl ^"-^ 

nous  devons  faire : 

u^=      0,4969296481, 

Avo=      0,0013809057, 

A'Wo  =  —  0,0000043769, 

A»u.  =      0,0000000277, 

A*W|  =  —  0,0000000003; 

etcomme  A  =  0,01, 

a?|  =  3,14,  a?  — a?i  =  0,0015926536, 


on  obtiendra : 

^^=^=  0,15926536,     —5— =  — 0,42036732» 

A  2 

i-T =  —  0,61357821,     — ^^T =  —  0,71018366. 

Avec  ces  valeurs,  il  sera  facile  de  mettre  en  nombres  la  for- 
mule  [3],  qui  donnera : 

U«  =  log  3,1415926536  =0,4971498727. 

SttO.  FoRMULE  DE  Lagrangb.  II  oziste  une  autre  formule,  qui 
fait  connattre  approzimativement  les  valeurs  d'une  fonction  ti» 
lorsqu'on  connalt  les  yaleurs  ti«,  tii,  U|, • . .  Ur,  qu'elle  prend  pour 
des  yaleurs  x^^  Xtj  Xn^...  Xn,   de  la  variable.  Nous  supposons 
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comme  pric^demment/que  u  soil  une  fonction  rationnelle  de 
x^  du  degrg  n.  Soit  done : 

on  aura :  v « =  «  +  jSiTo + ya^o'  +  •  •  •  +  V-^"" * 

Wj  =  a  +pa:i  +Ya?i*+  •  •  •  +  H^t*. 


et  Ton  pourrait  determiner  «>  p,  y  •  • '  ^f  ^^  r^solvant  ces  Equa- 
tions, qui  sent  du  premier  degr£;  mais  on  se  dispense  de  ectte 
resolution,  en  posant : 

ti. =X|W|+X4iii4-Xiu,4- . . .  +  X„u„. 

X|y  X4,  Xs, . . .  X»y  sont  des  fonctions  deo?,  assujetties  aux  con- 
ditions suivantes : 

Poar  07=^1 ;  Xi,  Xt, ...  X.,  doivent  s*annuler  et  X|  devenir 
egal  k  Ynmi6; 

Pour  x  =  Xi:  X^,  X^....  X.,  doivent  s'annuler,  et  Xi  devenir 
^galirunitfi; 

Pour  x=Xi:  Xg,  Xi,  Xs,. ..  X.,  doivent  s'annuler,  et  Xi  de- 
venir 6gal  k  I'unite. 

Pour  x=iXn:  X|,  Xi, ...  X,-i,  doivent  s'annuler  et  X»  devc- 
«'ir  egal  k  I'unite. 

II  est  evident,  en  effet,  que,  d'apr^s  ces  conditions,  u,  devien- 
dra egal  2t  u«,  ui, . . .  u»  pour  les  vaieurs  x^,  Xi,..  x^de  x. 

Or,  X«  s'annulant  pour  les  vaieurs  Xu  x^y...  de  x^  on  peut 
poser: 

Xt  =  At  («— aJi)(«— a^)-..  (a?— a?J; 
Alo.  sp.  B.  16 
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et  comme,  pour  x=x^^  on  doit  avoir  X,  =  1,  on  posera 


en  sorte  qae 


A,  = I ; 

(a?i — Xi){Xi — Xt)...  (a?,  — rr,)' 

^  (x  —  Xj)  (x — a?a) . . ,  (a?  —  Xn) 

• ""  (a?i  —  a?i)  (aJb  —  a?i) . . .  (iCb — a;«) ' 


On  trouYera  de  mftme : 

Y  Qc — x^)  (x  •—  x^) ...  (a?  '^  Xn) 

* ""  (a^— iPf)  (a?i  —  a^  • . .  (a?i  —  a?,)' 

Y  _  (a?— a?i)(a; — a^Q  (a? — a^i)...  (a;  — a?,) 

■""         {Xi  —  X.){x^—Xt)...{Xi'-X^)       ^ 

et  ainsi  de  suite :  la  formule  cherchte  est  done : 

_       (a?— a?i)(a?— gj). .  .(a?— ar^)     ,        (a?— a?e)  (a?"-a?i) . . .  (a?— a;«> 
^•""^*  ^a?,— a?i)(a?|— a?«)...(a:,— a;^  "^  ^*  (^— a?a)(a?i— a^...(a^-^C> 

I        (a?— age)(a?  — a?t)...(a? — a?«,i) 
Car. — ^a?,)  (a?„ — a?i). . .  (a?, — ^a^-i)* 


S  III.  Application  de  la  m^lhode  d'interpolation  iila  repr^sentatioa  eiact» 
d*une  foDCilon  eati^re  f(x)^  du  degr6  m,  dont  oa  coanatt  les  valears  ti,, 
ui,  lily...  ttM>  conrespondantea  aux  yaleurs  de  x^^  x^-^h^.^x^-^-rnhd^ 
la  variable. 


251.  REPRfeENTATTON  d'onb  fonction  ENTiiRS.  La  fofinule 
dUnterpolation  [3J,  d6monlr6e  (246),  a  pour  but  de  former  une 
fonction  entifere,  de  degr£  m,  qui*  pour  les  valeurs  x^^x^+hy 
. .  •  a?i  -|-fnA  de  x,  prenne  les  valeurs  t^,  tii, . . .  fi».  Or,  deux  fonc- 
(ions  entiftres,  de  degr6  m,  ne  peuvent  6tre  ^gales  pour  («r>+l) 
valeurs  de  la  variable,  sans  6tre  complitement  identiques;  car, 
sans  cela,  en  les  ^galant,  on  formerait  une  Equation,  de  degri  m» 
admettant  (m-JhU  i*acines.  La  fonc'lion  f(x)t  indiqute  dan» 
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r^nonc^,  est  done  idenlique  k  la  formule  fournie  par  la  m6- 
ihode  d'interpolatioD ;  et  Ton  a : 

[A]      r(a?)  =  t^.+  ^^^AUo+— ^72^^ ^AX+... 

^  1.2...m  ® 

282.  LmiTES  DES  RAQfiES  d'une  iSquation  f{x)  =  0.  On  con- 
clut  de  cetle  formule  que,  si  les  quanlit^s  u^,  Auq  . .  •  A"*t£o, 

sent  positives,  en  donnant  &  a?  une  valeur  telle  que  — r— % 

f — r-*"- 1  )> •••  (  "7  *— m+l) soient desquantit^s positives, 

c'cst-Ji-dire  en  faisant  x  plus  grand  que  x^-^irn — 1)/»,  /"(a?)  sera 
positif.  On  pent  m6me  ajouter  qu'&  partir  de  la  valeur  X'=Xo 
+  (^  —  l)h,  tous  les  termes  qui  composenl  le  second  membre 
de  la  formule  [A]  augmentent  avec  x,  et  que,  par  suite,  il  en  est 
de  mime  de  fix).  II  r6sulte  6videmment  de  Ih  que  aj^  +  (m—  \)h 
est  une  limite  sup^rieure  des  racines  positives  de  I'^quatioii 
f{x)==0;  et  les  solutions  de  I'^quation  doivent  6tre  cherch^cs 
parmi  les  nombres  inf^rieurs  k  cette  limite. 

De  mime,  si  Ton  donne  k  x  une  valeur  x^  telle  que  les  quan- 
tit^s  t»„  At£g,  AHi^, .  • .  A"Uo  soient  alternativement  positives  et  ne- 
gatives, a;,  est  une  limite  inf^rieure  des  racines  *.  car,  pour  toute 
valeur  de  x  inf6rieure  k  a:,,  chacun  des  termes  de  f[x)  devenant 
positif,  f{x)  ne  pent  plus  devenir  nulie. 

r£sim:£. 

2lo.  Bat  de  rinterpolation  :  Condition  arbitraire  que  Ton  s'impose.  — 
246.  Fonnole  dMnterpolation  de  Ne\7tOD,  applicable  k  une  fonction 
dont  on  connatl  les  valeurs  pour  des  valeurs  ^quidistantes  de  la  va- 
riable. —  247.  Remarque.  — -  248.  La  fonction  trouv^e  est  le  seul 
polynome,  entier  en  cd,  qui  puisse  satisfaire  aux  conditions  deman- 
d^es.  —  249.  Application  k  un  ezemple.  —  280.  Formule  dlnterpo- 
lation  de  Lagrange.— 2tf I.  Application  de  la  m6thode  dlnterpolation 
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k  la  representation  ezacte  d^uce  fonction  entiere,  de  degr6  m.  doot 
on  connatt  les  valeurs  correspondant  &  (m+^)  valeurs  ^quidistantes 
de  la  variable.  —  282.  limites  des  racines  d'nne  Equation  f{x)=zO. 


EXERGIGES. 

■ 

L  On  a  obseryd  une  plan^te,  et  les  ascensions  droites  ont  M  trouT^. 
Le  12  Janvier  12^  3(f  (>•  3'  25*,21, 

19  janyier  9^    C  0*  1'  28',04,' 

20  Janvier  9^  17'  0»  2'  26',67, 
24  Janvier               8^    1'           — <>•  C  58',3. 

Trouver,  par  interpolation,  Pascension  droite  du  22  janrier  k  midi. 

II.  Les  donates  restant  les  m6mes,  trouver  le  jour  et  Theure  pour  letquali 
Tascension  droite  a  ^t^  nuUe. 


CHAPITRE  III. 

RESOLUTION  DES  EOUATION8  NUMERIQUES. 

S  I.  separation  des  racines. 

2tt3.  Op]£rations  pri^liminairss.  Pour  r^soudre  une  Equation 
num^rique,  ii  conyient  d*appliquer  d'abord  la  in6lhode  des 
racines  commensurables,  et  de  supprimer  les  facteurs  qui  cor- 
respondent k  ces  racines.  On  doit  ensuite  appliquer  k  I'^quation 
la  ro6tbode  expos^e  au  livre  III^  chapitre  m»  pour  la  decom- 
poser, s'il  y  a  lieu,  en  plusieurs  autres  qui  n*aient  plus  que  des 
racines  simples.  La  premiere  de  ces  operations  n'a  d'autre  but 
que  de  rendre  les  calculs  plus  simples.  La  seconde  est  indispen- 
sable; elle  nous  permettra  d'affirmer,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que,  s'il  eiiste  une  racine  a,  deux  uombres  (a — h\  (a  +  /^%qui 
la comprennenty  etant  substituesdansrequation,  doivent  donner 
des  resultats  de  signes  contraires,  quand  h  et  h'  sont  suffisam- 
inent  petits.  II  suffit  evidemment  pour  cela  qu'il  n*y  ait  aucune 
racine,  autre  que  a,  comprise  entre  (a — h)  et  (a+^')- 

Enfln,  ayant  de  commencer  Tapplicalion  de  la  meihode  de 
recberche  que  nous  allons  exposer,  il  sera  bon  de  fixer,  par 
Tapplication  des  regies  demontr^es  (208  etsuiv.},unelimitesu- 
perieure  des  racines  positives  etune  limite  inKrieure  des  racines 
negatives  que  pent  avoir  I'equation  proposee. 

2S4.  SuBSTiTirnoN  de  nombres  entiers  coNsftcuTirs.  Apres 
avoir  execute  les  operations  preiiminaires  dont  nous  venons  de 
parler,  et  dont,  je  le  repete,  celle  qui  est  relative  aux  racines 
egales  est  seule  indispensable,  on  substituera,  dans  le  premier 
membre  de  Tequation  proposee,  les  nombres  entiers  consecutifs : 
—...,  —  4,  —  3,  —2,  —  1,  0,  +  1,  -|-  2,  +  3,  +  4  . . . ,  compris 
entre  les  limites  des  racines.  Gette  substitution  se  Tera,  comme 
il  a  ete  explique  (239),  par  la  methode  des  difTerences :  c'est- 
&-dire  que  Ton  calculera  directement  un  noinbre  de  valeurs 
consecutives  egales  au  degre  m  de  reqnation,  et  Ton  en  deduira 
leurs  differences  jusqu'k  celle  de  Tordre  (m  —  I).  Puis,  en  se 
fondant  sur  ce  que  la  difference  de  I'ordrc  m  est  constante  on 
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pourra  calculer,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  les 
valeurs  des  differences  successives,  et  par  suite  celles  du  pre- 
mier membre,  correspondantes  aux  .autres  valeurs  de  la  va- 
riable. II  risulte  de  la  ioi  m^me  qui  preside  k  la  formation  de 
ce  tableau,  qu*en  faisant  crottre  x,  on  arrivera  k  rendre  la  fonc- 
tion  et  ses  diCKrences  toutes  positives;  et  qu'en  donnant  k  x  des 
valeurs  d^croissantes,  on  finira  par  rendre  la  fonction  et  toutes 
ses  differences  alternativement  positives  et  negatives.  On  s'arr6- 
tera,  dans  les  deux  sens,  lorsque  ces  conditions  se  trouveront 
rdalisSes;  car  aucune  substitution  ultdrieure  do  nombres  entier 
ne  pourra,  evidemment,  modifier  les  signes. 

Si  les  r^sultats  de  la  substitution  des  nombres  entiers  dans  le 
premier  membre  ne  sont  pas  tons  de  mdme  signe,  il  arrivera, 
une  ou  plusieurs  fois,  que  deux  r^sultats  cons6cutifs  soient  de 
signes  contraires;  et  nous  pourrons  affirmer,  qu'entre  les  nom- 
bres entiers  correspondants  il  cxiste  une  racine  ou  un  nombre 
impair  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervallcs,  dans  lesquels  Texistence  des  ra* 
cines  rtelies  devient  ainsi  manifeste,  est  pr^cisement  6gal  au 
nombre  des  racines  que  le  theor^me  dc  Descartes  permet  de 
supposer,  les  racines 5on(f^par(lej ,-c'est-ii-dire  que  Ton  est  assure 
(Favoir,  pourchacune  d'elles,  deux  nombres  qui  la  comprennent 
et  qui  n'en  comprennent  pas  d'autres. 

Mais  il  s*arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  cesintervalles 
soit  moindreque  le  nombre  des  racines  possibles;  et,  en  par- 
ticulier,  si  les  nombres  entiers,  substitu^s  dans  le  premier  mem- 
bre, donnent  tons  des  rteultats  dc  m6mes  signes,  on  doit  rester 
dans  le  doute,  et  recourir  k  de  nouvelles  substitutions.  Mais  ces 
substitutions  ne  doivent  6tre  faites  que  dans  des  intervalles 
choisis,  od  elles  pr^sentent  quelque  chance  de  succds.  Voici 
comment  on  deierminera  ces  intervalles. 

2SS.  Choix  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  fairs  de 
NOUVELLES  SUBSTITUTIONS.  Apr^s  avoir  obtenu  les  r^sultats  de  la 
substitution  des  nombres  entiers  dans  le  premier  membre  de 
requation  propos^e,  on  portera  sur  une  lignc  droite,  k  partir 
d'une  origine  0,  des  longueurs  proportionnelles  aux  valeurs  1, 
2,  3,...,  attribu6esk  I'inconnue  x,  et,  en  sens  oppose,  des  lon« 
gueurs  destinees  k  representer  les  valeurs  negatives  —  1.  — 2, 


DES  DlFFfiRENCES. 


S47 


—  3,...;  pais,  par  rextr6mit^  de  cbacune  de  ces  longueurs,  on 
<6l6?era  (sans  7  apporter  aucune  precision)  une  perpendiculaire 
fepr^sentant  la  valeur  correspondante  du  premier  membra  de 
r^quation  proposes,  cette  perpendiculaire  £tant  port^e  dans  un 
sens  ou  dans  Tautre,  suivant  que  ia  valeur  est  positive  ou  ne- 
gative. II  est  Evident  que,  si  Ton  procidaitde  lam6me  mani^re, 
non  plus  seulement  pour  les  valeurs  enti^res,  mais  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x^  le  lieu  des  extrSmit^s  des  perpendi- 
culaires  serait  une  courbe;  et  les  intersections  de  cette  courbe 
avec  la  droite,  sur  laquelle  on  porte .  les  d?,  ferait  connattre  les 
racines ;  car  elies  correspond raient  k  la  valeur  de  x  pour  laquelle^ 
le  premier  membre  de  T^quation  s'annulant,  il  faut  porter  une 
perpendiculaire  nuUe  au-dessus  de  Taxe.  Les  valeurs  particu- 
Hires  du  premier  membre,  que  nous  avons  obtenues,  font  con- 
naltre  des  points  de  cette  courbe,  et  permettent  de  se  faire  i  peu 
prbs  une  id^e  de  sa  fonoe,  et  d'en  conclure,  par  consequent, 
les  intervalles  dans  lesquels  I'exislence  des  racines  est  pco- 
bable,  et  oil  il  convient  de  les  cbercher  par  des  substitutions 

nouvelles. 

Sly  par  exemple,  en  substituant  &  a?  les  valeurs  0,  1,2,  3,  4^ 
h,  6,  on  trouve  pour  le  premier  membre  d'une  Equation,  les  va- 
iears 

1,50,  I  0,86,  I  0.08,  I  0,15,  |  1,25,  |  3,  |  4, 

les  points  correspondants,  qu'il  faudra  construire,  sont  places  k 
pea  pr^s  comme  il  suit : 


111 


09 


8 


Et  Ton  coD(^it  que»  si  la  courbe  qui  les  r^unit  coupe  Taxe 
des  x,  ce  doit  6tre  entre  les  points  2  et  3.  Cependant  nous  ne 
somrnes  nuUement  en  droU  d'affirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n'y  ail  pas  de  racines ;  il  pourrait  mdme,  h  la  rigueur, 
en  exister  entre  5  et  6  (intervalle  oil  Tinspection  des  r^sultats 
precedents  n*en  ferait  certainement  pas  presumer).  II  suffirait 
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que  la  courbe  inconnue,  qui  r^unit  nos  diff^rents  points,  f&t 
suffisamment  contourn6e. 

S56.  Tn^ORfeHE.  II  existe  cependant  un  thtorfeme,  qui  assigne 
une  limite  aux  irr6gularit6s  que  peu?ent  presenter  ies  courbes 
analogues  k  celles  dont  il  vient  d'etre  question. 

Si  T Equation  proposie  est  de  degri  m,  une  parallHe  a  la  ligne,  sur 
laquelle  onporte  Ies  vaUurs  de  x,  ne  peut^  dans  aricun  cas^  rencontrer 
la  courbe  en  plus  de  m  points, 

Soity  en  efifet,  d  la  distance  de  cette  parallMe  k  la  ligne  des  x; 
clle  rencontrera  la  courbe  pr^cisiment  aux  points  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  x^  pour  lesquelles  le  premier  membra 
est  6gal  k  d.  Or,  en  £ga1ant  le  premier  membre  k  un  nombre 
donn^i  on  obtient  une  Equation  de  degr6  m,  qui  ne  pent  avoir 
plus  de  m  racines.  J'ajoute  que  souvent  I'application  du  th^o- 
vhme  de  Descartes  k  cette  Equation  donuera  une  limite  plus 
petite  encore. 

Si  Ton  revient  k  I'exemple  propose  dans  le  chapitre  pr^c^- 
dent,  on  voit  que  I'existence  d'une  racine,  comprise  entre  5  et  6, 
exigerait  que  la  courbe  pAt  6lre  couple  enlre  quatre  points  au 
moins  par  une  parall61e  k  la  ligne  des  x^  et  que,  par  suite,  1*6- 
quation,  obtenue  en  ^galant  le  premier  membre  k  un  nombre  d, 
pilt  avoir  quatre  racines  positives. 

857.   SuBSTTTUTtON   DE   NOMBRES  ^QUmiSTANTS  d'UN  DBLliME. 

Lorsque  Tinspection  des  r^sultats  obtenus  aura  indiqu6  Ies  in- 
tervalleSy  dans  lesquels  on  presume  Fexistence  des  racines,  on 
devra  substituer,  dans  ces  intervalles^  des  nombres  ^quidistants 
d*un  dixi&me;  et  il  arrivera,  le  plus  souvent,  que  ces  sub- 
stitutions montreront  assez  nettement  la  forme  de  la  courbe, 
pour  qu*on  apergoive  avec  certitude  Ies  limites  qui  comprennent 
Ies  racines,  ou  que  Ton  acquifere  la  conviction  qu*il  n'en  existe 
l>as.  Nous  n*avons  rien  k  ajouter  sur  la  roani^re  de  tirer  parti 
de  ces  rteultats  nouveaux  :  il  faudrait  r6p6ter,  mot  pour  mot, 
ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  substitution  des  nombres 
entiers. 

Pour  calculer  Ies  r6sultats  de  la  substitution  des  nombres,  de 
dixi6mes  en  dixiimes,  il  faudra  procMer  comme  pour  celle 
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des  nombres  entiers  :  calculer  d'abord  un  nombre  de  r^suUats 
cons^cutifs  6gal  au  degr6  de  F^quation,  former  les  diffigrences 
qui  en  rSsultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivanles  par 
de  simples  additions. 

'  S  II.  fitade  sp^ciale  du  cas  oh  T^quation  est  du  troisi^me  degr6. 

288.    SiMPLlFrCATION  RELATIVE  A  CETTE  l^QUATION.  Soit  UH  pO- 

lynome  du  troisi&me  degr6 

Supposons  que  Ton  ait  subslilu6  des  nombres  6quidistants 
dont  la  difference  soit  A;  on  connaft  la  valeur  de  la  fonction  <p(a?) 
pour  une  certaine  valeur  x=x^  de  la  variable,  el  Ton  a  form6, 
de  plus,  A^(a;|),  A*<p(a?^),  A'(p(a?,).  Nous  aliens  donner  un  moyen 
simple  de  calculer  les  differences  qui  correspondraient  k  un 
accroissement  dix  fois  moindre,  et  que  nous  representerons  par 
5<p(a:o),  «'?(a?o),  S*<p(a?0.  On  a  : 

Pour  former  A'(p(a?J,  il  faut  prendre  la  difference  du  second 
membre,  c'est-k-dire  son  accroissement  quand  on  y  change  x^ 
en  (»!  -}-  h) ;  on  aura 

or,  9(aro)  est  du  second  degr6,  /(a?o)  du  premier  et  ffTix^  est 
(X)nstant ;  on  a  done  : 

done,  en  substituant,  il  vient : 

[2]  A  Va^o)  =  hy{x.) + hYix^j. 
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On  IrouTcra  de  mtrne : 

AVx.)=A»[T'(a;,+A)-<p''(a;.)]+ft»[9*(a5.+A)-<p-(x.)]; 
«u,  d'apr&s  cc  qui  pricMe, 

[3]  A'y(a;,)=ftV(a%). 

Ainsi  done : 

[1]  A^(a^) = ;.?'  {X,)  +  ^  f'ix,)  +  ^  y-(x.). 

[2]       ^Yx,)=hy(x,)+hY(x,), 

[3]  A«p(x,)=A't'(x,). 

Si,  dans  ces  formules,  onremplace  A.  par  jrt  on  aura : 

A  rinspection  de  ces  formules,  on  voit  que,  connaissant  les  va- 
leurs  des  differences  A,  on  formera  imm^diatement  ^f(a?«),  qui 
est  la  miili^me  parlie  de  ^\{x^).  $'<p(a?«)  se  compose  de  deux 
termes  dont  le  second  est  pr6cis6ment  ^^{x^)  que  Ton  vient  de 
former,  et  le  premier  est  la  centiftme  partie  de  la  difference 
A*(p(a?i) — A*9(a:|),  c'est-ii-dire  de  la  difference  qui  pr^cMe  ^\(x^) 
dans  la  s^rie  des  A^.  Enfin  ^x^)  se  compose  de  trois  termes;  les 
deux  derniers  sont  connus.  L'un  est  la  sixidme  parlie  de  ^r(ar,); 

trautre  est  la  moiti^  de  —  f^x^^  c'est-4i-dire  d'un  terme  d6ja 

•calcuie  pour  former  S^.  Quant  au  troisi&me  terme  -rr  f '(^t) »  on 
<aemarquera  qu'il  est  la  dixiime  parlie  de  V(^«)>  ^^  que  Ton  a  : 
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Le  second  meinbre  se  compose  de  trois  termes  connus,  et  on  le 
calculera  facilement. 
En  r6sum6 : 

^V^i)  est  la  millifeme  partie  de  ^*<f(x^); 

^^?(^f)  est  la  somme  de  $V^i)  et  de  la  centi&me  partie  du 
terme  qui  pr^cdde  ^\{x^)  dans  la  s^rie  des  A^ ; 

^(x^)  se  compose  de  la  sixi^me  partie  de  ^?(a?o),  de  la  moiti6 
du  terme  calculi  pour  obtenir  3^9(a7|)  et  de  la  dixi^me  partie  de 
Texpression 

dent  les  trois  termes  sont  connus. 

259.  Application  de  la  m^thode  pr^c^dente.  Gonsid^rons 
r^quation 

Si  nous  subslituons  k  x  les  valeurs  —  1,  0,  + 1*  nous  trouvons, 
pour  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13|  7,  1, 
dont  les  differences  premieres  sont  —  6,  —6,  et  la  difference 
seconde  0.  Quant  k  la  difference  troisi^me,  on  sait  (236)  qu'elle 
esl  egalejk  6.  Nous  formerons  done  le  tableau  suivant : 


X 

y 

Ay 

A^t/ 

A»y 

6 

6 

—1 

13 

—6 

0 

6 

0 

7 

-6 

6 

I 

1 

6 
6 

nous  en  d^duirons^  par  des  additions  siiccessives,  la  table  des 
laleurs  de  A*y,  Ay,  y,  que  j'inscris  dans  un  nouveau  tableau, 
afin  que  Ton  apergoive  mieux,  dans  le  precedent,  les  risultats 
qui  servent  de  base  k  tuus  les  autres. 
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X 

y 

Ay 

A'fy 

A»y 

—  4 

—29 

30 

—  18 

6 

—  3 

1 

12 

—  12 

6 

—  2 

13 

0 

—  6 

6 

—  1 

13 

—  6 

0 

6 

0 

7 

—  6 

6 

6 

1 

1 

0 

12 

6 

2 

1 

12 

18 

3 

13 

30 

4 

43 

5 

—4 


■*■■? 


-3  -2   -1 


3 


A  rinspection  des  yaleurs  de  y,  on  voil  qu'il  exisle  une  racine 

negative  comprise  entre 
—  3  et  — 4;  et,  comme  la 
'  r^gle  de  Descartes  apprend  j 
qu'il  n'en  existe  qo'une,  il 
n'y  a  pas  lieu  d'en  cher- 
3         cher  d*autres. 

I 

Quant  aux  racines  posi- 
tives, 11  peut  en  exister 
deux ;  mais  pour  les  d^cou- 
vrir,  nous  devons  recourir 
k  de  nouvelles  substitutions. 
Si  nous  repr^sentons  gra- 
phiquement  les  r6sultats 
obtenus,  nous  obtenons  b 
^  figure  ci-contre. 

La  courbe,  qui  r^unit  ces 
points,  ne  devant  6tre  cou- 
ple qu*eu  trois  points  pai 
une  parallftle  h  la  ligne  des 
X,  ne  peut  ^vldemment  couper  cette  ligne  qu'entre  Its  points 
1  ct  2;  c'est  done  entre  x=l  eta?  =2,  que  nous  devons  sub* 
stituer  des  valeurs  distantes  de  0,1. 

Nous  Savons  que,  pour  0?=  1,  le  premier  nombre,  que  nous 
d^signons  par  y,  est  lui-m^me  6gal  Ji  1 ;  on  a,  de  plus,  pour  des 
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accroissenients  de  x  Ugaux  k  TunitS,  Ay=rO,  A'i/=12,  A'y=6. 
Uaccroissemcnt  devenant  6gal  h  r^t  nous  trouverons  (258) : 

S»y= 0,006,     S»y=  0,066,     Sy=— 0,369; 
et  nous  pourrons,  d*apr6s  ces  valeurs,  former  le  tableau  suivanl : 


X 

y 

sy 

^y 

S»y 

1 

1 

—0,369 

0,066 

0,006 

1,1 

0,631 

-0,303 

0,072 

0,006 

1,2 

0,328 

—0,231 

0,078 

0,006 

1.3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,006  ' 

1,^ 

—0,056 

—0,069 

0,090 

0,006 

1,5 

—0,125 

0,021 

0,096 

(^006 

1,6 

—0,104 

0,117 

0,102 

0,006 

1,7 

+0,013 

0,219 

0,108 

0,006 

1,8 

0,232 

0,327 

0,114 

1,9 

0,559 

0,4(1 1 

2 

1 

l^ 


On  Yoit,  k  rinspection  de  ce  tableau^  que  y  change  de  signe, 
quand  x  passe  de  la  yalcur  1 ,3  it  la  valeur  1,4  et  de  la  yaieur  1 ,6 
4  1,7.  li  y  a  done  deux  racines  positives*  dont  les  valeurs,  k  un 
dixi^me  prds,  sont  1,3  et  1,6. 

260.  Galcul  DES  RAQNEs  A  MOiNS  DE  0,01.  Pour  obteniF  une 
plus  grande  approximation,  il  faudra  substituer  k  x  des  valeurs 
distantes  de  0,01,  entre  1,3  et  1,4,  et  entre  1,6  et  1,7.  Ges  substi- 
tutions se  feront,  comme  les  pr£c£dentes,  au  moyen  des  diffe- 
rences. On  commencera  par  remarquer  que,  pour  a;  =1,3,  on 
a  y= 0,097;  h  partir  de  cette  valeur,  les  differences  relatives  k 
on  accroissement  de  x  ^gal  k  0,1,  sont,  comme  on  le  voit  par  le 
tableau  precedent : 

i      y  =  0,097,     Ay  ==—0,153,    A*y=  0,084,    A*y  =  0,006. 

.    Pour  en  diduire  les  valeurs  des  differences  relatives  k  un  acr 
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croissement  de  x  tgeX  k  0,01,  nous  appliquerons  les  formoles 
donn^es  plus  haul;  et  nous  trouverons : 

^•?(^.) = Tub  X  ^Y^)  =  0,000006, 
^^{Xo)  =  0,000006  -f  Tio  X  0>078  =  0,000786, 
3<p  (0^  =  0,000001 +  0,00039-f-ji(— 0,153— 0,039  — 0,001) 
=  0,018909; 

et,  comme  on  a,  d'ailleurs,  pour  a?=l,3,  y=0,097,  on  peui 
former  le  tableau  suivant : 

X 


i,3 

1,31 

1,32 

1,33 

1,34 

1,35 

1,36 

1,37 

1,38 

1,39 

1,4 


0,097000 

0,078091 

0,059968 

0,042637 

0,026104 

0,010375 

—0,004544 

—0,018647 

—0,031928 

—0,044381 

—0,056000 


Ay 

A«y 

A«y 

—0,018909 

0,000786 

0,000006 

-0,018123 

0,000792 

id. 

—0,017331 

0,000798 

id. 

—0,016533 

0,000804 

id. 

—0,015729 

0,000810 

id. 

—0,014919 

0,000816 

id. 

—0,014103 

0,000822 

id. 

—0,013281 

0,000828 

id. 

-0,012453 

0,000834 

-0,011619 

On  calculera,  au  moyen  des  mfimes  formules,  les  valeurs  de 
Ay,  AV»  A'y»  QUI  correspondent  Ji  des  accroissemenis  de  x  tgaxa 
k  0,01,  k  partir  de  la  valeur  «=  1,6;  et  Ton  formera  le  tableau 
suivant : 


X 

y 

Ay 

A«y 

AH/ 

1,6 

—0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

—0,096719 

0,008247 

0,000972 

id. 

1,62 

-0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

—  0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,65 

—0,057875 

0,012171 

0,000996 

id. 

1,66 

-0,045704 

0,013167 

0,001002 

id. 

1,67 

—0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1,68 

-0,018368 

0,015177 

0,001014 

1,69 

-0,003191 

0,016191 

1,7 

+0,013000 
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On  Yoit,  d'aprfts  ces  tableaux,  que  les  deux  racines  sont  com- 
prises, Tuneentre  1,35  et  1,36,  I'autre  entre  1,69  et  1,70.  Pour 
calculer  la  plus  grande,  h  un  milli^me  pr&s,  11  faut  substituer,. 
entre  1,69  el  1,70,  des  valeurs  distantes  d'un  milli&me.  Gesya- 
leurs,  calcul^es  par  le  m6me  proc6d6  que  les  pr^c^dentes,  rteul- 
tent  du  tableau  suivant : 


9 

y 

Ay 

Ahf 

Ahf 

1,69 

—0,003191000 

0,001573371 

0,000010146 

0,000000006 

1,691 

-0,001617629 

0,001583517 

0,000010152 

id. 

1,692 

-0,000034112 

0,001593669 

0,000010158 

id. 

1,693 

+0,001559557 

0,001603827 

0,000010164 

id. 

1,694 

0,003163384 

0,001613991 

0,000010170 

id. 

1,695 

0,004777375 

0,001624161 

0,000010176 

id. 

1,696 

0,006401536 

0,001634337 

0,000010182 

id. 

1,697 

0,008035873 

0,001644519 

0,000010188 

id. 

1,698 

0,009680392 

0,001654707 

0,000010194 

1,699 

0,011335099 

0,001664901 

1,70 

0,013000000 

On  Toit  que  y  change  de  signe,  lorsque  x  passe  de  la  valeur 
1,692  JL  1,693.  Laracine  est  done,  h  un  milli^me  pr^s,  £gale  h 

1,692. 

261.  Emploi  dune  proportion  pour  obtenir  la  RACINE.  Les 
tableaux  pr^cidents  permettent  de  pousser  rapproximation  plus 
loin  encore.  Remarquons  en  effet,  que,  dans  le  dernier  de  ces 
tableaux,  la  difference  seconde  est  extr^mement  petite.  On  peul 
done,  sans  erreur  sensible,  la  consid^rer  comme  nulle,  et  admet- 
tre,  par  suite,  que  les  accroissements  de  y  soient  proportionnels- 
h  ceux  de  x.  Nous  pourrons  alors  obtenir  la  valeur  de  a?,  pour 
laquelle  y  est  nul,  en  proc6dant  comme  on  le  fait  dans  Teniploi 
des  tables  de  logarithmes.  Nous  dirons : 

Lorsque  0?  augmente  de  0,001,  et  passe  de  la  valeur  1,692  ji 
la  valeur  1,Q93,  la  variation  de  y  est  0,001593669.  Pour  que  la 
variation  de  y  soit  0,0000341 12,  c*est-ii-dire  pour  que  y  devienne 
z^rOy  il  faut  done  que  la  variation  S  de  orsatisfasse  la  proportion 


d*oti  ron  d^duit  : 


i= 


g  _  0,000034112. 
0,001  "^0,001593669* 

0,001593669     ' 
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en  sorte   que  la   racine  est  6gale,   approiimativementy  k 

1,6920214. 

On  doit  observer  que  la  difKrence  secondey-que  nous  avons  . 
oonsid^r^c  comme  nuHe,  itant,  en  r6alit4,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001,  peu  I  influer  sur  le  septi^me  des  chiffres  d£cimaux; 
et  ii  n'y  a,  par  consequent,  aucune  ralson  pour  le  consid^rer 
comme  exact. 

On  doit  done  consid^rer  la  racine  comme  igale  k  1,692021. 

262.  Autre  appucation.  Dans  Texemple  pr6c6denf,  la  deter- 
mination des  intervalles,  dans  lesquels  il  convenait  d'effectuer 
de  nouvelles  substitutions,  n'a  presents  aucune  difficult^.  Mai- 
heureusement  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi.  Nous  en  citerons  un 
exemple. 

yz=9aj»—24a^+ 16a?  — 0,001  =  0.  ' 

Si  nous  substituons  il  x  les  valeurs  —  1,  0,  1,  nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  y,  —49,001,  —0,001,  0,999, 
dont  les  difl%rences  sont  49,  1,  et  la  difference  seconde  -^48. 
Quant  h  la  difference  troisieme,  elle  est  (236)  egale  k  54. 

Nous  pouvons,  d'aprds  cela,  former  le  tableau  suivant : 


X 

y 

Ay 

A*y 

—1 

—49,001 

49 

—48 

0 

—  0,001 

1 

6 

1 

+  0,999 

7 

60 

2 

7,999 

67 

114 

3 

74,9S9 

181 

4 

255,999 

54 
54 
54 


si  Ton  represente  ces  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu'on  Ta 
indlque  (255),  on  volt  clairement  qu'il  eiiste  une  racine  entre 
rr=0  et  0?=  1 ;  mais  rlen  ne  fait  pressentir  qu*il  y  en  ait  d'au- 
Ires,  et  ne  porte  k  essayer  de  nouvelles  substitutions.  Si,  cepen- 
dant,  on  substitue  les  valeurs  distantes  de  0,1  entre  a;=l  et 
a;= 2,  on  trouve  que  les  valeurs  des  differences,  relatives  kx=^l 
et  k  un  accroissement  de  x  egal  k  0,1,  sont  Ay =—0,461, 
A'y=0,ll4,  A*y  =  0,054;  06  qui  permet  de  former  le  tableau 
suivant: 
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X 


1 
1,1 

1»3 
1,4 

1,6 

1,7 
1,8 

1,9 
2 


0,999 
0.538 
0,191 
0,012 
0,055 
0,374 
1,023 
2,056 
3,527 
5,490 
7,999 


Ay 

A«y 

A«y 

—0,461 

0,114 

0,054 

—0,347 

0,168 

id. 

—0,179 

0,222 

Id. 

+0,043 

0,276 

•  id. 

0,319 

0,330 

id. 

0,649 

0,384 

id. 

1,033 

0,438 

id. 

1,471 

0,492 

id. 

1,963 

0,546 

2,509 

En  rcpr^sentant  graphlquement  les  r^sultats  qui  y  sont  conle- 
nus,  Ton  voit  clairement  que  la  courbe,  qui  passe  par  les  points 
obtenus,  ne  peut  couper  la  ligne  des  x  qu*entrc  le  point  1,3  et 
le  point  1,4.  Substituons  done,  entre  ces  deux  valeurs,  des  va- 
leurs  de  x  dislantes  de  0,01 :  ces  valeurs  se  calculeront,  comme 
les  pr^c^dentes,  en  formant  d*abord,  par  les  formules  (258),  les 
valeurs  de  Ay,  A'y,  el  A'y  qui  correspondent  2i  a;=  1,3,  el  ^  des 
accroissements  de  la  variable  ^gaux  ii  0,0 1 :  nous  formerons  ainsi 
le  tableau  suivant : 


X 

y 

^y 

A*y 

A«y 

1,3 

+0,012000 

-0,006501 

0,002274 

0,000054 

1,31 

+0,005419 

-0,004307 

0,002328 

id. 

1,32 

+  0,001112 

-0,001979 

0,002382 

id. 

1,33 

—0,000867 

+0,000403 

0,002436 

id. 

1,34 

-0,000464 

0,002839 

0,002490 

id. 

1,35 

+0,002375 

0,005329 

0,002544 

id. 

1,3d 

+  0,007704 

0,007873 

0,002598 

id. 

1,37 

+0,015577 

0,010471 

0,002652 

id. 

1,38 

i-0,026048 

0,013123 

0,002706 

1,39 

+0,039171 

0,015829 

1,4 

+0,055000 

Co  tableau  prouve  que  Tune  des  racines  est  comprise  cntre  1,33 
et  1,33,  Taulre  entre  1,34  et  1,35. 

Alg.  sp.  B.  17 
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S  III.  M^thode  de  Newton. 

263.  Ezposii  iiE  LA  M^THODE.  L^rsque  Ton  consid&re  une  fonc- 
lion  dans  un  intervalle  tr6s-peu  considerable,  on  pent  presque 
toujours,  sans  erreur  sensible,  regarder  ses  accroissements 
comme  proportionnels  k  ceux  de  la  variable,  et  les  repr6senter 
par  le  produit  de  la  d^rlY^e  de  la  fonction  par  raccroissement 
mime  de  la  variable.  L'erreur,  commise  dans  cette  substitution^ 
sera  d'autant  moindre,  que  Ton  prendra  des  accroissements 
plus  petits.  Gette  remarque  s'applique  k  toutes  les  fonctions» 
mais  nous  la  d^velopperons  seulement  ici  sur  les  fonctions  alg6« 
briques  entiferes,  pour  I'appliquer  k  la  resolution  des  Equations 
consideries  dans  ce  cbapitre. 

Soienl 

[1]  F(a?)  =  0, 

une  equation  algebrique,  et  a  une  valeur  approchee  d'une  ra- 
cincy  dont  nous  designerons  par  (a  +  h)  la  valeur  exacte;  ou 
aura  evidemment : 

[2]  F(a  +  /i)  =  0, 

ou 

[3]    V{a)-\-F{a)h+r(a)^  +  ....+V^(a)  ^J^'^^^^^O 

oTy  en  negligeant  les  termes  qui  contiennent  h  k  une  puissance 
plus  eievee  que  la  premi&re,  on  a,  avec  luie  approximation 
d'autant  plus  grande  que  h  est  plus  petit : 

P(a+/i)=F(a)+F(a)A; 

requation  [3]  devient  done  : 

P(a)+F'(a)A=0; 

et  Ton  en  d6duit  r  h=— ^p^ ; 

la  valeur  approchee  de  la  racine  est,  par  consequent  r 

F(SJ 
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En  d^signant  cette  valeur  par  6,  et  appliquant  de  nonveau  le 
'mfime  proc6d£,  on  trouvera  une  valeur  plus  approchte  encore 

et,  en  r^p^tant  cette  operation  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtien- 
dra  rapidement  une  tr^grs^nde  approximation. 

II  est  impossible  d'indiquer,  d'une  mani^re  g^n^rale,  et  ind6- 
pendamment  de  tout  exemple  particulier,  la  rapidity  avec  la* 
quelle  croissent  les  approximations;  mais,  dans  chaque  cas,  on 
s'en  forme  facilement  une  id^e  en  proc^dant  comme  nous  allons 
le  faire  dans  I'exemple  suivant. 

864.  Appucation.  Exemple  I.  Reprenons  ['Equation  (259) : 

P(a?)=a?»— 7a?+7=:0; 

nous  avons  trouv^  que  Tune  de  ses  racines  est,  k  0,001  prfes, 
6gale  ii  1,692;  si  nous  la  d^signons  par  1,692  4-^,  ou,  pour 
abr^ger  par  (a+A),  h  sera  plus  petit  que  0,001]  et  nous  au- 
rons: 

P(a+/i)=F(a)  +  AF(a)  +  ^F»  +  ^.r(a)=0; 
par  suite : 

F(a)      1.2  r(a)      1.2.3F'(a)* 

Or,  pour  a=  1,692,  les  coefficients  de  h*  et  de  h*  sont,  I'un  plus 
petit  que  3,2,  Tautre  moindre  que  Tunit^ ;  en  sorte  que  le  second 
et  le  troisi^me  terme  du  second  membre  sont  moindres,  I'un 
que  0,0000032,  Tautre  que  0,000000001:  nous  avons  done,  h 
4  millianUmes  jn-bs, 

Or  on  a,  d*apr6s  le  tableau  (860),  pour  x=  1 ,692 =a: 

F(a)=— 0,000034112; 
d'ailleurs  V{a) = 3a" — 7 = + 1 ,588592 ; 

^      0,000034112      ^^^^^„,,„„ 
d^>^^  ^=    0,588592    =Q>QQQQ^^^73, 
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Hais,  d'aprfes  le  risultat  que  nous  Tenons  d*obtenir,  la  yalcur 
x=lfi9%  6tait  exacte,  non-seulement  jusqu*&  0,001,  mais  en- 
core h  0,0001  pr&s,  puisque  la  quatrifeme  d^cimale  est  un  z6ro; 
de  plus,  d*apr^s  le  m^me  r6sultat,  potir  a?  =1,6920,  FcrreurA 

est  moindre  que  0,000025,  ou  t^qqq  ;  done,  le  nombre  oblcnu 

est  approch£  h  moins  de  r^ ;  et  la  valeur  de  x  est,  avec  8  d^- 
cimales, 

0?=  1,6920  2147. 

^ous  avons  done  une  nouvelle  valeur  approch^e  de  la  racine 

1,6920  2147  =  6; 

repr^sentons  sa  valeur  exacte  par^ 

1,69202147+A'  =  6+-A'; 
nous  auroDS : 

0=P(6+A')=F(6)+AT(6)+^.r(6)+^r(6); 

aou  /*—      j.^^^       2'F'ib)      2.3  r  {by 

Or  h'  est  plus  petit  que  rrjj;  par  suite,  h'*  est  moindre  que 

rrr^'y  SOU  Coefficient,  d'ailleurs,  est  moindre  que  3,2.  D'un  autre 

c6ld,  h'*  est  plus  petit  que  r^,  et  son  coefficient  est  moindre 
que  Tunit^.  Done  si  Ton  prend 

Terreur  commise  sera  de  Ford  re —j^,.  Get  exemplc  suffit  pour 

donner  une  id^e  de  la  rapidity  des  approximations,  et  pour 
niontrer  comment  on  doit  lappr^cier  dans  cbaque  cas. 
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fi6S.  ExEHPLE  II.  Soit  donn^c  T^quatiou : 

F(a?)=a;'— 2a?— 5=0. 
La  premiere  d^riv^e  sera 

F(a;)  =  3j;'  — 2; 
ety  par  suite,  le  terme  de  correction  : 

F'(a?)"~         3a?«— 2    • 

PREBoiRE  APPROXIMATION.  On  (rouve  imm^diatement,  que  la 
racine  r^elle  de  T^quatioD  est  comprise  entre  2,0  et  2,1. 

Posons  done  a=8,l ;  et  partons  de  cette  valeur  pour  trouver 
la  racine  x  avec  plus  d'exactitude.  En  remplagant  x  par  2,1, 
dans  les  fonctions  ¥(x)  et  F'(a;)y  nous  aurons : 

F  (a)  =  0,061 
et  F'(a)  =  11,23; 

done  A=—yi-^=— 0,0543, 

et,  par  suite,  b = 2,095. 

Deuxi£me  approximation.  Partant  de  cette  nouvelle  valeur  ap« 
proch^e  de  la  racine,  nous  aurons  d'abord : 

6=2,095, 

6*=4,389, 

6*=9,195; 

done  F(6)  =  0,005    et    F(6)  =  l  1,167; 

i  0,005  r.  ^^/M  . « 

et  c=6  +  /ii=2,094  552. 

L*erreur  In  £tant  moindre  que  t^  ,  et  les  coefficients  de  h^^ 
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et  V  6tanty  le  premier  environ  -^  le  second  — ,  il  s'ensuit  que 

Terreur  de  la  nouvelle  valeur  de  x  sera  plus  petite  que  rrj?- 

Troisi&me  approximation.  Posons  maintenant  a?=  2,094  552; 
comme  Terreur  de  c  est  moindre  que  j^  et  que,  de  plus,  les 
coefficients  de  V  et  de  h^*  restent  k  tr6s-pea  pr6s  les  rodmes, 
nous  pourrons  compter  sur  une  approximation  de  j^^. 
On  a  d'abord : 

c«=  4,387148  080704, 

c*=  9,189109  786734; 
done  FW=  0,000005  786734, 

et  F' (0  =  11,161444  242112, 

ce  qui  donne : 

P(c)  0,000005  786734  ^  aaaa/v^  ..,«^r« 

^  =  -{^=-11,161444...         =-0.000000  518458, 

et  d=c+/i,  =  2,094551  481542, 

cxacle  &  moins  de  ^,. 

QUATRliME   APPROXIMATION.   Pour  pOUSSCf   CUCOrC    plUS   lOlH 

Tapproximation  de  la  racine,  posons : 

0?=  2,094551  481542; 
nous  aurons,  pour  les  puissances  de  x  ou  de  d: 

(P  =  4,387145  908829  787166  697764, 
et  (i*  =  9,189102  963080  354769  507339; 

et,  par  consequent, 

F(d)  =— 0,000000  000003  645230  49?661, 
F(rf)=    11,16143^  726489  3615.... 
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Done,  la  valeur  de  /i,  sera : 

.   _      V(d]___  .    0,0.. .3  645230  492661 
•~      F^d)"""^  11,161437  726489  36...* 

ou  A, =  +  0,000000  000000  326591  482386: 

on  a  done  pour  la  nouTelle  valeur : 

07  =  2,094551  481542  326591  482386, 

Taleur  exacte  k  moins  de  j^.  Un  nouveau  caleul  donnerait  la 
racine,  k  moins  de  — ;;• 

266.  Representation  graphique  de  la  m^hode  de  Newton. 
La  m^thode  d'approximation ,  que  nous  venons  d'exposer,  peut 
SB  reprgsenter  graphiquement  d'une  mani^re  trfes-simple,  que 
nous  eroyons  devoir  indiquer  ici,  quoiqu'elle  exige  des  notions 
de  gtom^trie  analytique. 

La  recherche  des  raeines  r£elles  de  T^quation  f{(c)=0  revienl 
k  celle  des  points  od  la  eourbe,  qui  a  pour  Equation  yz=zf[x)^ 
eoape  Taxe  des  x.  En  d^signant  par  a  une  valeur  approch^e  dc 
la  racine,  et  par  f{a)  la  valeur  eorrespondante  de  y,  I'^quatioii 
de  la  tangente  k  la  eourbe  y=f{x)^  au  point  dont  les  coordon- 
ii^es  sont  a  et  /'(a),  est : 

y-f(a)=r{a){X'^a). 

Gette  tangente  coupe  Taxe  des  x  en  un  point  dont  Tabseisse  x 
€st  £videmment 

c'esl-i-dire  pr£cis£ment  6gale  k  la  valeur  foumie  par  la  m6- 

thode  de  Nev^ton. 

D'aprfes  cela,  la  m6thode  de  Newton 
iquivaut  k  la  construction  suivante : 

Ayant  la  position  approch^e,  P,  du 
point  0  ot  une  eourbe  coupe  Taxe  des 
Xy  pour  en  obtenir  une  autre  plus  ap- 
prochie  encore,  on  m^ne,  au  point  M  de  la  eourbe  qui  se  pro- 
jette  en  P,  une  tangente  HT;  et  le  point  T  est,  m  giniral,  beau- 
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coup  plus  pr6s  que  P  de  rintersection  cherch6e.  En  r6p6tant  la 
ip£ine  construction,  on  obtiendra  un  nouveau  point  T'  encore 
plus  rapproch^  que  le  pr6c6dent ;  et  ainsi  de  suite. 

II  pent  arriver,  cependant,  qu'en  appliquant  la  m6thode  de 
Newton,  on  obtienne  une  valeur  de  la  racine  moins  approch^e 
que  celle  que  Ton  a  d^jk :  et  il  importe,  pour  op^rer  avec  certi- 
tude, d'entourer  la  m6thode  de  quelques  precautions  indispen- 
sables. 

267.  CaS  qui  P£UY£NT  SB  presenter  dans  I.*APPLtCATI0N  DE 

LA  M^THODE.  Supposons  que  Ton  ait  trouv6  deux  nombres,  a,  b, 
(a<6),  qui  comprenuent  une  racine,  et  une  seule,  de  T^qua- 
tion  /•(a?)=0;  de  telle  sorte  que  f(a)  cl  f(b)  soient  de  signes 
contraires.  Supposons,  en  outre,  que  ces  deux  nombres  a,  6, 
soient  assez  rapproch^s,  pour  que,  x  variant  depuis  a  jusqu'k  b, 
t'{x)  et  f{x)  ne  changent  pas  de  signe.  Puisque  f{x)  conserve 
son  signe,  f{x)  est  constamment  croissant  ou  constamment  Ak- 
croissant;  et,  puisque /*'(a?)  conserve  le  sien,  f{x)  est  6galement 
toujours  croissant  ou  toujours  d^croissant.  En  d'autres  termes, 
Tordonn^e  de  la  courbe  y  =  f{x)  va  toujours  en  augmentant  ou 
toujours  en  diminuant;  et  Tangle,  que  la  tangente  k  la  courbe 
fait  avec  Taxe  des  a?,  varie  aussi  toujours  dans  le  m^me  sens. 
D'aprfes  cela,  quatre  cas  peuvent  se  presenter.  Si  /*(a)>0,  on 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


Fig.  4. 
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ft  /*(*)< 0;  par  suite,  f{x)  diminue,  et  f{x)  est  constamment 
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i)igatif.  La  courbe  affecte  alors  Tune  des  deux  premieres  formes  : 
savoir,  la  premiere,  si  f(x)  est  constamment  positif,  et  la 
deuxi^me,  si  f{x)  est  constamment  n^gatif. 

Si,  au  contraire,  f{a)  est  n6gatif,  on  a  /*(6)>0;  par  suite, 
f{x)  est  constamment  positif:  et  la  courbe  aflecte  alors  Tune  des 
deux  demi&res  formes  :  la  troisi^me,  si  f  (x)  est  positif,  et  la 
quatri^me,  si  f(x)  est  n^gatif. 

968.  HoYEN  d*op£rer  avec  CERirruDE.  Gela  pos^,  il  est  Evi- 
dent que,  pour  avoir  avec  certitude  une  valeur  de  x  plus  ap- 
proch6e  que  Tune  des  limites  a,  6,  qui  la  comprennent,  il  faut, 
dans  le  premier  cas  (fig.  1),  mcner  la  tangente  au  point  A,  qui 
correspond  k  la  limite  inf^rieure  a,  c*est-^-dire,  poser 

il  faut,  dans  le  second  cas,  mcner  la  tangente  au  point  B,  qui 
correspond  k  la  limite  sup^rieure  6,  et  poser 

II  faut  de  m£me  appliquer  la  formule  [2]  dans  le  troisi^me  cus, 
et  la  formule  [1]  dans  le  quatri&mc. 

On  remarque  d*ailleurs  que,  dans  le  premier  et  le  quatri^me 
cas,  oil  Ton  doit  appliquer  la  formule  [I],  f{a)  tif{a)  sont  de 
m6me  signe,  tandis  que  f{h)  et  f{p)  sont  de  signes  contraires; 
et  que,  dans  le  second  et  le  troisi&me,  oji  Ton  doit  appliquer  la 
formule  [2],  f{h)  et  ("{b)  sont  aussi  de  m6me  signe,  tandis  que 
f[a)  et  f{a)  sont  de  signes  contraires.  On  conclut  de  \k  cette 
r^gle  gin^rale  : 

Lorsque  Von  connattra  deux  limites^  a,  b,  qui  comprmnent  une 
Mule  racine  de  Fiquation  f  (x}  =  0,  et  qui  en  sont  ainsi,  chacune^ 
unetMxZeur  approchie,  sices  deux  limites  sont  assez  rapprocMes pour 
9ue,  X  variant  de  a  a  b,  f  (x)  et  f  (x)  ne  puissent  changer  de  signe, 
on  prendra  la  formule 
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et  Von  y  remplacera  z  par  celU  des  deux  Itmites  qui  rendra  f  (z)  et 
r(z)  de  mime  signe. 

Le  risuUat  sera  une  valeur  de  x  plus  approfihie  que  la  limite  dora 
on  se  sera  servi.  En  substituant  cette  valeur  dans  la  mime  formule, 
on  obtiendra  une  nouvdle  valeur  encore  plus  approcfUe;  et  ainsi  de 
suite. 

869.  Emploi  sniULTAN^  de  la  hjbthode  de  Newton  et  de  l  v 
ifti^THODE  des  parties  proportiqnneli^s.  11  cst  facile  de  voir,  que 
la  m^lhode  des  parties  proportionnelles  (261)  donnerait  pour 
valeur  approch^e  a;  =  OK,  K  6(ant  le  point  ou  la  corde  AB  ren- 
contre I'axe  des  x.  Gar  on  a,  dans  cbacune  des  figures, 

ar  =  OP  +  PK,    eta?  =  OQ— QK, 
ou  a?  =  o+PK,       eta?=6  — QK, 

et  I'on  voit  que  : 

PK=PQX-rn^fin;,  etQK=PQX      ^® 


AP+BQ'  "'  ^'"       ^^  AP  +  BQ' 

c'est-4-dire  que  les  accroissements  PK  el  QK  sont  j)roportion- 
nels  aux  variations  des  ordonn6es. 

On  remarque,  d'ailleurs,  que  si  la  mithode  de  Newton  donne 
une  valeur  trop  petite  pour  rr,  la  m^lhode  des  parties  propor- 
tionnelles donne  une  valeur  trop  grande,  et  vice  versa.  Par  con- 
sequent, la  valeur  exacte  de  x  est  comprise  entre  les  deux;  et 
rerreur  commise  est  moindre  que  leur  difference. 

^65.  Operations  pr^liminaires  k  eiecnter,  quand  on  vent  resoadre  one 
Equation  numdrique.  —  2S4.  Substitution  de  nombres  entiers  conse* 
cutifs.  ^  266,  Choiz  des  intervalles  dans  lesquels  on  doit  faire  de 
nouvelles  substitutions.  —  253.  Th^or^me  qui  limite  les  irr^gulari- 
t^s  que  peut  presenter  la  courbe  dont  on  fait  usage.  —  2IS7.  Substi- 
tution de  nombres  ^quidistants  d'un  dixidme.  —  2S8.  Simplifica- 
tion des  calculs  dans  le  cas  oCi  I'^quation  est  do  troisi^me  dcgre.  — 
2K9.  Application  k  un  ezemple.  Calcul  des  racines  k  0,1  pr^. — 
260.  Calcul  k  0,01  pr^s.  —  261.  Emploi  d'une  proportion  analogue  k 
^aU')  dont  on  fait  usage  dans  la  th^orie  deslogariihmes.— 262.Exem- 


DCS  DIFF£RENGES.  267 

pie  d'una  Equation  k  laqnelle  les  regies  pr^c^dentes  s'appliqaent  mal. 
—  263.  M^thode  de  Newton.  —  264,  26S.  Applications  k  deux 
€xeinple8.  —  266.  Representation  graphiqne  de  la  m6ihode.  — 
267,268.  Rectification  de  la  m^thode,  qui  permet  d'op^rer  avec  cer- 
titode.  —  269.  Emploi  simnltan^  de  la  m^thode  de  Newton  et  de  la 
m^thode  des  parties  proportionnelles. 

EXERCICES. 

I.  Determiner  la  racine  r^elle  de  T^quation 

«»-2«-5=0. 
On  trouYB  :  «  =  2,09455. 

U.  Determiner  la  lacine  r^elle  de  r^quation 

«'— 5»— 3=0. 
Ontrouve:  «= 2,4908. 

m.  Determiner  les  racines  r^elles  de  requation 

«»— 2««— 13«»  +  39a!»-20«+4  =  0, 
On  b'ouye  «=-  4,00317. 

lY.  Determiner  les  racines  reelles  de  requation 

«>— 8a;*  — 6»+9  =  0. 
OntrouTe  aPi=8,577,      05^=3,5577,      «3=— 3,2438. 

V.  Determiner  les  racines  reelles  de  ^equation 

«^  — 8«  — 1  =  0. 
OntrouTe:       «,=2,88879,      «3  =  — 2,7639,      «»=— 0,12609. 

VI.  Partager  une  demi-sph^re,  de  rayon  1,  en  deux  parties  equiyalentes,  par 
nn  plan  parall^le  k  la  l>ase. 

Ed  designant  par  c  la  distance  du  plan  parall^le  au  centi-e^  on  trouve  . 

a:^  — 3a; +  1=0. 


CIIAPITRE  lY. 

RESOLUTION  DES  EQUATIONS  TRANSCENDANTES. 

270.  But  de  ce  chapitre.  Nous  nous  bornerons  k  (raiter,  dans 
ce  cliapitre,  quclques  Equations  transcendantes,  choisies  parmi 
celles  que  Ton  renconlre  dansles  applications  des  sciences  ma- 
Ih^matiqueSy  et  qui  nous  perinettront  d'exposer,  d*une  mani^rr 
compl&le,  les  melhodes  auxquelles  les  g^om^tres  oat  le  plub 
souvent  recours  pour  leur  resolution. 

S  I.  Application  dela  th^orie  des  differences  h  la  resolution  des  ^nations 

transcendantes. 

271.  M^THODE  DE  RESOLUTION.  La  m^lhodc,  que  nous  appli- 
quons  aux  deux  exemples  qui  vont  suivre,  estlr6s-fr£quenfiment 
employee;  elle  consisle  h  substituer  dans  T^quation  propos^e 
des  nombres  ^quidistants,  absolument  comme  dans  le  cas  d'une 
equation  algibrique.  Lorsque  Ton  a  trouvd  deux  substitutions 
qui  donnent,  dans  le  premier  membre,  des  r^sultats  de  signes 
contraires,  on  conclut  qu*il  existe  une  racine  entre  les  valeurs 
correspondantesde  x;  et  dans  Tintervalle  on  substitue  des  nom- 
bres plus  rapproch^s,  qui  permettent  de  resserrer  la  racine  entre 
deux  limites  nouvelles  et  plus  etroiles.  Cela  fait,  on  consid^re  le 
tableau  qui  comprend  :  1*  les  valeurs  attributes  k  Tinconnue; 
2<*  les  valeurs  correspondantes  du  premier  membre  de  T^qua- 
tion ;  3*"  les  differences  des  divers  ordres  qui  s'en  deduisent.  S'il 
arrive  que  les  differences  d'un  certain  ordre,  du  troisieme  par 
exemple,  soient  negligeables,  on  en  conclut  que  la  fonction  peul 
etre  remplacee,  sans  erreur  sensible,  dans  I'intervalle  consid^r^, 
par  une  fonction  algebrique  (du  second  degre,  si  la  diffi^reacc 
iroisieme  est  conslderee  comme  hulle).  La  tbeorie  de  Tinterpo- 
lation  fera  connaltre  cette  fonction;  et,  en  la  substituantau pre- 
mier membre  de  requation,  on  aura  ramene  le  probieme  k  la 
resolution  d'une  equation  du  second  degre. 

Si  les  differences  du  second  ordre  etaient  negligeables,  on 
ramenerait  requation  k  une  equation  du  premier  degre ;  et  la 
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m^tbode  reviendrait  k  remploi  des  parties  proporlionnelles, 
doni  on  fait  usagc^  dans  un  cas  analogue,  en  se  servant  des 
tables  de  logaritlimes. 

272.  ExEMPLE  I.  Soil  donn6e  I'^qualion 

c*—tf^=  5,284a?, 

iquation  qui  se  presentCy  en  micaniquey  dans  Vitude  de  la  chatnette. 

.  Nous  voyons  que  celte  Equa- 
tion ne  change  pas,  lorsqu'on 
rem  place  x  par  ( — x);  par  con- 
sequent, k  chaque  racine  corres- 
pond une  autre  racine  Egale, 
mais  de  signe  contraire. 

Pour  mieux  Etudier  cette  Equa- 
tion/posons  : 

r/  =  e* — r^,     et    y  =  5,284a:; 

nous  aurons  alors  les  equations 
de  deux  lignes,  dont  les  points 
d'intersection  out  pour  abscis- 
ses les  racines  de  TEquation. 

La  premifere  de  ces  deux  ligncs  A  A'  est  une  courbe  transcen- 
ddnte,  n'ayant  qu'une  seule  branche  inflnie  dans  les  deux  sens. 
Gette  branche,  qui  a  pour  asymptotes  les  lignes  logarithmiques 
dont  les  Equations  sont : 

a?  =  logy    et    — aj=logy, 

passe  par  Torigine  des  coordonnEes,  qui  est,  en  mEme  temps, 
5on  centre. 

La  seconde  de  ces  deux  lignes  BB'  est  une  droite  qui  passe 
^galement  par  rx)rigine. 

Gomme  les  deux  lignes  passent  par  Torigine,  Tequation  est 
vEriflce  par  a?^=  0.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  n'ont 
qu'une  seule  intersection  du  c6tE  dc3  x  positifs ;  par  consEquent, 
I'^quation  a  une  racine  positive  que  nous  aliens  dEterniiner. 

Mcttons  d'abord  I'Eqiiation  sous  la  forme, 


ii,  =  e*—  e-*— 5,208407  =  0 ; 
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et  chercbons  les  yaleurs  que  prend  cette  fonction  pour  des 
valeurs  entiSres  de  la  variable  x.  Nous  aurons  : 


x  =  Oj 

6-=     1, 

er-=l, 

u,  =  0; 

x=l. 

e«=    2,718. 

er*  =  0,368, 

t/|  =  —  2,934; 

a?  =  2, 

6-=    7,389, 

«-•=  0,135, 

ti,  =  — 3,314; 

a?  =  3, 

«■  =  20,086, 

c—  =  0,050. 

li,  =  + 4,184. 

La  racine  est  done  comprise  entre  2  et  3. 
Si  maintenant  nous  cbercbons  les  valeurs  de  u,  correspon- 
dant&d;  =  2j5,  a?  =  2,6, 07=2,7...,  nous  aurons: 


X  =  2,5, 

X  =  2,6, 
X  =  2,7, 


u  =  — 1,1096; 
w  =  — 0,3489; 
u  =  +  0,5447 ; 


et  la  racine  est  comprise  entre  2,6  et  2,7. 

En  partageant  cet  intervalle  en  dix  parties  igales,  et  en  cal- 
culant  les  valeurs  interm^diaires  de  u  avec  leurs  differences, 
nous  aurons  le  tableau  suivant : 


X 

u 

2,64 

-^0,00792 

2,65 

+  0,08079 

2,66 

+  0,17090 

2,67 

+  0,26243 

2,68 

+  0,35541 

2,69 

+  0,44984 

Au 


8871 
9011 
9153 
9298 
9443 


A»u 


140 
142 
145 
145 


Les  differences  du  second  ordre  6tant  peu  diff^rentes,  la  foDc- 
tion  u«,  prise  entre  x  =  2,64  e{x  =  2,65,  pent  £tre  consider^ 
comme  une  fonction  alg^brique  du  second  degr6.  Onappliqaera 
done  la  formule  d'interpolation  de  Nekton, 

.X — a?i .       ,   In?— ajj/a? — x%      ,\  At. 

dans  laquelle  on  devra  poser:         a?o  =  2,64  h=0,0\, 

tio=— 0,00792,     Aw,  =  0,08871,     AX  =  0,00140. 
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Comme  fl?— o?!  esl  la  correction  k  faire  k  la  valeur  approch^e- 

x%. — r— ^  sera  le  nombre  de  centifemes  de  cette  correction. 

Done,  en  nommant  x  le  nombre  de  centi^mes  qae  Ton  doit 
ajouter  k  2,64  pour  former  la  rncinc,  on  a  : 

«•  =  w»  +  «^Wo  +  ^   i"^  ^W^ 
et  Ug  devant  6tre  nul,  on  en  d6duit : 

rn  ^^_  t/p     if(g— i)AX  ' 

'•  ■*  "^      Awo  1.2     '  Auo* 

Pour  r^soudre  cette  Equation  du  second  degriy  on  pent  pro- 
filer de  ce  que  z  est  ti*&s-petit,  pour  nSgliger  d'abord  le  second 
terme  du  second  membre^  et  prendre  comme  premiere  ap- 
proximation : 

jy=— ^=0,0892797. 

Puis  remplacant  z  par  cette  valeur  dans  le  second  membre  de- 
r6quation[l],  on  trouve  plus  exactement : 

:5  =0,089921; 

par  suite,  la  valeur  de  x  est : 

aj  =  ±  2,64089921. 

275.  ExEMPLE  IL  R^soudre  Tiquation 

[1]  a  sin*j?  =  sin  {x —  g), 

Equation  importante  qui  se  prisente  dans  le  calcul  des  orbites  des 
planites.  Soient  donnas  : 

log  a  =  0,5997582, 

et  g=13»40'5",0I. 

Comme  nos  tables  ordinaires  ne  donnent  pas  les  valeurs  de^ 
sinus  naturels,  mais  celles  de  leurs  logarithmes,  nous  prendrons 
les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres  de  TSquation ;  ce 
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qui  da  reste  sLmpIifiera  beaucoup  le  calcuK  L*6quation  se  pre* 
sentera  alors  sous  la  forme 

log  a  -f-  4  log  sin  aj= log  sin  (x — 5), 
ou 

[2]       tt,  =  loga  -|-  4  log  sin  rp  —  log  sin  {x — g)  =  0. 

Pour  obtcnir  une  premiere  valeur  approch6e  de  x,  posons 
d'abord : 

nous  aurons :     ,        log  sin  x =T,3734 

4  lop:  sin  a?  =  3,4936 
log  a  =0,5998 
el  CMogsin(a? — q) — 10  =  00 

done  t4*=4roo. 

De  la  m6me  mani^re,  nous  (rouverons  pour  a;  =  14®: 

logsiniC  =  T,3837 

4  logsina;=:  3,5348 
log  a  =  0,5998 
et  CMogsin  (a? w-^)  — 10  =  2,2371 

done  w,  =  -1-0,37 17. 

De  cette  diminution  rapide  de  la  fonction  Ug,  nous  pouvons 
conclure,  avee  quelque  probability,  que  la  valeur  x=  14*  est 
tr^s-rapproch^e  de  Tune  des  racines  de  I'^quation. 

En  efTet,  on  trouve  par  des  substitutions  directes  : 

a?  =14*20',  w^  =  + 0,1096, 

x  =  I  km',  u,  =  +  0,0322, 

a?=  14«40',  u.=  —  0,0277. 

La  racine  est  done  comprise  entre  14*30'  et  14*40'. 
Parlageant  cet  intervalle  en  deux  parties  6gales,  on  aura : 

pour  0?  =  1 4035',        u.  =  +  0,0005 . 

Par  eons6quent  la  racine  est  comprise  entre  14*35'  et  14*40'; 
el  elle  est  trte-pr6s  du  premier  de  ces  deux  nombres. 
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Pour  obtenir  une  valeur  plus  approchie  de  a?,  cherchons,  k 
7  d^cimaleSy  les  valeurs  de  la  fonction  u«  correspoudant  aux 
▼aleurs  de  x,  de  dix  en  dix  secondes,  depuis  x=-  14*35';  et 
formons  le  tableau  suivant,  apr^s  avoir  pris  les  differences 
successives : 


A*u 


X 

u 

Au 

14*35' 

+  0,0004870 

0,0009924 

14«35'10'' 

—  0,0005054 

—  0,0009884 

lk^^b'2(f 

—  0,0014938 

—  0,0009844 

14«35'30'' 

—  0,0024782 

—0,0009805 

14*35'40' 

—0,0034587 

—  0,0000040 

—  0,0000040 
—0,0000039 


On  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x  ^quidistantes  et  assez 
voisines,  les  differences  secondes  de  la  fonction  u^  sont  h  peu 
prfes  egales;  done  le  premier  membre  del'^quation  propos^e, 
dans  les  llmites  restreintes  que  nous  lui  avons  trac6es,  pout  etre 
C0Dsider6  comme  une  fonction  alg6brique  du  second  degre. 

En  proc£dant  comme  dans  le  cas  precedent,  on  trouve : 

0  =  ti«  +  « .  Awi  +  ^^^^^' A»w«; 

et  en  subslituant  les  valeurs  de  Uq,  Au,  et  A't^  contenues  dans  le 
tableau,  savoir : 

Mo  =  +  0,000  4870, 

AM|=— 0,000  9924, 

A*M»=+ 0,000  0040, 


nous  aurons  : 


ou 


0  =  +  4870  —  99242?  +  20  (z*  —  z). 
^•— 497,2^  +  243,5  =  0; 


et,  en  prenant  la  plus  petite  racine  de  cette  Equation  du  second 
degri  (la  plus  grande  surpasserait  596),  on  a  : 

*  =  0,4902267... 

Dans  ce  calcul,  nous  avons  pris  pour  unite  d'intervaUe  Tare  de 
Alg.  sp.  B.  18 
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dix  MCODdes;  la  correction  sera  donc  =  4',902,  et  la  rado^ 
i  lactc  aui  milli^ines  de  secondes,  est  : 

X  =  I4«35V,902. 

Si  nous  vonlons  verifier  ce  r6sultat,  nous  troaverons : 


X  —  g  =  54'59",892, 
lo^8inx  =  T,401  07445 

41og  sinx=  3,604  2978 

log  a  =  0.599  7582 

ct        Olng8in(ag — <y)— 10=1,795  9440 
done                               t/,=  0; 

le  r^sullat  obtenu  est  exact. 

Mais  r^quation  [1]  6tant  une  Equation  transcendante,  ontn 
cclte  premiere  racine  rdelle,  il  peul  y  en  avoir  encore  nne  (» 
plusieurs  autres,  ou  mdme  une  infinite. 

Ed  effel,  lorsqu'on  continue  lea  recherches,  on  trouve  cdcop 
sur  la  premi&re  circonf^rence  du  cerclCy  trois  autres  racines 


X,  =    32»  2'28'', 

T2  =  137»27'59', 

X3=  193*  Vis"; 

de  plus,  it  chacune  de  ces  quatre  valeurs  de  x,  corrcsponden 
une  infinite  d'aulres,  positives  ou  negatives,  et  qui  sonl  toulei 
comprises  dans  Texprcssion  g6i)^rale 

a?  -f  &  X  360S 

A'  ^tantun  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  n^gatif* 

%  II.  R^solotion  des  Equations  transcendanles  par  la  m6lboda 

des  substitutions  successives. 

874.  If^THODE    DES  SUBSTITUTIONS  SUCCESSIVES.   La   Dl^thodc. 

que  nous  appliquerons  k  I'exemple  qui  vasuivre,  est  d'un  emp)^' 
tr6s-commode  dans  tons  Ics  cas  oix  la  nature  du  probl^me  per' 
met  de  I'adopler.  Voici,  d'abord ,  d'une  mani&re  ginSrale,  1« 
luincipe  sur  lequel  elle  repose. 
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line  Equation  (mise,  comme  on  voit,  sous  une  forme  particu^ 
li^re) ;  et  supposons  que  Ton  ait  frouv6  une  valeur  approch^e  a 
de  sa  racine  ;  on  aura,  par  suite^  approximativement : 

soit  b  cette  valeur;  en  Fadoptant,  on  trouvera  : 

soit  e  cette  troisi^me  yaleur;  on  en  d^duira  : 

a?=(p(c)  =  d, 

el  la  s^rie  des  nombres  a,  b,  c,d...,qui  pcut  se  continuer  ind£- 
Gniment,  convergera,  quelquefois,tr6s-rapideraent  verslavSri- 
lable  racine. 

Pour  apprficier  la  rapidity  de  cette  convergence ,  nommons 
(a+  /i)  la  valeur  exacle  de  la  racine;  nous  aurons  : 

a+/i  =  <p(a  +  /i). 
Or,  la  fracUon  y(o+ft)-?(a) 

difffere  peu  de  la  d6riv6e <p' (a).  On  a  done,  en  d6signant  cette 

, ,  fraction  par  <?'  (a)  + « : 

J- 

'^-  <p(a  +  /i)  =  V  (o)  +  9  (a) +^; 

done  a-f-^  =  /icp'(a) +9  (a)  +  /i*5 

et,  par  suite,        {a  +  h)—<f  (a)  =  /i<p'  (a)  +fu ; 

Terreur  commise,  en  prenant  9  (a)  pour  racine,  est  done,  h  trfes- 

i>^  peu  prds,  A<p'  (a),  c'est-k-dire  le  produit  de  Terreur  pr6c6dente 

h  par  <p'  (a).  On  voit  que  Terreur  diminue,  si  9'  (a)  est  moindre 

que  1 ;  dans  le  cas  coutraire,  la  m^thode  n'est  pas  applicable. 

lett 

jec      27d.  ExEMPLB.  Determiner  les  racirus  r^elles  de  I'^quation 
ira'  ■-:=  =  329476. 
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II  est  Evident  que  celte  Equation  ne  peut  pas  ayoir  de  racines 
negatives,  parce  que,  pour  un  x  nigatir,  le  radical  deTiendrait 
imaginaire;  nous  n'avons  done  qnk  nous  occuper  de  la  re- 
cherche des  racines  positives. 

Le  calcul  deviendra  plus  simple,  si  nous  prenons  les  loga- 
rithmes  vulgaires  des  deux  membres;  I'^quation  devient  alors : 


[1] 


a?  =  iloga?4-5j5178238...; 


elle  est  ainsi  sous  la  forme  qui  permet  d'appliquer  la  mSthode. 

En  posant    y  =  rr,  et  y  =  ^  log  a?  +  5,5 1 78238, 

nous  aurons  deux  lignes,  dont  les  abscisses  des  points  d^inter- 
section  reprisentent  les  racines  de  I'iquatiou. 

La  premiere  est  une 
droite,  bissectrice  de  Tangle 
des  coordonn6cs  ortbogo- 
nnlcs;  la  seconde  est  une 
ligne  logarilhmique,  for- 
m^e  par  une  seule  branchc 
infinie,  et  ayant  pour 
asymptote  I'axe  des  y.  Li:s 
deux  lignes  se  coupent  ci» 
deux  points;  le  premier  tr^s- 
voisin  de  Torigine;  Tab- 
scisse  du  second  est  com- 
prise entre  5  et  6.  II  ne  peut  y  avoir  d'autres  points  de  rencon- 
tre ;et,  par  suite,  Tiquation  n'a  que  deux  racines  positives. 

Gomme  la  valeur  du  terme  connu  de  T^qualion  [1]  est  pr^ 
de  6,  posons,  en  premier  lieu  : »  =  6,  et  subslituons  cetle  valeur 
dans  le  second  membre  de  I'iquation  [1] ;  nous  aurons  alors 
une  valeur  de  x  plus  rapprochie  que  la  premiere, 

a?  =  i  log  6  +  5,5178  =  5,9069. 

En  substituant  cette  seconde  valeur  de  x  dans  Tdquation  [i]r 
nous  aurons : 


4  log  5,9069 +  5,517   8238     =5,903  5036, 
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Poursuiyant  ce  proc^d^,  nous  obtiendrons  pour  la  troisifeme 
substitution  : 

a?  =  I  log  5,903  5036  +  5,517  8238  =  5,903  3787 ; 
ensuite  :    x  =  i  log  5,903  3787  +  5,517  8238  =  5,903  3741 , 
puis  :         a;  =  I  log  5,903  3741+5,517  8238, 
ou  a?=  5,903  3740. 

Le  dernier  r^sultat  est  exact  k  sept  d^cimales;  car  on  trouve  : 

log  a?  =  log  5,903  3740  =  0,771   1004 

done:  |Ioga?=0,385  5502 

5,517  8238 
(I'oil  Jlog  07+5,5178.. ..  =  5,903  3740  =  iP. 

Si  nous  reprenons  les  considerations  g6n6rales,  par  lesquelles 
Dous  ayons  commence  ce  paragraphe,  nous  verrons,  en  les  ap- 
pliquant  k  I'exemple  actuel,  que  Ton  a  : 

(p(a?)  =|loga?+  5,5178238, 

Or,  X  etant  k  pen  pris  6gal  k  6,  cetle  valeur  de  ^ '  {x)  est  k  pei 
pr63  ^;  et,  par  suite,  chaque  valeur  obtenue  est  environ  vingt 
fois  plus  approch6e  que  la  pricedente. 
II  nous  reste  encore  k  ^valuer  la  seconde  racine  de  r^quation 

[1]  «  —  JIog  a?— 5,517  8238  =  0, 

racine  qui  est  comprise  entre  0  et  1 .  Gomme  x  est  n^cessaire- 
tnent  une  fraction  trfes-petite,  nous  pouvons  n^gliger  le  premier 
terme  de  requalion,  qui  deviendra  alors  : 

|loga?  =  — 5,517  8238, 

logo?  =  —  11,035  6476 

=  12,964  3524; 

d'od  Ton  tire        x  =  0,00000  00000  0921 1  97, 
valeur  exacte  k  dix-sept  d^cimales. 
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S  in.  Resolution  des  Equations  transcendantes  par  la  m^thodedeNowlon. 

276.  Expose  ds  la  m^hode.  La  m^thode  de  Newton  s*ap- 

plique ,  sans  modification ,  k  la  recherche  des  racines  d*une 

Equation  transcendante,  pourvu  que  I'on  en  connaisse  toutefois 

une  premifere  valeur  approch6e. 

Soit,  en  effet, 

F(a7)  =  0, 

une  Equation ;  et  soit  a  une  valeur  approch6e  de  la  racine,  dont 
nous  reprcsenterons  la  valeur  exacte  par  (a+A). 

On  aura  :                    P(a  +  ^)  =  0; 
mais  le  rapport  — ^ — i— ^ ^-^ 

difi^re  peu  de  F'  (a) ;  et  Ton  a,  par  consequent,  en  dfisignant 
par  t  un  nombre  tr^s-pelit : 


l(^+I±=m=.ria)  +  .; 


d'ou  Ton  d^duit,  en  remarquant  que  F(a4-A)  est  nul : 

h= li^. 

P'(a)  +  e' 

et  —  ^TfA  est,  par  suite,  une  valeur  approch^e  de  ft* 

277.  ExEHPLE  I.  Soit  donn^e  T^quation 

[1]  ar*  — 100  =  0. 

Substituons  d'abord  h  la  variable  x  les  nomnres  naturels ; 
nous  aurons : 

0«=:1,   1*=1,  2»  =  4,  3«=27,  4*  =  256,... 

On  en  conclut  que  notre  Equation  n'a  qu'une  seule  racine  rtel]e» 
et  que  cette  racine  est  comprise  entre  3  et  4. 
Le  calcul  devient  beaucoup  plus  simple,  lorsque ,  au  lieu  dc 
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traiter  I'^quation  sous  la  forme  donn^e  [l],  nous  prenons  les 
logarithmes  vulgaires  des  deux  niembres;  nous  aurons  alors : 

OP  log  0?= 2. 

Ainsi  done  nous  aurons  : 

p  (a;)  =  a;  log  0? — 2; 

d'oii  F'(a?)  =  loga?  +  loge: 

od  e  dSsigne  la  base  des  logarithmes  n^p^riens. 

Cesvaleurs  deF(a;)  et  de  V{x)y  substitutes  dans  laforraule 
g6n6rale,  qui  exprime  la  correction  fournie  par  la  mithode  de 
Newton,  donneront  pour  h. 

P  (x) a?loga; — 2   _  2  —  arlogo? 

""     P'(a?)""     loga?  +  loge""loge  +  loga?* 

Premi&re  approximation.  Nous  avons  trouv^  ci-dessus,  que 
la  Yaleur  de  x  est  comprise  entre  3  et  4.  Posons  d*abord  x=  3, 5, 
et  calculons  k  3  d^cimales.  Nous  aurons  alors  : 

a? =3,5  log  e  =  0,434 

log  a? =0,544  log  a? =0,544 


d'od         a?loga?=I,904  log  e -flog  a? =0,978; 

et      2  —  a?  log  0?= 0,096; 

et  la  valeur  approch^e  de  x  sera  : 

a?  =  3,598. 

Deuxi&he  APPBOXiiiiATiON.  Nous  avous  : 

X  =  3,598  log  e  =  0,434  2945 

done      logo?  =  0,556  0612  log  a?  =  0,556  0612 


a? log  a?  =  2,000  7082,     log  e  +  log  0?  =  0,990  3557 ; 
et  X  log  «— 2  =  0,000  7082 ; 
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et  a?  =  3,598  —  0,00071  510 

07=3,597  2849. 

TROisiiMB  APPROXIMATION.  PouF  avoir  une  valeur  de  x  encore 
plus  approcMe,  posons  maintenant : 

0?= 3,597  285; 
nous  aurons  : 

log  a?=0,5559404378  logfl?=5,55594  04378 

a?  log a?=  1,99909  997677  log e= 0,43429  44819 


d'oil  a?  loga?— 2=0,00000  002323,  log  a?  +  log  6=0,99023  49197, 

ce  qui  doniie  pour  valeur  de  A, 

^       0,00000  002323       ^  ^^^^^  ^Aci<.iLto 
h  =  i  ^^^^o  .r..^n  =  0,00000  0023458 ; 
0,99023  49197  '  ' 

et  la  valeur  de  a?,  ezacte  k  dix  d^cimales,  est : 

a;= 3,59728  50235. 
278.  ExEMPLE  II.  R^soudre  T^quatioD  : 

X — fsin  a7  =  a; 
et  soieut  t  =  0,245  31615, 

logs  =1,389  7262, 

a  =  329•44'27^66. 

Cette  iquatUm  se  prisenU  dans  Vitude  du  mouvemeru  eUiplique 
ies  planbtesy  lorsqu*on  cherche  la  position  de  Vastre  dans  son  arbite^ 
k  une  ipoque  donnie. 

Avant  de  passer  k  la  resolution  de  cette  Equation,  nous  allons 
montrer  comment  on  rfduit  en  degris  un  arcde  cercle  exprim6 
en  parties  de  rayons,  et  riciproquement. 
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On  salt  que,  pour  le  rayon  =  1,  la  demi-circonfirence  da 
cercle,  ou  180*,  est  £gale  k 

«=3,14159  26535  89793  23846...; 

done  Tare  igal  au  rayon  sera  : 

l=—==57»  29577  95130  82321.... 

=  57  •17'44'',806247...  =  206264^806-247.... 

C*esl  done  par  ce  demiei  nombre  qu'U  faudra  multiplier  la  lon^ 
gueur  dCun  arc  donni  en  parties  du  rayon,  pour  le  ramener  A  la 
mesure  ordinaire  des  arcs;  et  riciproquementy  en  divisantle  nombre 
de  secondes,  que  contient  un  arc  de  cercle,  par  206264,806247...., 
on  obtient  sa  longueur  en  parties  du  rayon. 

Si,  par  example,  nous  voulions  converlir  en  parties  du  rayon 
Tare  decercle  a =329*  44' 2  7^^,66,  nous  aurions  : 

a=1186067*,66, 

log  a  =  6,074  4755, 
log206264^8  =  5,314  (i251, 

done  logo;  =  0,760  0504; 

et  de  1^,  en  parties  du  rayon, 

0?  =  5,755  067; 

en  sorte  que  Tare  de  329*  44'  27*',  66  vaut  environ  5  |  fois  le 
rayon. 

On  donne  quelquefois  celte  r&gle  de  conversion  sous  une  autre 
forme,  £quivalente  &  la  premiere.  D6s)gnons  par  a  la  longueur 
d*un  arc  en  parties  du  rayon,  et  par  a'  le  nombre  de  secondes 
quMl  renferme  :  si  Ton  divise  a  par  la  longueur  de  Tare  d*une 
seconde  en  parties  du  rayon,  on  a  ividemment  pour  quotient  a'. 

^^'^si  -- — rB=s«'.  Mais  Tare  d'une  seconde  et  son  sinus  sonl 
arc  r 


%aux  k  moins  de  •r-ri^ ;  done  : 


10^ 

-r-TTj,  =  a'     et    a  =  a'  sin  1*. 
sm  r       ' 
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Ainsiy  pour  convertir  en  secondes  un  arc  exprimi  en  parties 
du  rayoriy  il  faut  diviser  sa  longueur  par  sin  1*;  et  rMproque- 
mentj  pour  exprimer  en  parties  du  rayon  un  arc  ^valui  en  degres^ 
minutes  et  secondes^  il  faut  le  convertir  en  secondes,  et  multiplier  U 
risultat  par  sin  l". 

Nous  n'ayons  pas  besoin  de  dire  que  le  logarithme  de  sin  1' 
se  trouve  k  la  premiere  page  des  tables. 

Geci  pos^y  d6terminons  d'abord  le  quadrant  du  cercle,  qui 
comprend  Tare  x;  et  pour  cela,  substituons  k  x^  dans  Texpres- 

sion 

P(a;)=;-a?—«  sin  a?— 5,755067, 

les  valeurs  lin6aires  de  0%  90%  180«,  270®,  390«.  Le  rfesullat  sera  i 

ip=0*  8sina?  =  0  P(a?)=— 5,75... 

•r  =  90*  =  ^  csina?  =  0,25  P(a;)= — 4,43... 

a?=180'  =  it         tsinic  =  0  F(a?)=— 2,61 

a?=270<'=^      esina?=:— 0,15      P(a?)=— 0,79 

a;  =  360^=2w      esina?.^0  P(a;)  =  +  0,53 

Done  Tare  x  est  compris  enlre  270*  et  360*,  ce  qui  ^tait  facile  h 
pr^voir ;  et,  comme  son  sinus  est  n6gatif,  x  est  plus  pelit  que 
a  =  329*  44' 27^66. 

Premi&re  approximation,  par  parties  proportionnelles. 
Posons  d'abord  a; =320*,  et  calculous  la  valeur  correspondaute 
de  P (a?).  Pour  r^duire  Texpression  en  degr^s,  minutes  et  se- 
condes, nous  multiplierons,  d'apr^s  la  r^gle,  le  terme  6  sin^  par 
206264,8...,  ou  nous  le  diviserons  par  sin  1%  et  nous  aureus : 

sin  a?  =:  sin  320*  =  —  sin  40* ; 

ou  log(—sina?)=  1,8081, 

log  6=1,3897, 
log  206264=  5,3144, 

log(— csina?  X  206264")  =  4,51 22; 


DES  DIFFERENCES.  283* 

done  206264^X«sina?=— 32525"=— 9«2'5\ 

etdel^  a?=:320\ 

—  6Sina?  =  +  9«2'5% 

—  a=— 329044'28^ 
Done  :  F(a?)=— 42'23"=— 2543*; 

l*arc  de  320«  est  done  trop  petit. 
De  la  m6me  mani&re,  on  obliendrait  pour  ir=330o 

F(a?)=+7n7'12*=26232''; 

done  rare  a?  =  330«  est  trop  grand,  et  la  raeine  de  Tfequation  est 
comprise  entre  320  et  330®. 
La  difference  des  deux  valeurs, 

P(320«)=—  2543' 
et  P(330«)  =+26232'', 

6tant  6gale  k  28775",  pour  un  intervalle  de  10«,  nous  pourrons^ 
admettre  comme  valeur  approch6e  de  a?, 

2543 
.       X=  320»H-  ^^y^  X  10*=  320«53'. 

AppucATiON  DE  LA  MiiHODE  DE  Newtom.  On  a : 

F(a?)=a;— ssinrc — 329'*44'27",  06, 
F(a;)=l  —  tcosa?. 

Prenons  la  valeur  approch6e  de  x  comme  point  de  d^part^ 
Soieni  c  =  320*53'    et    x  =  a  +  h; 

F  (a)  1 — fCOSa 

log(—sina)  =  1,799  9616  logCOSa  =  T,889  7850 

log  •  =  1,389  7262  logg  =  1,389  7262- 

log206264  =  5,314  4251  log  («  COS  a)  =1,279  5112 

log(— esina)  =  4,504  1129  eCOSa  =  0,190  3317 

d'oil  —•  sin  a  =  31923",  67  F'(a)  =  l—  «  COS*  =0,809  6683. 

=  8*52' 3",  67 
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Done  «=     320«53' 

~iSina=+     8»52'3',67 
— .a=— 329«44'27',66 

et  P(a)  =  36^01. 

II  •  I.  ''W  36%01  ..^.^ 

Mais  /i=-  p^j  =-  ___=:^  44^48.... 

Done  a?=  320«53'—  44*^48  =  320*  52'  15*'52, 

valeur  exaete  aux  eenti^mes  de  secondes. 
Ydrification  du  r^sultat  obtenu:  Nous  avons  trouv^ : 

a?  =  320»52'15*,52; 

done  sina?=— sin39*7'44'',48; 

et  log  (—  sin  x)  =  1,800  0767 

logc  =  l>89  7268 
log206264*'=r  5,314  4251 

log(—csinrr)=  4,504  2280 

D'oii  —esina?=  31932",  14  =8«52'12',14, 

Or  X=      320*52' 15*,  52 

—  esina?=+     8»52'12"',14 
—  a  =— 329*  44' 27",  66 

¥{x)  =  0. 

Comme  on  voit,  la  mdlhode  de  Newton  nous  a  donn6y  par  un 
scul  calcul,  la  valeur  exacle  de  Tare  x. 

S  IV.  Roiolution  de  T^quation  cc^tang  x. 

Cette  iquation  seprisente  dans  la  theorie  de  la  chaieur,  et  dans  la 
hiorie  des  vibrations  des  corps  ilastiques, 

279.  Considerations  gEnErales.  1*  Comme  I'^quation  ne 
change  pas  lorsqu*on  j  remplace  x  par  ( —  x),  il  en  r^suite  qu'i 
chaque  racine  correspond  une  autre  raclne  igale,  inais  de  signe 
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contraire.  Nous  ne  nous  occuperons  done  que  de  la  recherche 
des  racines  positives. 

2*  Lorsque  x  est  positif,  il  faut  que  la  tangente  1e  soit  £gale- 
ment,  pour  que  {x  —  tang  a?)  devienne  nul.  Les  arcs  x  sont  done 
terminus  dans  le  I*',  le  3*,  le  5*...  quadrant  du  cercle,  et  leurs 
valeurs  sont  comprises  entre  nic  et  (n  -|-  ^)^;  ^  ^tant  £gal  k  la 
demi-circonf^rence  du  ccrcle  ou  k  180%  et  n^tant  un  nombre 
quelconque,  entier  et  positif. 

3*  Dans  chacun  de  ces  quadrants,  Tare  x  va  en  augmentant 
depuis  a?= nw  jusqu'i  a?  =  (n + i)  ^ ;  la  langente  augmente  d'une 
mani^re  continue  depuis  z^ro  jusqu'k  Tinfini;  par  consequent, 
il  y  a  dans  chacun  des  quadrants  indiqu^s  une  racine  rtelle,  et 
il  n*y  en  a  qu*une  seule ;  et  T^quation  propos^e  admet  une  inQ- 
nite  de  racines  positives  et  negatives. 

4*  L'^quation  £tant  v6rifiee  par  x=:0^\aL  racine  correspon- 
dante  au  premier  quadrant  est  z^ro ;  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs de  x^  comprises  dans  le  premier  quadrant,  on  sait  que 
tanga?>arca?. 

$•  Si  Ton  reprfisente  par   {nn  +  «»)  la  n™*  racine  («„  6tanl 

moindre  que  ^  ] ,  il  est  facile  de  voir,  que  cet  arc  «»  esl  d'autant 

plus  grand  que  n  est  plus  grand. 

Soit,  en  effet,  n'lr  -f  «»'  la  solution  qui  correspond  k  un  nom- 
bre n'  sup^rieur  &  n,  on  a  : 

tang  (nic  +  «»)  =  tang  an=  nw  +  «», 

tang  (n'w  +  a  J)  =  tang  «»'  =  n'-n  -{- «»» ; 

or,  n'  6tant  plus  grand  que  n,  la  diflKrence  n'w  +aii'  —  nic  —  a^ 
ou  (n' — n)7c+an' — «»  est  positive,  puisque  (n'— n)7c  est  au  moins 
6gal  k  ic ;  done  (n'lr + «/)  surpasse  (nic + «J ;  done  tang  a,,'  est  pi  us 
grand  que  tanga,;  et,  par  suites  or.*  est  plus  grand  que  a,., 
comme  nous  Tavions  annonc^. 

6*  Si  la  valeur  approchfie  de  la  racine  est  trop  grande,  Fare 
est  plus  petit  que  la  tangente ;  si»  au  contraire,  la  valeur  appro- 
chde  de  x  est  trop  petite.  Tare  est  plus  grand  que  la  tangente, 
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•Gar,  dans  chaque  quadrant,  {x  —  tango;)  est  positif,  tantque  la 
valeur  donn6e  k  x  est  inf6rieure&la  racine ;  et  deviant  negative 
dks  que  cette  valeur  surpasse  la  racine. 

280.  Galcul  de  la  premiIcre  raciiie.  Geci  pos£,  d6termlnons 
la  plus  petite  des  racines,  celle  qui  est  termin^e  dans  le 
froisiime  quadrant  du  cercle.  On  sait  que  tangl80^  =  0i 
tang  225*  =  1,  et  tang  270*  =  oo  ;  or,  a;  itant  plus  grand  que  ir, 
on  a: 

arc  225®  >  tang  225\    arc270*<tang270« ; 

Tare  X  est  done  renfernnfe  entre  225*  et  270*. 

Gherchons  maintenant  les  valeurs  lindaires  des  arc  compris 
€ntre  250*  et  260*,  et  de  leurs  tangentes  respectives  (on  trouvera 
ces  valeurs,  qui  sont  souvent  fort  utiles,  dans  une  table,  k  la  fin 
•du  volume) ;  nous  aurons : 

arc  250*  =  4,363,  tang  250*  =  2,747, 

arc  252*  =  4,398,  tang  252*  =  3,078, 

arc  254*  =  4,433,  tang  254*  =  3,487, 

arc  256*  =  4,468,  tang  256*  =  4,0 11, 

arc  257*  =  4,485,  tang  257*  =  4,331, 

arc  258*  =  4,503,  tang  258*  —  4,705, 

On  volt  imm6diatement  que  Tare  en  question  est  compris 
•entre  257*  et  258*;  ou  que  la  valeur  de  x,  exprimte  en  parties 
-du  rayon,  est  entre  4,485  et  4,503. 

Nous  admettrons  done,  pour  premiere  valeur  approch^e : 

0?= 4,503. 

PremiAre  approximation  par  la  m^thode  de  Newton.  Noua 
avons  r^quation : 

V{x)  =  x—  tang  x=0; 

•sa  premiere  dirivde  est,  par  suite : 

F'(a?)  =  1 V-  =  —  tang*  a?; 

^  '  cos*«  ®    ' 
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«t  le  terme  de  correction  sera : 


. ¥(x)  ___  X  —  tang  x 

FYx)""    tane^a?    * 


'(x)        tang' 

Oe  plus,  nous  supposerons  x=ky  503. 

Nous  aurons  alors :         x  =     4,503 

tang  37=      4,705 


-el  X  —  tang  x  =  —  0,202. 

„  .  0,202  0,202 

4a  valeur  approcb^e  de  x  sera  done : 

Xi  =  4,494. 

Deuxi^ime  APPRoxiiCATiON.  PosoDs  Xi  =  4,494,  ct  calculons  h 
sept  d^cimales.  Pour  transformer  Tare  x  en  degr^s,  nous  nous 
servirons  de  la  table  de  reduction  contenue  dans  les  tables  de 
CLiIlet,  pages  214,215  et  216. 


x,  =  4,494 

3,49065  850  =  200« 

1,00334  150 

0,99483  767=    57* 

0,00850  383 

843  576=    29' 

0,00006  807 

6  787=    14" 

0,00000  020=     0",04; 

done 

a?,  =  257^29' 14",  04. 

On  en  conclut : 

log  tango?!  =  0,653  7870, 

€t 

tang 071  =  4,505  956. 

Par  suite. 

tango?!  — a?4  =  0,011  956 

log  [lango?!  — a?!]  =  2,077  5859 
log  tang*  Xi  =  1 ,307  5740 


log  (—Ai)  =  4,770  0119 
tf  oil  Ai  =  —  0,000  58886 ; 
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ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  approchie  de  x, 

ir,  =  4,493  411. 

Gomme  la  yaleur  de  x^  itait  exacte  aux  milli&mes,  Teireur 
de  0^1  sera  de  I'ordre  de  — ,  • 

Troisij:me  approximation.  Le  dernier  calcul  nous  a  donni, 
avec  une  approximation  de  j^  environ, 

a^=tanga:s=  4,49341. 

Pour  obtenir  une  valour  de  x  encore  plus  rapprocbie,  au  lieu 
de  prendre  ^=  4,49341,  posons: 

langa',  =  4,49341; 

ce  qui  facilitera  de  beaucoup  le  calcul. 
Nous  avons  d£jk  trouv6  (178): 

arc  cotang  4,49341  =  0,21897  94968  94113; 

de  plus,  nous  avons : 

arc  tang  a?  =  270'  —  arc  colang  x; 

3- 
mais  270*=  —  =    4,71238  89803  84690 

et  arc  cotang  4,49341  =   0,21897  94968  94113; 

done  a^=arctang4,4934i  =   4,49340  94834  90577 
el  tangrrs=  4,49341 


d'oii  tanga?,  — a:,  =   0,00000  05165  09423; 

mais  tang'  x^  =  20,19073  34281 ; 


done        ft.  =  €iz!£l!if  = 


0,00000,05165  0942 
tang»a?  20,19073  3^*281         * 

OU  ^j  =  — 0,00000  00255  815... 

NOus  avons  irowfi  ci-dcssus : 

or,  =  4,49340  94834  906; 
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done  x$  =^Xt  -f  /i,  =  4, 493409  457909, 

valeur  ezacte  &  douze  d^cimales;  ce  nombrci  transformi  en  de- 
gr6s  et  parlies  de  degrf,  devienl : 

a?,  =  257«2ri2",2§1224. 

Les  tables  de  logarithmes  de  Ylacq,  tables  k  dix  decimates, 

donnenl: 

tang  Xi  =  4,4934  09458 ; 

ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  risultat  obtenu. 

881.  A^OLUTiON  G^Tii^RALE  DE  l'^quation.  L*^quatioa 

[1]  X — ianga?=0, 

qui  se  distingue  par  la  rapidity  avec  laquelle  on  arrive  k  la  d& 
termination  nette  et  complete  de  ses  racines,  est,  en  outre, 
remarquable  par  la  facility  avec  laquelle  elle  se  prdte  k  une  re- 
solution g6n6rale,  analogue  k  celie  des  Equations  alg^briques 
du  second  degr^. 

En  effet,  il  sufQt  de  trois  ou  quatre  substitutions  successives 
pour  obtenir  Texpression  g^n^rale  de  toutes  ces  racmes  avec 
une  grande  precision. 

Nous  avons  d&jk  £tabli  (page  285),  que  la  n"**  racine  est  plus 

petite  que  (n  +  o)  w,  ou  que  (2n  +  1)  ^«  Posons  done : 

(2n+ 1)^  =  0;  + e, 

t^quation  dans  laquelle  0  d^signe  la  distance  de  rextr6mil6  dc 
Tare  X  k  celle  du  quadrant  od  il  se  termine.  Nous  aurons  alors : 

tanga?=  tang    (2n+  1)  ^— M  =  colang e, 

d'oii  tang  6  = : ; 

°        tango?' 

mais  nous  avons  £galement,  d'apr^s  T^quatiou  proposcc : 

tangopsc^; 
A.L0.  sp.  B.  19 
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done  tang  6=-, 

ir  1 

et  [2]  (2n  -f- 1)  5  =a?  +  arc.  tang  - . 

Or  -  est  plus  petit  que  1 :  on  peut  done  d^velopper  en  s6rie 
cette  derniire  expression;  et  Ton  a: 

d'od,  en  d^signant  (2n-f  1)  ^  par  a : 

[3]  a;=a-- 4-^-^4- 7^,-... 

G'est  de  cette  Equation  que  nous  tirerons  la  valeur  de  x  en  fonc- 
tion  de  a. 

N^gligeons  d'abord  le  terme  -  et  les  termes  suivants :  nous 

aurons  x=  a;  si  nous  substituons  cette  valeur  k  x  dans  le  second 

niembre  de  V^quation  [3],  nous  aurons,  en  n^gligeant  les  S"* . . . 

puissances : 

1 

x=-a . 

a 

Une  nouvelle  substitution,  avee  suppression  des  5**  puissances, 
donnera : 

1        I         1 


2 
3a» 


Car  la  division  donne : 


a — 
a 


1.1.14. 
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En  substituant  eelle  valeur  de  x  dans  le  second  membre  dc  Td- 

quation  [3],  en  ejQectuant  les  divisions  et  en  n^gligeant  les 

7**  puissances,  nous  aurons  une  valeur  de  x  encore  plus  ap- 

prochie : 
^_^ 1 1 ^ I 

{^-i-i^   ^{^A-M   K'-^-al)' 

ou,  en  rfeduisant,  ^=«- i"" 3^+ l^s- 

Enfin,  pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  renDplajons  x 
par  cette  derni^re  valeur,  effectuons  les  divisions  et  n^gligeons 
les  9'*  puissances ;  le  r^sultat  sera : 

1 ,  1 .1        ,    1 


\       a     3a»       13/        \      a     3aV      ^\      aj 


ou 

X 


ou 


a      3a'       15a»      105a^' 
Un  nouveau  calcul  donnerait  le  6'  terme  de  la  s^rie,  qui  est 

_    781 
315a»' 

En  remplacant,  dans  cette  formule,  a  par  sa  valeur  (2n+ 1)^9 
et  ir  par  3,14159  26....,  Tiquation  se  pr<isentera  sous  la  forme  : 

[4]     0?  =  (2n4- 1)  .  ~  ..    \_..  X 0,63661  97723 67581 
-(2;rqrT7>«>.1720081836-^^^X0,09062596 
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Pour  ayoir  imm^diatemen t  la  yaleur  de  la  I**,  de  la  2*,  de  la  3*. . . . 
racine,  on  n'aurait  qu*&  substltuer  &  n  les  nombres  1,  2,  3. . . . 
A  mesure  que  le  nombre  n  augmente ,  le  nombre  des  termes 
dimlnue  pour  un  m£me  degr6  d'exaclitude;  et  la  yaleur  de  x 
finit  par  se  r^duire  au  premier  terme 

«  =  (2n  +  l)^, 

lorsque  n  devient  inflni. 

Si  9  par  exemple,  on  voulait  oblenir,  k  sept  d^cimales,  la 
10*  racine,  11  sufflrait  des  quatre  premiers  termes;  on  aurait : 

2n+l  =  21, 
a?=  21 X  %•  =  32,986  72286 (voy.  Callet,  p.  214) 

—  0,030  31523 

—  0,00001857 

—  0,00000002 
OU                        0;  =  32,9563890. 

Le  calcul  devient  encore  plus  simple ,  lorsqu'on  convertit  Ics 
coefficients  de  T^quation  [2]  en  degris,  minutes  et  secondes; 
operation  qui  serait  extr6mement  simple  h  Faide  de  la  table  de 
reduction  de  Gallet. 

On  obtient  alors : 

/«     I   ,x  ^/M       131312',25      35479^24 
[5]     x==(2n+l).90*-..^jj^-p^- 

18693"  12155"  8784* 


(2n-|-l)»      (an  +  l)'      (2n+iy 


'•••a 


Qalculant,  d'apr^s  cette  formule,  la  5*  racine  de  I'^quation,  on 
aura :  ^ 

n=b,    2n  +  l  =  ll. 

U  suffira  d*£valuer  les  quatre  premiers  termes,  et  encore  Ic 
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quatriime  nlnQue-t-il  que  sur  les  fractions  de  secondes.  On 
aura : 

a?=llX90»  — (11937^48  +  26^66  +  0',12) 
=  11X90'—   11964",26 
OU  a?=llX90»  — 3M9'24*'26. 

Yoici  les  valeurs  des  onze  premieres  racines : 

a?,=         90*— 90\ 

Xi=z  3X90«— 12*32'48", 
0?,=  5X90«—  7»22'32", 
(r,=  7X90»—  5M4'22', 
a?^=  9X90»—  4*  3' 59", 
a?»  =  llX90»— .  3*  19' 24", 
a?,  =  13X90«—  2«48'37", 
a?,=:15X90»—  2«26'  b\ 
a-,  =  17x90»—  2»  B'bl\ 
a?,  =  19X90»—  1»55'16". 
ir,o=2lX90»—   1«44'17'. 

RESUME. 

270.  Bat  de  ce  cbapitre.  —  271 .  Indication  de  la  m^thode  des  difTd- 
reoces.  —  272,  275.  Exemples.  —  274.  Indication  de  la  m^lbode 
des  substitutions  successives.  —  272>.  Exemple.  -*  270.  Indication 
de  la  m^thode  de  Newton.  —  277,  278.  Exemples.  —  279.  ConsidS-^ 
rations  g^n^rales  relatives  k  la  resolution  de  Tequation  (c=  tangos. 
—  280.  Calcul  de  la  premiere  racine.  —  281.  R6flolution  gdnSrale  d ) 
Tequation  CD=tangfic. 
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EXERCICES. 

I.    fitant  donnd  un  quadrant  de  cercle  BCD,  trouver  un  arc  BM,  tel  que  le 

secteur  BCM  soit  6gal  au  triangle  CDR  forme 
par  le  rayon  CD,  la  cosScante  CR  et  la  cotan- 
gente  DR. 

Soit  Tare  BM  =  « ;  T^quation  k  r^udre  sera  * 

a;=cotg«. 
Et  Ton  trouvera: 

=49»n'36',55, 
«= cotangx  =0,860  3334. 

II.  Trouver  un  secteur  BCM,  qui  soit  la  moi- 
ti6  du  triangle  CBT  form6  par  le  rayon  CB,  la  tangenle  BT  et  la  secante  CT 


Equation : 
Solution : 


2a=tanga. 

«=66•46'54^2?, 
2«'=tanga:=2,33n22. 


III.  Partager  le  demi-cercle  ADMB  en  deui  parties  iquiyalentes,  par  une 
corde  XM  men6e  I  Textremit^  du  diamHre. 

On  cherche  Tangle  MCD=9. 

Equation :  9=0089. 

Solution:  9=42•20'47^25, 

9=COS9=0,7390851. 

IV.  fitant  donnfi  un  quadrant  de  cercle  BCD,  mener  une  perpendicuUire  IIP 
au  rayon  CB,  qui  partage  I'aire  du  quadrant  en  deux  parties  dgalefc 

Soit  Tare  BM=«;  on  obtient  I'^quation  : 


En  posant: 

r«5quation  deviendra 
Solution  de  Texercicc  III. 


2»— x=8in2«. 
2 


^-l=>, 


M'^COS^ 
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y.  Determiner  le  secteur  du  cercle  ACM,  de  mani^e  que  la  corde  AM  le  par- 
tage  en  deux  parties  iquivalentes^  c*est-a-dire  que  le  triangle  ACM  soit  6gal  au 
segment  ADM. 

Soit  Pare  AM=;r;  T^quation  ir^udre  sera: 

j(=:2sinjr. 

Solution  :  x  =  108«36'  IS^TG, 

1=2  sin  jr  =  l, 8954942. 

VI.  Mener  d'un  point  de  la  circonf^rence  deux  ccrdes  AM  et  AN^  teUes  qa*el1es 
diTisent  Taiie  du  cercle  en  trois  parties  6gales. 

Soit  BCM=c;  on  aura  r^quation  : 

n 
«  +  sin«=:-. 
«) 

Solution  :  9  =  30»43'  zr,Q, 

=0,536267. 

VII.  Determiner,  dans  le  quadrant  BCD^  Tare  BM,  de  manitee  que  cet  arc 
soit  egal  k  la  corde  BM  proIoDgde  jusqu'au  point  F. 

Equation  :  « sin  -  =  1. 

Solution  :  c = 84»53'38',83, 

-=  1,481 682. 

Vm.  R&soudre  Tiquation  : 
* 

cotangs — cotanga       '  ' 

aetant^gal&32*19'24',93. 
On  trouTe  :  x  =  W 14  35*,34. 

IX.  R^udre  P^quation  :      10'  =  19 ,  3229  X  x. 
Ontrouve:  «  =  1,446  364. 

X.  Resoudre  I'dquation :        e«=  17,64391  Xx. 
On  trouve  :  x  =  4,337  745. 

XI.  Rifloudre  requation  : 

«»=«»=  111,3177.... 
On  trouve  :  x  —  3,644173675. 
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Celte  ^qaation  se  pr^ente  dans  la  thodrie  des  spirales  logarithmiques,  et,  en 
g^n^ral,  dans  la  thSorie  des  courbes  qui  coincident  dans  tons  les  points  arec 
leurs  d^veloppdes. 

XII.  R^soudre  T^uation  : 

(a'+e-*)  cosflp— 2=fii 
On  trouTB  :  x = 4,7300  4099. 

Gette  Equation  se  prdsente  dans  la  theorie  de  la  chalnette. 

XIII.  R^soudre  T^quation  : 

(c»  +  e-»)  cos  a  +  2s=:0. 

On  trouve  :  x=  1^8751 0402. 

xrv.  R^soudre  r^quation 

tang  ff =* 


-T 


On  trouve  :  Xi = 2,563  4342. 

ff,= 6,058  6701. 

Les  trois  demidres  ^nations  se  pr^entent  dans  la  thterle  det  oorpt  ilas- 
tiques. 


APPENDICE. 

RESOLUTION  DE  QUELQUES  QUESTIONS 

mPORTANTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

IIX09IF0SITI0N  DES  FRACTIOJVS  BATIOXNELLES. 

282.  But  de  ce  chapitre.  Lorsque  les  deux  termes  d'une  frac- 
tion sont  des  polynomes  enliers  par  rapporl  k  une  mfime  leltre  a?, 
on  peuty  en  eflectuant  leur  division  autant  que  possible,  decom- 
poser cette  fraction  en  un  polynome  entier  par  rapport  k  cette 
lettre,  et  en  une  autre  fraction  dont  le  num^rateur  soit  de  degr6 
moindre  que  le  d^nominateur.  Le  but  de  ce  chapitre  est  de 
montrer,  comment  cette  fraction  peut  elle-m6me  fitre  ddcom- 
pos6e  en  d'autres  plus  simples.  Nous  supposerons  seulement 
qu'on  ait  r^solu  T^quatlon  obtenue  en  ^galant  le  d^nominateui 
k  z^ro»  et  qu*on  en  connaisse  loutes  les  racincs.  Nous  suppose- 
rons, en  outre,  que  les  deux  termes  de  la  fraction  n'ont  aucun 
facteur  commun. 

S  I.  Gas  des  racines  in^gales. 

285.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  cas.  Soit  la  fraction  ra- 
tiouuelie 

m 


[1] 


v{xy 


oil  f{x)  disigne  un  polynome  en  a:,  de  dcgv6  moindre  que  ¥(x). 
Solent  a,b^c,....^kyl  les  racines  de  T^quation 

¥(x)  =  0. 

Nous  supposerons  d'abord  qu'ellessoienttoutes  in^galcs.  Nous 


298  APPENDICE. 

allons  faire  voir  que,  dans  ce  cas,  on  pent  toujours  meUre  la 
fraction  [1]  sous  la  forme  : 

A,  B,  Gy . .  • . ,  R,  L  d6signant  des  constantes.  Pour  le  d^montrer, 
nous  consid6rerons  A,  B,  G, . . . .  K,  L,  comme  des  coefficients 
]nd6termin6s ,  dont  nous  ddtcrrninerons  la  valcur;  puis  nous 
v6riflerons  qu'ils  rendenl  I'^quation  [2]  idenlique. 

L'^quation  [2],  si  on  multiplie  ses  deux  membres  par  F(a;}, 
devient 

[3]     ;(.)  =  AFM  +  M^K  ....  +  KF^  +  LF(£) 
••J     '^  /      X  —  a  '   X — b  '  *  X  —  k  ^  X — / 

Gomme  Tfiquation  [3]  doit  £tre  identique,  il  faut  qu*clle  soil 
satisfaite  pour  Ics  valeurs  a?=a,  a?=6, , . . , ,  a?=/.  Si  Ton  fait, 
par  exemple,  a?  =  a,  et  si  Ton  remarque  que,  F(a)  6lant  6ga\ 
k  z^ro,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  excepts 
celui  qui  est  divis6  par  (x — a),  on  a  : 


«-)=4Bl' 


en  d&ignant  par     —~^      la  valeur  que  prend  le  quotient 

F(^) 


X — a 


,  quand  on  7  fait  x=:^a.  Or  on  a  : 


F(a?)  =F[a+(a?-a)]  =  F(a)  +  F(a)(a?— a)  f  y^  (a?— a)* 

*  '    1.2. ...m"^         ' 

eij  remarquant  que  F(a)  =  0,  on  en  conclut : 

X — a         ^  '  '    1,2  ^         ^  '  '   1.2.... 771^         ^       ' 

puis,  en  faisant  d?=a,  tous  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissent,  k  Texceplion  du  premier;  en  sorte  que 


[«^].-(«» 
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el,  par  suite,  rSqualion  [31  devient : 

f{a)  =  AP'{a) ; 
d'oii  Ton  conclut : 

Celte  valeur  de  A  n'est  pas  nulle;  car/*(a?)=0  n'admet  pas  la 
racine  a.  Elle  n'est  pas  infmie ;  car  ¥{x)  =?  0  n'a  pas  de  racines 
^gales. 
On  trouvera  de  mfirae : 

Pour  dfetemiiner  les  valeurs  pr6c6dentes,  nous  avons  com- 
mence par  admeltre  la  possibility  du  d6veloppement  [2]  et  dc 
r^qualion  [3],  qui  en  est  une  consequence.  II  est  done  n6ces- 
saire  de  d6montrer  que  ces  valeurs,  qui  6videmment  son!  les 
eules  possibles,  satisfont  efTectivement.  Pour  cela,  rcmarquons 
qu'en  les  adoptant,  I'^quation  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs 
I,  6,  ...  k,  I  de  x;  or  f(x)  6tant,  par  hypoth^se,  de  degr6 
moindre  que  F{x) ,  celte  Equation  est  de  degr6  (m  —  1) ;  elle  ne 
ocut  done  avoir  m  racines,  sans  6tre  satisfaite  identiquement. 
^insi  ces  valeurs  rendent  identique  T^quation  [3]  et,  par  suite, 
le  d6veloppemenl  [2]. 

284.  Gas  des  racines  imaginaires  in^gales.  D'apr^s  ce  qui 
prfecfede,  en  d6signant  par  f{x)  un  polynome  de  degr6  moindre 
que  ¥(x) ,  et  par  a,  6,  c ....,  *,  Hes  m  racines  de  ¥(x)  =  0,  on  a 
identiquement : 

^  ^    F(x)  —  ria){x—a)  ^  h\b){x—b)  ^ ' ' '  *  ^  y(/j^a?— /)* 

Celte  formule  suppose  seulement  que  les  racines  a,b^..,.,ky  I 
sonl  in^gales.  Elle  s'opplique  au  cas  oil  quelques-unes  d'entre 
elles  seraient  imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable  de  faire  subir  au  second  membre  quelques  reductions, 
<Iestin6es  k  en  faire  disparattre  les  quantites  imaginaires  qui  y 
sont  en  evidence. 
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Solent  a+p  v^^ ,  a— p  v^^ ,  deux  racines  imaginaires ;  il  est 

facile  de  voir  que  /"(a+p  >/^)  et  /*(«—?  v^=--l)  ne  different  que 

par  le  signe  de  \/ — 1 ;  en  sorte  que,  Tune  des  deux  expressions 

6tant  P+Q  v/^,  Tautre  sera  P— Q  v/^.  De  mfeme,  F'(a+p/^) 

et  F(a  — Pv/^)  pourront  6lre  reprtsent6s  parM+Ni/--!  ct 

M — N  v'^^ ;  en  sorle  que  la  somme  des  deux  termes  du  second 
mcmbre  de  [1],  qui  correspondent  aux  racines  consid6r£es,  est 
de  la  forme : 

P+Qv/^^  ^  P-Qv/=T 


(M+Nv/-l)(a?-«-pV^-l)      (M— N>/— l)(a?— or+Pv'— 0' 

ouy  en  r^duisant  au  m6me  d^nominateur,  et  supprimant  les 
termes  qui  se  d^truisent : 

2(PM  +  QN)(a;— a)  +  2PNp  — 2QMP 
(M»  +  N«)[(a;-«)«+p»] 

On  Yoit  done  que  les  deux  fractions  simples,  qui  correspondent 
k  deux  racines  conjugu^es,  peuvent  £tre  r^unies  en  une  seule, 
dont  le  num^rateur  est  du  premier  degr6  par  rapport  &  x,  et 
dont  le  d^nominatcur  est  du  second  degr^. 


S II.  Gas  des  racioes  6ga1es. 

288.  Forme  de  la  fraction  dans  ce  gas.  Si  le  d^nominateur 
de  la  fraction 

contientdes  racines  igales,  les  formules  pr^cidentes  ne  sont 
plus  applicables ;  on  pent  n^anmoins  decomposer  cette  fraction 
en  d'autres  plus  simples.  Pour  le  montrer,  nous  6lablirons 
d*abord  le  th^or^me  suivant. 

Th^orAme.  Si  a  cUsigneune racine  multiple  de  ViQiuition  F(a?)=0, 
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c  son  degre  de  multipliciUf  la  fraction  rationnelle  ^^  pourra  tou- 
jours  lire  dicomposie  de  la  manitre  suivanU  : 
rn  f(^)—      A       .         f,{x) 

A  disignant  une  constante,  U  (x)  v/n  polynome  entier  el  raXionntl^ 
Pi(x)  le  quotient  de  la  division  de  F  {\)par  (x — a)*. 

On  a,  en  effef,  identiquement,  quel  que  soit  A : 

m      [^  -       f(^)        -     A  f(x)-AV,(x) 

^  ^      ¥ {x)''{x—ayb\{x)'^(x—a)^^  {x—a}'?^ (a?)* 

Si  nous  diterminons  A  par  la  condition 

[3]  /•(a)-AFi(a)=0, 

le  num^rateur  du  second  terme  du  second  membre  s'annulera 
pour  x=ay  et  sera»  par  consequent,  divisible  par  {x — a);  en 
posant  done  : 

r(.:)-AF.(^)^ 

X — a  '^  " 

.,   .     ,  f(x)         A       ,  fi(x) 

ce  qui  d^montre  la  proposition  toonc^e. 

Remarque.  Vi(x)  6tant  le  quotient  de  la  division  de  ¥(x)  par 

la  plus  haute  puissance  de  {x--a)  qui  puisse  le  diviser,  Fi(a)  ne 

sera  jamais  nul ;  et  I'^quation  [3]  fournira  toujours  pour  A  une 

valeur  finie.  On  pent  remarquer  que  cette  valeur  ne  sera  jamais 

f(x) 
nulle  :  car  la  fraction  ~-^  6tant  r^duite  k  sa  plus  simple  ex- 

pression,  f{x)  e{V{x)  ne  peuvent  pas  avoir  de racine commune; 
et,  par  suite,  le  numirateur  f{a)  de  A  ne  pent  6tre  ^gal  &  z^ro* 

Apr6s  avoir  mis  la  fraction  ^^  sous  la  forme 

rn  A     .       Mx) 
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si  Ton  applique  la  mime  milhode  au  second  terme  de  i*ex- 
pression  [1],  on  le  mettra  sous  la  forme 

[21  ^ + (^ ; 

Ai  itant  une  constante  qui,  cette  fois,  pent  itre  nulle,  et  A(^) 
une  fonction  entiire. 

On  pourra  dem6me  decomposer ; \\ii> ,  .en  unesomine 

de  la  forme 

[3]  7-A^,4  ''^""^ 


ct,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fraction  proposde  ^^t-{ 
pent  dire  mise  sous  la  forme  * 

/(a?)_      A       ,         A,         ,  I     A«-i     I  AM. 


[4] 


F(x}  "~(a?— a)-"^  (a;  -  a)-*  +•  • "  +  {x—a)^  F,  {x) 


kf  Ai,...  A«^ itant  des constantes  finies et ddtermindes,  dont  la 
premiere  n'est  pas  nulle. 

On  peut  remarquer  que  le  degri  de  f{x)  it  ant  supposi  infi- 
rieur  &  celui  de  P  (a?) ,  celui  de  /".  (a?),  est  infiricur  k  celui  de  Pi  (x) ; 
car,  en  multipliant  la  formule  [4]  par  F  (x),  on  a  identiquc- 
ment: 

[5]    /(a?)=AF,a?+Ai(«— a)P4(a;)+. . .  +A^-i(a?— a)-*Fi(a?) 

+  (jj— a)/;(a:) 

or  /(a?)  estau  plus  du  degri  (m — 1);  il  doit  done  en  itre  cV 

mime  de  (a? — affj^x) :  done  fj^x)  est  au  plus  du  degri  (m — a —  1), 

tandis  que  P*  (a?)  est  du  degri  (m — a).  De  plus,  il  n'exisle  aucun 

facteur  commun  entre  f^{x)  etF4(a?);  car  ce  facteur,  divisanl 

fjsfl)  et  Pi  (a?),  diviserait  fix),  d'apris  [5],  et  serait  ainsi  commun 

/  (x) 
h  f{x)  et  i  F(a?).  II  risulte  de  li,  que  la  fraction  ^7-^  se  prisente 

dans  les  mimes  conditions  que  '^A* 
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Soient  maintenant  b  une  seconde  racine  de  F  (a;}=0,  et  p  sou 
iegrk  de  multiplicity;  en  sorte  que  I'oa  ait : 

on  pent  appliquer  la  m6thode  pr6c6dente  k  la  fraction  ~--^ ;  e* 
Ton  obtiendra  une  expression  de  la  forme  : 

r.(x)_     B  Bt  .     B^,     ,  U(x) 

F,(a;)""(a?— 6P)'^(a?— 6)M"f  ••  •  ^{x—by¥i{x)' 

B,  B|,. ..  B^  ^tant  des  constantes  d^termin^es,  dont  la  pr^- 
mifere  n'est  pas  nuUe,  et  fp{x)  6tant  une fonction  enti^re de  degr6 
moindre  que  celui  de  F,  (x)y  et  qui  n'a  aucun  facteur  commun 
avec  ft  (x).  II  r^sulte  de  Ih  qu*en  g^n^ral,  si  on  suppose  : 

¥{x)={x—a)^{X'-b)K..  {x—c)\ 

f  (x) 
la  fraction  ^A-^  pourra  fttre  d6compos6e  de  la  manifere  suivante  : 

f(x)_     A       .         At        .  I    A.-1 

"(x)     (a?— a/"^(a?  — a)*-*  ■"•'•   •  x—a 


AyAiy...  B, B|,. ..  C,  Ci,...  6tant  des  constantes,  parmi  les- 
quelles  A,  B, . .  •  G,  ne  sont  pas  nuls. 

La  methode  pr6c6denle,  en  prouvant  la  possibilite  de  cettc 
ddcomposition,  donne  en  m^me  temps  le  moyen  de  refl'ectuer. 

286.  La  decomposition  n'est  possible  que  d*un£  seule  ma- 
NiiRE.  Nous  aliens  maintenant  prouver,  qu'une  fraction  ration* 
nelle  ne  pent  6tre  mise  que  d*une  seule  mani^re,  sous  la  forme 
indiqu^e  dans  le  paragraphe  pr6c6dent. 


IK 

des  deux  d6veloppements,  la  valeur  de  j^ZTT^  ^^  r6duisons 
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SupposonSyCn  effet,  que  Ton  ait  trouvi  deux  dSveloppemects 
d'une  m£me  fraction  ralionnelle  : 

el 

A'  A'  A'  •  B' 

lis  sont  6gaux,  quel  que  soit  x.  Multiplions-les  par  (a?— af,  el 
faisons  ensuitea;=a;  le  premier  sc  r^duit  &  A;  Ic  second s'an- 
nulerait  si  aucun  de  ses  d^nominateurs  ne  contenait  le  facteur 
X — a.  II  faut  done  que  Ics  puissances  de  {x — a)  formentlesd^- 
nominateurs  de  quelques  fraclions.  Soit,  par  exemple,  a'=a;  je 
dis  qu'alors  on  doit  avoir  a'==a,  A'  =  A.  Supposons  en  effet,s'ii 
est  possible,  que  I'un  des  deux  exposants,  a  par  exemple,  soit 
plus  grand  que  I'autre;  tironsde  T^quation  qui  exprime  Tegalit^ 

A^ 
(a?— a)' 

tous  les  aulres  termes  au  mime  dinominateur ;  on  aura  un  Ti- 
sultat  de  la  forme  : 

A      __         (f  (x) 
(a?— a)«     (a;— a)-*tj;;a?/ 

ou  A=:(a;-a)|i|, 

<p  et  I  disignant  des  polynomes  dont  le  second  n'est  pas  divisible 
par  (x — a).  Dailleurs  A  est  une  constante;  il  faut  done  qu'elle 
soitnuUe;  car  Tiquation  pr6c6dente  donne  A=0  pour  a;=a. 
Done  a = a'. 
Jq  dis  maintenant  que  A= A' ;  en  effet,  en  igalant  les  develop 

pements,  et  en  faisant  passer  le  terme  .  ^  >,  dans  le  premier 

membre,  on  pourra  recommcncer  le  raisonnement  pric^dent, 
et  prouver  que  (A— A')  doit  6tre  6gal  k  z6ro. 

Les  termes  qui  renferment  les  plus  hautes  puissances  (x— a) 
dans  les  deux  ddveloppements  itant  igaux  entre  eux,  on  pourra 
les  supprimer  de  part  et  d'autre,  et  les  restes  seront  6gaux.  II 
faudra,  par  consequent,  que  les  termes  qui,  dans  ces  restes,  coo' 
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tiennent  les  plus  bautes  puissances  Ae(x — a),  soient  aussi  (gaux 
entre  eux;  et»  en  continuant  ainsi,  on  prouvera  que  les  fractions 
simples  qui  composent  les  deux  d^veloppements,  et,  par  suite, 
enfin,  les  parties  enti^res  E(a;),E'(a?),  sont  6gales  chacune  a 
chacune. 

287.  M^thode  pour  le  calcul  des  coefficients.  Pour  ef- 
fectuer  la  decomposition  d'une  fraction  rationnelle,  on  peut 
employer  un  proc^d^  beaucoup  plus  simple  que  celui  qui  t& 
suite  de  la  m^tbode  indiqu^e  plus  haut  (286). 

f(x) 
Solent  ^^  la  fraction  propos6e,  et  (x—a)''  un  facteur  mul- 
tiple de  son  d£nominateur ;  en  sorte  que  Ton  a  : 

f(x)^       f(x) 
V{x)     (a?— a)"F4(a;/ 

Pour  trouYer,  par  une  seule  operation ,  les  fractions  simples 

qui  ont  pour  d6uominateurs  les  diverses  puissances  de  (a;— a;, 

on  posera : 

X — a=hf 

fix)       __  f{a+h) 
(a?— a)*Fi  {x)"^  hrFi{a+hy 

Ordounant  ensuite  les  deux  polynomes  /(a-f-A)  et  Ft  (a+hi 
suivant  les  puissances  croissantes  de  h,  on  aura  : 

F(a+^)     (B+ JVi+B,/i«+ . . .  +Bp/i''j/i** 

Si  Ton  effectue  actuellement  la  division  du  num^rateur  par  lo 
premier  facteur  du  d^nominateur^  en  ordonnantle  quotient  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  h^  on  obtiendra  des  restes 
successifs  dout  lesdegris  croitront  sans  cessc.  Le  premier  termo 
de  Tun  des  restes  finira  done  par  £tre  de  degr6  6gal  ou  sup^rieur 
k  n.  On  arrfitera  alors  I'op^ration :  le  quotient  sera  de  degr6 
(n — 1);  etTon  aura: 

"TB+Bi/i-f .  .-f-BX 
Alg.  sp.  B.  2G 
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ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  A*,  remarquant  que  tous 
les  termes  de  tp  {h)  contiennent  h  k  une  puissance  au  moins  £gale 
h  n,  et  posant : 

il  yient : 


B+Bi/i  +  .-.+B^** 

Si  Ton  remplace  ft  par  la  valeur  (a? — a),  le  premier  membre 
de  cette  Equation  devient>  pr^cis^ment,  la  fraction  propos6e ;  le 
second  se  compose  de  la  somme  des  fractions  simples 


qui  ont  pour  d^nominateurs  les  puissances  {x — a),  et  d'une 
fraction  rationnelle  dont  le  d^nominateur  ne  contient  plus  de 
facteur  {x — a).  On  traitera  cette  fraction  de  la  m6me  mani^re 
que  la  propos^e,  pour  en  dMuire  les  fractions  simples  relatives 
aux  autres  racines,  et  qui  compl6tent  le  d^veloppement. 

S88.  Gas  des  RxaNES  imaginaires  £gales.  La  methode  que 
nous  venous  d'exposer  ne  suppose  nullement  que  les  racines 
multiples  de  T^quation  propos^e  soient  r^elles.  On  doit  re- 
marquer  seulement  que,  si  elles  ^taient  imaginaires,  on  pour- 
rait,  dans  le  r6sultat,  grouper  les  termes  deux  par  deux,  de 
manifereii  faire  disparattre  les  imaginaires;  mais  il  sera  plus 
simple  d*adopter,  dans  ce  cas,  une  forme  de  diveloppement, 
dont  la  possibility  riisulte  du  th^or^me  suivant 

THiSoRfeME.  Si  le  denominateur  (Fune  fraction  rationnelle  -stj^ 

admet  n  fois  une  racine  imaginaire  (a+p  V^ — l)  et  sa  conjugtUe 
(« — p^ —  l),  m  sorte  que  Von  ait : 
^{x)={x'^^^>J^^\y{x'^'{'^^y 
ow  pourra  toujours  poser 

rn    r(a?)^      P^  +  Q      I  ni^) 

^  J     F{x) -  [{a?-«/+p»]-"t" [{x^ay+p'r-'h\{xy 
9  etQ  etant  des  constanleSj  el  fi  (x)  unpolynome  rieL 
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On  a,  en  cffet,  identiquement,  quels  que  soient  P  et  Q : 

Or,  on  peuty  ^videniment,  determiner  P  et  Q,  de  mani^re  que 
le  num^rateur  de  la  deuzi&me  partie  du  second  membre  s'an- 
Dule  pour  les  hypotheses  : 


rn  =  a-f-PV^ — 1>    a?  =  a — Py^ — 1, 

et  soil,  par  consequent,  divisible  par  (a?—  a)*  -f-  p\ 
Si  Ton  suppose,  en  effet, 

/(«ihpv/=T:)  =  Md=Nv/=T, 

la  condition  demandee  equivaudra  k 

(Md:Nv/==T)-[P(ad:pv/^^)  +  Q](M'±N'v/=^)  =  0: 


et,  en  egalant  s^parement  k  zero  le  coefficient  de  v--T  et  Ten- 
semble  des  termes  reels,  on  obtiendra  deux  equations  qui  four- 
niront,  pour  P  et  Q,  des  valeurs  reelles. 

Le  numerateur  f{x)  —  {Px  +  Q)Vi{x)  etant  divisible  par 
(x—ol)*  +  p*,  on  pent  le  represenler  par  [(a?— «)*  +  p']/i  (a:),  e^ 
requalion  [2]  devient  alors  : 

ran    /^(^)_      P^  +  Q        ,  fi(x) 

Si  Ton  applique  le  meme  procede  de  decomposition  k  la  frac« 

1-1  ~r 


fx— «)«+l?'J"-*  '  [(»—«)*+ p»]»-»Fi(»)' 
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ety  en  continuant  de  la  m£me  raani&re,  on  verra  que  la  fraction 
ITT-rpeut  se  decomposer  dc  la  mani&re  suivante  : 
r{x)_       Pa?+Q         .         Pifl?  +  Qi 

A-iCa?)  etant  de  degr£  moindre  que  Ft  (a?),  et  n'ayant  aucun  fac- 
teur  commun  avec  lui. 

fin  rapprochant  ce  r^sultat  de  celui  qui  a  kXk  obtenu  (SBtf),  on 
obtient  le  tb^or^me  suivant : 

889.  THifGRiME.  Si  Von  decompose  k  polynome  ¥(x)  enfacteurs 
riels  du  premier  et  du  second  degri,  en  sorte  que  Fon  ait  : 

F(a?)  =  (a?— o)*(a?— 6)P....(a:«+pa?+9)-....(a?*+ra;+5)*, 

( (\) 
onpourra  decomposer  la  fraction  rationnelle  —^  de  la  mani^re  sui- 
vante : 

^  =  E(aj)+^^— ^  +  j^_^^^, +....+ ^^^ 

,        Pa?  +  Q        ■        Pia?  +  Q,  P.,,a?+Q«»~t 

"^  (re* + i?a?  +  gr  "*■  (0?*  +  i^x' + ^)-*  ■*■'••' "^  (a;» +px + g) 

■^(a?*  +  ra?  +  5)«"T----r  a^^rx+s' 

E  (x)  dSsignant  une  partie  entiire  qui  peu|  6tre  nulie,  et  A,  At.... 
A«^»  B,  Bi....  B^i,  P,  Q,  des  constantes  r^elles. 

Le  proc6de,  qui  nous  a  servi  k  prouyer  la  possibility  de  la  d^ 
composition  donne  aussi  le  moyen  de  refifectuer:  el  Ton  pourra 
I'appliquer,  pour  former  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
teurs  du  second  degr6  :  s^ + px -{- q^  a?+ra?  +«.... 

On  pourrait  dimontrer,  comme  nous  Tavons  fait  (286)^  que 
la  decomposition  en  fractions  de  la  forme  indiqu6e  pr6c6dero- 
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ment  n'est  jamais  possible  que  d*une  scule  mani^re  et  d6daire 
de  Ik  liii  moyen  de  trouTer,  par  la  mdthode  des  coefficients 
ind^termin^s,  les  fractions  qui  r^pondent  h  une  racine  donn£e. 
Mais  nous  supprimoiis  ces  details,  qui  ne  pr^sentent  ni  difficult^ 
m  iut^rfit. 

nctscMM 

■ 

282.  But  de  ce  chapitre.  —  285.  Cas  ot  le  d^nominatear  de  la  fraction 
k  decomposer  n'a  pas  de  racines  egales.  —  284.  Transformation  du 
T^snltat  dans  le  c&s  ot  il  y  a  des  racines  imaginaires.  —  28l>.  Cas 
des  racines  Egales.  -*  286-  La  decomposition  sous  la  forme  prdce- 
dente  n'est  possible  que  d'une  seule  mani^re.  —  287.  M^thode  pour 
calculer  les  coefficients.  —  288.  Cas  des  racines  imaginaires  Egales. 
—  289.  Th6or^me  general  qai  r^solte  de  la  th^orie  expos^e  dans  ce 
chapitre. 

EXCRGICES. 

I.  Si  9(x)=0  est  une  Equation  de  degr6  n,  et  a,  b,  x...,  k,  I  ses  racines, 
onar,  pour  tovie  yaleur  dep  plus  petite  que  (n  — 1)  : 

On  s^appuie  sur  la  decomposition^  en  fractions  simples,  de  la  fraction  -j^. 


II. 


IIL 


(2*— 3)  (5a?— 4)     2«— 3     5»— 4* 


a!»+ll»  +  3J     a  +  e     x+S* 


,«  »  1        ,  a?— o 


a*—(JD^     Za'.a—x)  ^  3a(a;='+  ax  +  a')* 


«(ic+l)(a;  +  2)     2x     a;+K2(«+2)' 


VII. 


«(«  — 1)(«'+1)         a;^2(a;— l)^2(»^+r 

3+g  _      8 L 

(5  — «)^^(5— «)'     5— »• 


vm  5  +  64g-2a;^_  17  6  1 

•  iZ+2tf    ■"      2(3+2«)'^(3+2ap)»     2(3 +  2»)* 
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jr  2  +  3i;_     14  3 

*^'  (4— »)»     (4— «)»     (4— «)»* 

V  i±«±f^3x»__l_         n-H8g  1         8-H5g 

^'  "(l— «+5j^~25  •  (I— «+5»')»"*"25  •  1— aj  +  B**' 

_J 1    (      V^+g       I        V^2-g  _) 

1+*^       V'2ll+a;v'2  +  ap»     l-^v^J+i;')' 


XIL 


70— 114a;  +  143j;^  +  107g^-|-46s*+8g 
(7 +»)(!+«)* 


CHAPITRE  II. 

sun  LES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES. 

$  I.  Calcal  des  expressions  imaginaires. 

SOO.  But  de  l'httroduction  de^  expressions  imaginaires 
DANS  LE  CALGUL.  La  r^solution  des  Equations  du  second  degr6 
conduit,  dans  certains  cas,  k  des  expressions  qui  n'ont  aucune 
valeur  num^rique,  et  qui  renfermenl  Tindlcation  d'op^rations 
impossibles  &  effectuer.  G'est  dans  un  but  de  generalisation ,  que 
Ton  a  ete  conduit  k  employer  ces  expressions  imaginaires.  Nous 
ayons  vu,  par  exemple,  qu'en  les  adoptant^  on  a  Tavantage  de 
pouvoir  fiDoncer^  sans  restriction ,  des  theorfemes  tels  que  les 
suivants : 

Toute  equation  du  second  degre  a  deux  racines. 

Dans  toute  equation  du  second  degre,  de  la  forme  o^-f-px 
4-  9  =  0,  la  somme  des  racines  est  egale  au  coefficient  du  se- 
cond terme,  pris  en  signe  contraire ;  et  leur  produit  est  egal  au 
tenne  tout  connu. 

Ges  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous  citons,  sont  k  pen  pris 
insignifiants  deviennent  tres-importants  dans  la  thiorie  gene- 
rale  des  equations. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  aussi  etre  introduites 
utilement  dans  la  solution  dc  quelques  questions,  comme  nous 
te  montrerons  dans  ce  chapitre. 

291.  DEFINITIONS  ET  CONYENHONS.  On  douue  le  nom  d[ex- 
pression  imaginaire  k  une  expression  de  la  forme  a  +  \/  —  K 
—  K  designant  un  nombre  negatif .  v^— K  ii'est  pas  un  nombre, 
en  ce  sens  qu'il  ne  pent  servir  de  mesure  k  aucune  grandeur ; 
mais  il  pent  figurcr  utilement  dans  les  calculs ,  d'apris  cette 
condition  que  son  carri  soil  toujours  remplac6  par  —  K.  Si  Ton 
applique,  en  outre,  aux  nombras  imaginaires  toutes  les  regies 
demontrees  generalement  pour  les  nombres  reels,  les  opera* 
tions  relatives  k  ces  nombres  seront  sufflsamment  deflnies,  et 
tourniront  toujours,  comme  on  le  verra,  des  resullats  de  meme 
forme  qu'eux. 
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S92.  Ttp£  de  l'expression  imaginairs.  —  K ,  £tant  n^gatif, 
peut  £tre  repr£sent£  par  un  carr6  pris  en  signe  contraire,  —  5' ; 

le  type  d'une  expression  imaginaire  deyient  alors  a  +  ^—  b\ 
que  Ton  icrit  souvent : 

a  +  fcv/^^. 

Remarque.  On  substitue  k  ^ — 6"  l'expression  6 1/—  1,  en  vertu 
de  la  convenlion  faite  plus  haul :  appliquer  aux  nombres  magi' 
naires  toutes  les  rhgles  dimontries  girUralement  pour  des  nombres 
riels.  En  eiTet,  — b*  peut  6tre  considir6  comme  le  produil 
6"X(— 1):  et,  en  vertu  d'une  rfegle  d^monlr^e  gdn^ralement 
pour  les  nombres  rdels,  on  peut  faire  sortir  le  facteur  V^  du  ra- 
dical. 

293.  Expressions  iiiAGiNAiREs  conjugu^es.  Quels  que  soienl 

les  nombres  rtels  a  et  6,  Texpression  imaginaire,  («+  *  ^—^)> 
est  la  racine  d'une  Equation  du  second  degr^. 

La  seconde  racine  de  cette  Equation  est,  comme  on  le  Yoit  faci- 

lemenl,  a  —  b^—i* 

Les  deux^ racines  (a  +  &  ^ —  l)  et  (a  —  6  v^ —  1)  se  nomment 
v.es  expressions  imaginaires  conjugudes  :  leur  somme  est  rSelle  et 
6gale  h  2a  et  leur  produit  6gal  k  (a*  -f  ^*)« 


294.  Puissances  de  ^—  l .  Dans  les  calculs  que  Ton  effectue 
surles  expressions  de  la  forme  {a  +  b  y/'^)^  on  applique  (291) 
k  ces  expressions  toutes  les  r&gles  du  calcul  alg^brique,  en  op^ 

rant  comme  si  ^ —  1  6tait  un  nombre.  Quelques  g6omfetres  re- 
pr^sententce  symbole  par  une  lettre  t ;  et,  dans  les  r^sultats, 
lis  remplacent  t'  par  —  1  :  les  puissances  successives  de  t  ou 

^ —  1  se  trouvent  par  Ik  d6termin6es  :  car  on  a : 
(v/=^*=i*  =  (i«)«=(-l)*=I, 
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et  ainsi  de  suite.  On  a,  en  gSn^ral,  n  dteignant  un  nombre 
entier : 

(vr=T>-    =(ir  =  i, 

(/iri)*«+i = i*»  X  t»=i*=— I, 

Toutes  ces  conventions  sent  n^cessaires,  si  Ton  veut  pouYoir 
appliquer  aux  calculs  faits  sur  las  expressions  imaginaires,  les 
r^les  g£n6rales  relatiyesaux  nombres  rSels.  Elles  permettent 
de  dimontrer  le  th^or^me  saivant,  qui  est  fort  important. 

998.  Produit  des  expressions  dcaginaires.  TH^ORi&ME.  Si  Con 
cormdhre  un  nombre  qmlconque  (Texpressions  imaginaires, 

que  ton  effectue  Uur  produU  (Faprhs  les  rhgles  de  la  multiplication 

dgebriquey  en  remplagant  les  puissances  de  \/—  I  par  les  valeurs 
indiquies  plus  haul;  quel  que  soil  Vordre  dans  lequel  on  ophre^  le 
fisultat  sera  identiquement  le  mime^  c'est-a-dire  que  Von  obtiendra 

la  mtme  partie  rieUe  et  le  mtme  coefficient  rM  pour  v/^^  • 


Si  nous  remplaQons,  en  effet,  \/ —  1  par  t,  on  sait  que  le  r6- 
sultat  sera  identiquement  le  mdme,  quel  que  soit  Tordre  que 
Ton  adopte  pour  les  multiplications  successives;  et  que  les  coef- 
ficients des  m6mes  puissances  de  t  auront,  dans  tons  les  cas, 
ies  m£mes  Taleurs.  Si  done,  dans  les  polynomes  identiques,  on 
remplace  les  puissances  de  i  par  les  valeurs  indiqu^es  plus  haut, 

savoir: i**  par  1,  i*^  par  ^'—iy  i**^"  par— 1,  i**+*  par—  v/^, 
ies  r^sultats  ne  sauraient  £tre  difT^rents ;  or  il  est  tout  h  fait  in- 
(lifKrent  de  remplacer,  k  la  fin  du  calcul,  chaque  puissance  de  i 
par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  substitutions  apr^s 
chaque  operation  parlielle  :  car  ces  substitutions  se  rMuisent 
toutes  k  remplacer  le  produit  de  deux  facteurs  6gaux  k  i  par  le 
facteur  —  i ;  et  peu  importe  qu'on  ie  fasse  en  une  fois  ou  suces- 
sivement. 


314  APPENDICE. 

21)6.  Application.  Nous  donnerons  immidiatement  one  ap- 
plication du  th^orftme  pr^cident. 
Gonsid6rons  le  produil : 

si  on  multiplie  les  deiuc  premiers  facteurs,  on  trouve : 

(a+b^f^)  {c  +  dy/^^  z=z{ac—bd)  +  (ad+bc)  yf^; 
ety  en  multi  pliant  les  deux  derniers,  on  trouve : 

en  sorte  que  Ton  a  : 

P=:  [{ac—bd)  +  (ad+bc)  )/^^] [(ac— 6(f)— (ad+6c) yf—i]. 
ou,  en  effectuant : 

P=(a(j  — 6rf)*  +  (ad+6c)>. 

D'un  autr^  cAt6,  en  mullipliant  le  premier  facteur  par  le  troi- 
si^me,  et  le  second  par  le  quatri^me,  on  a  : 

done  :  P=  (a*+6«) (c^  +  d^); 

CO  qui  donne  la  formule : 

{a}  +  b^){(^  +  a)  =  {ao—bdy  +  (od  +  6c)S 
laquelle  est,  du  reste,  extrftmement  facile  k  verifier. 

%  n.  Introduclion  des  lignes  trigonom6triques  dans  les  expressions 


«        • 


imaginaires. 


297.  Forme  nouyelle  de  l*exphession  imaginaire.  Les  ex- 
pressions imaginaires  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  parti- 
culi^re,  qui  simplifle  souvent  les  calculs  auxquels  on  doit  les 
soumeltre. 
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^    Solt  Texpression  a  +  ft  v^—Tj 

si  Ton  pose  : 

[1]  a  =  p  cos  9,      6  =  p  sin  9,  '     [2] 

on  pourra,  quels  que  soient  a  et  ft,  trouver  pour  p  une  valeur 
positive,  et  pour  ^  une  valeur  moindre  que  2ic,  qui  satisfassent 
h  ces  deux  Equations;  il  sufGra  de  prendre  : 

[3]  p«  =  a»+6«,        tang  9=  J.  [4] 

Les  Equations  [3]  et  [4]  se  d^duisent,  en  effet,  des  Equations 
[1]  et  [2],  en  ajoutant  leurs  carr^s,  et  en  les  divisant  menibre  k, 
membre. 

R^ciproquement,  si  p  et  f  ont  les  valeurs  indiqu^es  par  les 
^uations  [3]  et  [4],  on  aura : 

1  1  a 

cos  9  = =.  =  , ==         , — % 


\/'+i 


sin9  = 


b 
tang  9 a 


Vl  +  tang^9""  ,  ,  /,  ,  6«      ±^b'  +  a^' 


\/'+s 


et,  en  remplagant  v^ft*+a*  par  p, 


a 


cos9=g^,        8m9=^^; 
c'est— dire         a  .-=  ±  p  cos  9,       6 = di  p  sin  9 ; 


ce  qui  coincidera  avec  les  Equations  [1]  et  [2],  si  Ton  a  som  de 

prendre  pour  9  celui  des  deux  angles  qui,  ayant  pour  tangente 

b 

-9  a  son  sinus  de  mdme  signe  que  p. 

D'aprfes  ce  qui  pr^c^de,  une  expression  imaginaire  (a-f-fty^— T) 
peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

p  (cos  9  +  ^^  sin  9), 
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et  ne  peut  £videmment  s'y  mettre  que  d*une  seule  maniire, 
(p  devant  6tre  positif  et  <p  moindrc  que  2ic). 

p  se  nomme  le  module  et  <p  VargumerU  de  cette  expression 
imaginaire.  Nous  allons  voir  qu*il  y  a  un  avantage  de  simplicity 
k  mettre  les  expressions  imaginaires  sous  cette  forme. 

298  Multiplication  des  expressions  imaginaires.  Soit  k  mu- 
tiplicr  les  deux  expressions  : 

p  (cos  9  4-  V^-^  ^i"  ?)»    p'  (^os  9'  +  v^^  sin  <p')* 

En  effectuant  le  produit,  et  en  rempla^ant  seulement  le  carri 
dc  v^^  par —  1,  on  Irouve  : 

pp'  [cos  9  cos  9'  —  sin  9  sin  o'  +  \/^^  (cos  9  sin  9'  +  sin  9  cos  9^] 

=  pp'  [cos(9+90  +  yf^l  sin  (9  +90]. 

Par  consequent,  pour  multipliery  Vunt  par  Vaulre^  deux  expres- 
sions imaginaires^  il  faut  multiplier  les  modules  et  ajouter  les  or- 
guments. 

La  r&gle  pr^c^dente  permet  ividemment  de  faire  le  produit 
d*un  nombre  quelconque  d'expressions  imaginaires. 

999.  Division  des  expressions  imaginaires.  Pour  diviser, 
Vune  par  I'autre^  des  expressions  imaginaires,  il  svffit  de  diviser 
les  modules  et  de  retrancher  les  arguments.  On  a  : 

p(cos9  4-\/ — 1  sin  9      p-       ,        ^,    / — 7   .    ,  .. 

•^ 7]:  ,—   .     ,  =  p  [cos  (9-90+  v/-l  sin  (9  -  9')]. 

P  (cos  9  +  V — 1  sin  9'     P 

En  efTet,  cette  ^galit^  devient  ^yidenle,  si  Ton  chassc  le  d6D0- 
minateur^  et  que  Ton  effectue  la  multiplication  du  second  mem- 
bre,  d'aprfes  la  r^gle  donn^e  pr^c^demment. 

300.  Puissances  d'une  expression  imaginaire  :  gas  ot  m  est 
ENTiER  ET  posiTiF.  Si  Tou  supposc  quc  Ics  cxprcssions  k  muiti* 
plier  deviennent  toutes  6gales  entre  elles,  les  thdor^mes  prdc6« 
dents  prouvent  que : 

La  puissance  entihre  d^une  expression  imaginaire  a  pour  module 
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la  puissance  correspondante  du  module^  et  pour  argument  le  pro^ 
duU  de  ^argument  par  Pindice  de  la  puissance.  Ainsi  Ton  a : 

[1]      [p(coS(p+  v^— 1  sin  <p)]"=  p"  (cos  m<p4-  v^-^  sinm^). 

Gette  foripule,  due&  Moivre,  trfes-importante  en  analyse, s*6tend, 
comme  nous  allons  Ic  faire  voir,  au  cas  od  m  d^signe  un  nom- 
brc  fractionnaire  ou  n^galif. 

301.  Gas  oi  m  est  Fractionnaire.  Supposons  d*abord  quern 
y  soit  remplaci  par—-,,  m'  £tant  entier,  il  s*agit  de  montrer  que 
Von  a  : 

W     lpCcos9  +  V^--lsin9)r  =  p""'(^cosi+v^— islnij. 

Pour  Y^rifier  cette  ^galiti,  Elevens  les  deux  membres  ^  la 
puissance  m' :  le  premier  donnera,  ^videmment,  pour  r^sultat, 

P  (cos  4-  9  v^^  sin  f );  et  la  r^gle,  donn^e  pour  les  puissances 
entiires,  montre  qu'il  en  est  de  m6me  du  second. 

Remarque.  Cos  «  et  sin  •  6tant  donnas,  cos  -^  et  sin  -£,  ne 

sont  pas  compl^tement  d^terminis;  ils  restent  susceptiblcs 
de  plusieurs  valours  distinctes.  II  en  r^sulte  aussi  des  valeurs 
distinctes  pour  I'expression 

[  p  (cos  <p  +  V^—T  sin  <p)]"  y 

ce  qui  est  conforme  aux  principes  indiqu6s  dans  la  th6orie  des 
Equations. 
Si  nous  consid^rons  maintenant  le  cas,  ou  I'exposant  m  est 

971 

remplaci  par  une  fraction  — ,  il  faut  proi^ver  que  : 

[3]    I p (cos «p 4- )/—i sin  9)]"=  p"  ^cos ^  +  v'^ sin ^ j . 

£q  effet,  6Iever  une  expression  k  la  puissance  — ,c'est,  pard6« 

finition,  en  prendre  la  racine  n"*,  puis  filever  le  rfesullat  k  la 
puissance  m"*.  Or,  les  formules  [1]  et  [2]  permeltent  de  faire 
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successivement  ces  deux  operations;  et  Fon  est  ainsi  conduit  I 
la  formule  [3]. 

502.  Gas  ot  m  est  n^gatif.  Supposons  enfin  que  m  ait  unc 
valeur  negative  —  m!;  il  faut  prouver  que  I'on  a : 


[p(cos<p  +  ^/^  sin(p)]-*'=p-*'  [cos (— m'(p)+ v^^  sin(— m'?;]. 
Pour  cela,  remarquons  que,  par  definition : 


[  f  (cos  ff  4-  v^^  sin  9)]"*'  = 


1 


or 


[pCcos^  +  V^— lsin9)p 
1 


[p  (cos9+v^^  sin<p)l*'      p"^(cosm'9+v^ —  I  sinm'©) 
puisque  m'  est  positif  (500) ;  mais  on  a : 

1  cos  0  4-  s/^^  sin  0 


p"^  (cosm  '«p+  v^^  sin  m'<p)]     p**  (cosm'^  +  y'  —  1  sin  m'  9) 

=p-*'  [cos  (— m'<p)  +  v'— isin  (— w»'«p)] : 
ce  qu*il  Mait  ddmontrer. 

S  III.  Applications. 

Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formulas  pr6c6 
dentes. 

505.  THfioRfeME.  Tout  trinome  de  la  forme  x*  +  px"  -|-  q  ^t  dc 
composable  en  deux  facteurs  reels  du  second  degrL 

Posons  Qf=z.  Nons  distinguerons  deux  cas  : 

1*  Supposons  que  F^quation  du  second  degr^, 

ait  deux  racines  rielles  «  et  p;  on  aura  : 

ct,  par  suite : 

a?*  +  pa?'  +  g  =  (a;*—  a)  (a?*— ft). 
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2*  Supposons  que  I'iqualion  du  second  degr6, 
ait  deux  racines  imaginaires,  «  -|-  P  V^ —  1  >  «  —  P  v/— l ;  on  aura : 

'•+p*+9=(«-«-Pv^^)(*— «  +  Pv^=^); 

et,  par  suite : 

[1]    a;*+px*  +  g=(a?»-«-pv^)(ic«-a  +  Pv^=rr); 

ce  qui  pent  s'^crire : 

X  (a?  -  V«-Pn/^)  (a?+  \/«— Pv/^)- 
Puis,  en  posant : 

«+  P  V^--^  =  P  (cos9+  v'— 1  sin<p), 
a — p  v^^-T  =•  p (eoscp — V— ^  sin©), 
ct,  par  suite  (292), 

VmTv^  =  n/p  (cos|+ v^=l  sin|), 

V«-  P  •=!  =  v/p  (cos|  ^  v^=l  sin  I), 
il  vient : 

=  [a?-V^P  (cos|+  v^=T  sin?)][rr+v^(cos|  + v/=ri  sin|)] 

X  [a?—  v/f  (cos|-  v/^  sin?)]  [a?+ v^^^cos  |—  v/=^l sin  |) J 

oUy  en  riunissant  le  premier  et  le  troisi^me  facteur,  et  le  second 
et  le  quatriime,  qui,  ^videmment,  sont  conjugute : 

=  [(»-V^cos|y+psin«|]  [(x+v'^cosS)  +psin«|j; 
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et  le  trinome  est  ainsi  dfeompos^  en  deux  facteurs  r^els  \ 
cond  degr£. 

304.  PROBLiHE.  Exprimer  cos  nif  et  sin  mtp  en  foncti 
cos  f^ttde  sin  f . 

On  a : 

(cos  9+ \/— 1  sin  (p)* =cos  ni(p+  ^Hi  sin  mw 

en  d^veloppant  le  premier  menibre  par  la  formule  du  bin 
et  en  ^galant  le  r^sul tat au  second  membre,  c*est-&-dire,  en 
vant  que  les  parties  rtelles  sont  ^gales,  ainsi  que  les  pa 
imaginairesy  on  a : 

m{m — 1)       «... 

cos  mff  =  cos*^  —  — '  cos*-"(p  sin*^ 

-  mCm — l)(m— 2)(m— 3)      «_i     .   .     , 

smwi<p=tncos"^*(psin<p r^^ "  cos*+*9Sin*<p  +  *-" 

805.  PaoBLtiME.  ivcdutr  x*  +  —  en  fonctian  de  x  -f-  -• 


Posons :  a?  =  cos  9  +  ^ —  1  sin  9 ; 

et,  par  suite :  -  =  cos «? — v/^^  sin  (p ; 


on  en  tii  e,  d'une  part : 


xA —  =  2cos9; 


ety  de  Tautre : 

ar  =  co8m<p  +  ^ — Isinm®, 


1  / — r  • 

-_.==  cos  m<p  — V —  1  sm  W19; 


d*oti  Ton  conclut : 


0?*  + -;j  =  2  cos  7719. 
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Ainsi,  la  formule,  qui  donne  cos  m^  en  fonction  de  cos  cp,  pcr« 


a?*  1 

mellra  de  calculer — - —  en  fonction  de  x+  . 


Remarque.  Pour  obtenir  la  formule  demand^e,  nous  avons 
suppose  &  X  une  valeur  imaginaire 

»  =  cosip  +  v^— Isin^; 

1e  r^sultat  est-il  suffisammenl  £tabli  pour  une  valeur  r^elle 
quelconqae  dex?  Pour  d^montrer  que  la  formule  est  gtoirale, 
11  faut  remarquer  que,  si  Ton  cbasse  les  d^nominateurs,  elle  est 
de  degri  ^m;  et  Ton  salt,  par  la  tbtorie  des  Equations,  qu'elle 
doit  alors  6tre  identique,  si  elle  a  lieu  pour  plus  de  8m  valeurs 
r^elles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

290.  On  rappelle  que  les  expressions  imaginaires  se  sont  introduites 
dans  un  but  de  generalisation,  dont  rimportance  devientplus  granda 
encore  dans  la  suite  de  Talg^bre.  ~  291.  Une  expression  imagi- 
naire,  n'^tant  la  mesure  d'aucune  grandeur,  n'est  pas  un  nombre  • 
mais,  k  I'aide  de  conventions  convenables,  elle  pent  figurer  utile- 
ment  dans  les  calculs.  —  292.  Cn  a  Phabitude  de  donner  aux  expres- 
sions imaginaires  la  forme  (a+V""l)-  "  893.  Toute  expression 
imaginaire  est  racine  d'uoe  Equation  du  second  degr6 ;  Tautre  racine 
se  nomme  expression  conjaguee.  —  294.  Puissances  successives  de 

v/— 1.  —  295.  Un  produit  de  facteurs  imaginaires  ne  change  pas, 
quand  on  intervertit  les  facteurs.  —  296.  Application  du  th^or^me 
precedent  k  la  demonstration  d'une  formule  d'alg^bre  entre  nombres 
reels.  —  297.  Expression  trigonometrique  des  expressions  imaginai- 
res; definition  du  module  et  de  Targument.  —  298.  Produit  de  deux 
expressions  imaginaires.  —  5^9.  Quotient  de  deux  expressions  ima- 
ginaires. —  300.  Puissances  entieres  d'une  expression  imaginaire. 
—  301,  302.  Extension  du  resultat  obtenu  an  cas  d'un  exposant 
iraclionnaire  ou  negalif.  —303,  304,  30i$.  Application  des  formules 
precedentes  k  qaelqaes  rdsultats  oil  ne  figurent  plus  que  des  quan- 
tites  reelles. 

Alg.  SPt  B*  81 
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EXERCIGE8. 

I.  D6montrer,  sans  &Yoir  recours  k  des  expreMtons  trigODomitriques,  qae 


est  la  fonae  p + q^^  • 

On  applique  une  mithode  analogue  i  oelle  qui  est  expoiie  (I,  217|« 
II.  TrouTer  les  ratines  r^elles  ou  imaginaires  de  r^uation 


i#r 


S^v^J— 3»i7j=20. 

OntrouTe:  dPsdbS,        «=sfc-i/^^Cri. 

III.  11  d6signant  un  nombre  impair  premier  aTee  3,  (ti+y)*^-s*— y*  s'an* 
nule  pour  «=y  ( ""  X  *"   )  * 

On  applique  la  formule  de  Moivre  (300). 

lY.  Rtoudre  T^quation 

«•— 2»»  cos  f  + 1=0. 

On  trouve  2  valours  pour  «*,  et  Ton  en  tire  6  Taieors  pour  »,  en  rempla^ant 
r  par  tons  les  arcs  qui  ont  le  mime  sinus  et  lamdme  cosinus. 

V.  Quelles  sont  les  expressions  imaginaires,   dont  la  puissance  m**  est 
rtelle? 

On  troure  i  r  f  cos  ~+  /h[  sin  —) . 

VL  Trouver  one  expression  imaginaire,  dont  le  cube  soit  £gal  k  I'anite.  II  en 
existe  deux  dont  chaoune  est  le  carr6  de  Tautre. 

On  trouTO  :  ^T — ::• 

2 

Vll.  En  nommant  «  Texpression  dont  le  onbe  est  ^gal  i  TunitA,  T^rifier  la 
formule : 

Ou  effectue  les  calculs  indiquis. 

Vill.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imaginaires  est  plus  pMil 
que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus  grand  que  leor  difffcrenoe. 


GHAPITRE  III. 

ilESOLUTION  DE8  EQUATIONS  BU  TROISIEH&  DEGBE. 

S  I.  Formules  g^n^rales  pour  la  r^solirtioii  des  ^qoatiims 

du  troisi^me  degr6. 

506.  REDUCTION  DB  L'^QlTATIOlf  GiN^RALE.  SoU  I'^qoatiOIl  dU 

iroisitoie  degr6 : 

[1]  <f(x)=a^'\-a:ifi"{-bx+c=:0. 

Posons  x=:af+h; 

elle  deviendra: 

et,  si  nous  posons :  if\h)  =  0, 

c'est-&-dire  6A  +  2asO,    oa    As-^Sa, 

l'6qpBHUion  en  of  ne  contiendra  pas  de  terme  en  a/*,  et  sera  de  la 
forme 

[a]  a?*+pa?'+9=^* 

C'est  soas  cette  derni&re  forme  que  nous  6tudierons  Tiquation 
du  troisi&me  degr6,  en  supprinuioft  Faccent  de  la  letlre  x. 

307.  RESOLUTION  DK  l'^quatioit  (c^s  1*  NouscommeDcerons 
par  trailer  r^quation  plus  simple 

[1]  0^=1. 

L*une de ses  radnes  est, 6videmment|  x=l.  Pour  avoir  lea  deux 
autres,  £crivons  la  propos^e  sous  la  forme 

01^—1  =  0, 
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et  divisons  le  premier  membre  par  {x — 1);  nous  obliendrons: 

a?*  +  a?+  1  =  0, 

doDt les racines  sont :    x  = ""    """^       • 

L'uniti  a  done  une  racine  cubique  r^elle,  £gale  &  1,  et  deux 
racines  cubiques  imaginaires;  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  re- 
pr^senterons  Tune  de  ces  derni^res  par  la  leltre  « ;  Tautre  sera 
a*,  comme  on  pent  facilement  le  verifier : 


(-±iE!)'=i 


4  2  ' 


II  est  clair,  d*ailleurs,  que,  si  Ton  a : 

«»  =  1. 

on  a  aussi :  a'  =  1 ,    ou    (a*)*  =  1 ; 

done  a^  doit  fitre  racine  de  I'^quation  [1],  toutes  les  fois  que  « 
y  satisfait  lui-ni6nie, 

308.  RifsoLUTioH  alg£brique  de  l*£quation  du  troisi^me 
DEGR^.  Reprenons  actuellement  r^qualion, 

[I]  ai«+pa?+g  =  0, 

k  laquelle  pent  se  ramener  (306)  toute  Equation  du  Iroisi^me 
degr£ ;  posons,  pour  la  risoudre : 

x^y-^-z; 
elle  deviendra : 

ce  que  Ton  pent  (crire : 

i/'+«'+(y+*)(3y-a^+p)+^=o. 

y  et  JT  ^tant  assujettis  k  la  seule  condition  d*avoir  pour  somnie 
la  racine  cherch^e  x^  nous  pouvons  itablir  entre  elles  une  rela- 
tion arbitrairCy  el  poser 

[2]  3yxr+p  =  0; 
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r^quatiou  devient  alors : 

[3]  y*+z*+q=0. 

Or,  on  risoudra  les  Equations  [2]  et  [3],  en  remarquanl  qu'elles 
font  connaUre  la  somme  et  le  produit  des  quantit^s  y*  et  z*;  on 
a,  en  effet: 

V'  et  js*  sont  done  les  racines  de  r^quation, 

et,  par  consequent,  ces  deux  quantit^s  sont  respectivemenl : 

2~  V^    '27'  2       V4"^27* 

On  en  d^duit : 


w  -v+- v^  -1+ v/i'+g+ V/-|-\/?^ 

509.  NOHBRE  DES  RACINES  FOURNIES  PAR  LA  FORMULE.  La  fof- 

mule  pr^c^dente  exige  quelques  explications.  Un  nombre  quel- 
conque  A  a  Irois  racines  ciibiques,  puisque  T^quatlon  a^  =  A 
admet  n^cessairement  trois  racines.  Pour  obtenir  ces  trois  ra- 
cines, il  suffit  d'en  connaltre  une  seule,  et  de  la  multiplier  suc- 
ccssivement  par  «  et  par  a^;  ce  qui,  ^videmment,  ne  change  pas 
son  cube  (307). 

D'apr^s  cela,  la  formule  [4]  qui  donne  la  valeur  de  rr,  semble 
fournir  neuf  solutions ;  car  chaque  radical  a  trois  yaleurs,  et 
rien  n'indiquc  la  d^pendance  k  ^tablir  entre  elles.  On  doil  re- 
marquer  pourtaut,  que  cette  d^pendance  existe;  nous  avons,  en 
etTel : 

[2]  y^  =  -|' 

le  produit  des  deux  radicaux  doit  done  £tre  r^el  et  ^gal  ti 
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Solent,  d'apr&s  cela,  A  et  B  deux  valeors  des  racines  cq- 
biques  remplissant  cette  condition ;  de  telle  sorte  que  Fane  des 
racines  de  Tiquation  proposie  soit : 

les  valeurs  de  y  et  de  z  sont,  outre  A  et  D : 

«A,       o*A, 
bB,        ut»B; 

et  11  est  clair  que,  le  prodaii  AB  itant  r6el,  les  seules  combi- 
naisons  qui  puissent  igalement  donner  un  produit  rtel,  sont : 

a?, = a  A + a*B, 

et  le  Qombre  des  solutions  se  rMuit  k  trois,  comme  cela  devait 
£tre. 

S  II.  ConditioAs  de  r6alit6  des  racines  der^ation  a^+px+q+0. 

310.    EXAHEN   DES   CAS  QUI  PEUYENT  SE  PRESENTER.  On  peut 

remarquer  d*abord  que  les  Equations 

onl  leurs  racines  igales  et  de  signes  contraires ;  car,  si  Tby- 
polh^se  x=a  y^rifie  Tune,  Thypothtee  x  = — «  satisfera  k 
Tautre. 

D'apr&s  cela,  nous  nous  bornerons  h  cbercher  dans  quel  cas 
r  Equation 

[1]  a^'\'px+q=0 

pout  admettre  trois  racines  rtelles,  q  d&ignant  un  nombre 

positir. 

La  rigle  de  Descartes  nous  apprend  tout  d'abord,  qu'il  fiiut 
n^cessairement  que  p  soit  nigatif.  S'il  en  itait  autrement, 
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r^quation  [1]  n'aurait,  en  eCTet,  aucune  variation;  et  la  trans- 
formfe  en  —  x 

—  rp* — px  +  q  =  0 

n'en  aurait  qu'une  senle.  L'6qnation  anrail,  par  suite,  one  seule 
racine  negative,  et  n*aurait  pas  de  racines  positives. 

311.  Conditions  de  kAalttL  Examinons  done  le  seul  cas  oil 
p  est  n£gatir.  L'^quation  a  alors,  d'apr&s  la  rtgle  de  Descartes, 
une  seule  racine  negative ;  elle  peut  avoir  deux  racines  positives, 
ou  n'en  pas  avoir  du  tout.  Ge  sont  ces  deux  cas  que  nous  vou- 
Ions  distinguer. 

L*£quation  propos6e  peut  s*6crire : 

q  = — af — p«  =  a?( — p — a;*), 

p  iUkxtX  un  nombre  positif. 

Si  X  vane  de  0  4  v/^,  le  produit  a?(— p —a?*)  est  d*abord  nul ; 
il  augmente  jusqu*Ji  un  certain  maximum ;  puis  il  diminucy  et 

redevient  nul  pour  a;==^— p.  Si  done  le  maximum  surpasse  9, 
il  y  aura  deux  valours  de  x,  pour  lesquelles  ce  produit  sera  igal 
k  q;  ei  l'6quation  aura  deux  racines  positives,  moindres  que 

v/— p.  Si  le  maximum  du  second  membre  est  moindre  que  9, 
r^lit£  est  impossible  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et 

^ — p,  et,  par  suite,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x;  car  le 
secooid  membre  deviendrait  n^tif ,  si  o^  ^tait  plus  grand  que 
—p.  S'il  arrive  enfin,  que  le  maximum  du  second  membre  soit 
prteisiment  £gal  k  9,  T^galiti  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour  une 
senle  valeur  de  x;  et  les  deux  racines  deviendront  £gaies. 

La  condition  de  r6alit6  des  trois  racines  s'obtiendra  done  en 
chercbant  le  maximum  de 

«(— p— 0^), 

et  en  ^crivant  qu*il  est  moindre  que  q.  Or,  ce  maximum  cor- 
respond k  la  valeur  de  x  qui  rend  la  d^rivte  £gale  k  z6ro,  et  qui 
satisfaity  par  suite,  it  I'^quation : 

— p — 3a?=0. 
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Pour  celte  valeur,  Kl  — |,  le  produit  a?(— p— a?*),  devient  : 


-i\/-%  -  v^ 


ia  condition  de  vksXxik  des  trois  racines  est  done  : 


q< 


V        27' 


OU  4j5*+27g'<0. 

II  faut  en  outre,  comme  on  I'a  vu,  que  p  soit  n6gatif ;  mais  celte 
condition  est  6yidemment  n^cessaire  k  Texactitude  de  I'in^ga- 
\\\&  pr^c^dente;  et  il  est  inutile  de  la  mentionner  h  part. 

512.  R&UH^.  D*apr6s  ce  qui  pr^cfede,  et  en  nous  servant  des 
principes  g6n6raux  de  la  thtorie  des  Equations,  nous  pouvons 
6lablir  les  propositions  suivantes,  relatives  &  I'^quation 

[1]  aj*+pa?+^=0' 

1*  La  somme  des  trois  racines  est  6gale  k  z^ro.  Si  Tune  d*entre 

elles est  imaginaire  et  de  la  forme  (a+p  v^--i)i  il  J  aura  n6- 
cessairement  encore  une  autre  racine  imaginaire  de  la  forme 

(«  —  P\/ — 0 ;  et  il  n'y  en  aura  qu*une  seule. 

2*  Le  terme  tout  connu  est  £gal  au  produit  des  trois  racines 
pris  en  signe  contraire.  Si  deux  Equations  de  la  forme  [1]  ne 
different  entre  elles  que  par  le  signe  du  terme  connu,  leurs  ra- 
cines seront  respeclivement  ^gales,  mais  de  signes  contraires 

Ainsi,  par  exemple,  les  racines  de  Tiquation, 

a?»  — 39a?+70=0, 
6lant  2,  5  et  —  7,  celles  de  T^quation 

a^ — 39a?— 70=0 
seront  — 2,  —  5  ct  +  7. 

3«  Lorsque  p  est  positif^  T^quation  admet  deux  racines  ima 
ginaires. 
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4<»  Lorsque  le  pestpositif^  I'^quation  admet  deux  racines  ima- 
ginaires. 

5<*  Lorsque  p  est  nigatify  T^quation  a  trois  racines  rielles  et 

ifUgakSy  si  (§7 +t)  ^^^  n^alif;  elle  a  trois  racines  rielles j  dont 

deux  igales^  si  (f74~T')  ^st  z^ro.  £nfin  elle  a  deux  racines  imor 

ginaires  J  si  (|=  -J-t-)  est  positif. 

Ainsi,  par  exemple,  les  ^qualions  suivantes  ont : 

rc»+100icihl6=0 

af+   12a?it:16=0.  .... 

.  ±16=01    ''^c*"®^  imaginaires ; 

a*—     7a?dbl6=0 

a^ —  12a?  ±16=0  2  racines  r6elles  igales ; 

aj"—   20a?±16=0)^       .         z  n     .   *    1 
a;»-  100a?±16=0 J^  ^''''^'  "^^"^  "**^''- 

S  III.  R^IulioQ  trigonomdtriqao  des  Equations  du  troisi^me  dogrd. 

ol3.  Gas  des  racines  r^elles.  Nous  allons  maintenant  mon- 
(rer  comment,  k  I'aide  des  fonctions  trigonom^triques,  on  peut 
determiner  directement  toutes  les  racines,  rielles  ou  imagi- 
naires, d*une  equation  du  troisifeme  degree 

I*'  Gas.  Raqnes  rielles.  Condition : 


(r7+?) 


0. 


Lorsque  Fiquation  [1]  a  ses  trois  racines  r^elles  et  inggales, 
la  quantity  sous  le  radical  du  second  degr6  (508)  est  negative ; 
et  la  valeur  [4]  de  x  est  la  somme  de  deux  quantit^s  imaginaires. 
Pour  la  debarrasser  de  ces  symboles  imaginaires,  posons  ; 

— |=pcos<p,    et    ?-  +  |^.=— p«sin*(p; 
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la  formule  [4]  deviendra  : 

^U  d'aprte  la  formule  de  Moivre  (50fi}»  on  aura : 

formule  oil  Ton  doit  donner  kkles  Yaleurs  0, 1,  8.  II  faut  d'ail- 
leurs  que  k  ait  la  m6me  valeur  dans  ces  deux  termes,  pour  que 
le  produit  yz  soit  rtei. 

On  aura  done :      a?  =  2  ^p .  cos  ^"^     ^» 
ee  qui  donne,  poor  les  trois  valeurs  de  k : 

^rrrSv^p-COsJ,  2v''p-C08U+  120*),  2  ^.  COS  f  |  +  240*\ 
OU 

j:=2  ^pTcosI,    —  2\yp.cosr60*— |V    2v^p.cos  f  120*— |j. 

Pour  determiner  les  valeurs  de  p  et  de  f  (p  itant  essentiellc- 
mentpositiOfOna: 

p«cos*^=:^,    — p"sin»»=|.+|^, 


done:  P*=— ^»    ^"    P=V/~27' 

<?t  C0S9= — '^. 

2p 

Reuarque.  Si  la  valeur,  que  la  formule  pr£c6dente  asslgne  i 
eos9,  est  negative,  on  cherchera  dans  les  tables  I'arcf',  qui  a 
pour  cosinus  le  m£me  nombre  pris  positivement;  et  9  sera  le 
supplement  de  ^ '• 


R£S0L0TI0N  DE  QUELaUES  QUESTIONS  IMPORTANTES.  331 

SI 4.  EzEHPLB  I.  Partager  un  himupKbreen  deux  parties  igales 
par  un  plan  parall^k  &  la  base. 

Solent :  x  la  distance  du  plan  secant  au  centre  de  la  sphere ; 

y  le  rayon  de  la  section  circulaire ; 

r  ss  1  le  rayon  de  la  sphere. 
On  aura  r^qualion : 

3     ^^      ^^        3    ""I"- 
Or  y«=r*  — ic»; 

done  a  (1  —a?)  —a?  (I  —x^  =  1 ; 

on  «•— 3a?+l=0; 

Equation  qui  donnera  la  valeur  de  x. 
Nous  ayons  ici :        p  = —  3,    g=l ; 

done:         p  =  y/-=i,  et  co8?=-Jip=-i; 

done  f=120«,    et    |  =  40\ 

Les  trois  racines  de  Fiquation  proposie  sont  done : 

Xi=  2cos40*=  1,5320888, 
rrjt=—  2  cos20*=—  1,8793852, 
a?,  =      2  cos  80*=      0,3472964. 

On  vinde  que  a?i  +  a?i  -|-  a?, = 0. 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n'y  a  que  la  demi&re  qui  r^ponde  au 
probl&me  propose;  car  seule  elle  est  positive  et  inKrieure  au 
rayon  de  la  sphere. 

5I&  ExsMPLE  II.  Diterminer  ks  abscisses  des  paints  iinter^ 
section  de  la  parabole  x'  =  4y,  e^  de  Vhyperbole  4xy  =  7  (x  —  1). 
Par  iliniinatiotf  de  y ,  on  obtient  Fiquation : 

a?—  7a?+7=0, 
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(lont  les  racines  d^terminent  les  abscisses  des  points  d*inter- 
scciion.  On  a  : 

P==  — 7,    q=+l; 


log  (—p')=  2,535294 12 


log  q  =  0,84509804 


log  27  =  1,43136376  CMog  2  —  10  =  1,69897000 
log  p»=  1,10393036  CMog  p  — 10  =1,44803482 
log  p  =  0,55196518  log  COS  <p'=  1,99210-286 


log  v^p  =  0,18398839 


<p'=    10*53' 36^195 
(p  =  169«   6' 23^,805 


^  =  56«22'7',935,      (60*-|)  =3»3r5r,065,     ^120»-|W63«37'5r,065 

log  COS  =  1,7433874     log  COS  =  1,9991272     logCOS=T,6475281 

log  2  =0,3010300  =0,3010300  =0,3010300 

log  v^p  =  0,1839884  .  =0.1839884  =0,1839884 

logrCi=  0,2284058  log(—a^)  =  0,4841 456      log  a?,  =0,1325465 
Xi  =  1,692021 ,  Xt  =  —  3,048917,        a^  =  1,356893 

Virification. 

Xi=      1,692021  log  aJi  =  0,2284058 

rr,  =—3,048917  log  x^  =  0,4841456 

rF|=      1,356896  log  a;,  =  0,1325465 


a?i  4-^2  +  ^1=      ^• 


log  a?i  iCi  a?,  =  0, 845097  9 


rTi  ^  a?i  =  7. 
516.  2*  Gas.  Racines  imaginaires.  Condition : 

(f;+?)>» 

1"*  Cas  ot  p  EST  N^GATiF.  On  a : 

4-^       27* 

ci  Ton  pent  poser,  par  consequent : 


V 


_?!=? 


27. 


sinM. 
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On  aura  alors : 


et  z 


=  y-|+|cos<o  =  y-gsui'-, 
=  y/-|+|cos«=y/-gcos»^, 
ou ,  en  remplaQant  g  par  sa  valeur  -: —  1/ —  ^- , 

Soit  maintenant  9  un  angle  auxiliaire  determine  par  Tiqua- 
(ion : 


tang9  =  ytang^, 


2 


on  aura:     y  =  y  — |.lang<p,    -8?=  i/— |.  cot?; 
et,  par  suite,  les  valeurs  de  x  seront : 


®*  — iy/— |.[tang9+col<p]±:iv/— l.y/— P.[tang<p— not?]. 


ou 


-inf2i\/-3=^^^^-*^-<^°^^?J 


formules  calculables  par  logaritbmes. 
On  cherchera  d'abord  : 


Y 


ginci)  =  -\/  —  ^, 


ensuite,  2*     taug (p  =  i/tang ^ , 

aprfes ,  3»  0?,  =  2  i/—  | cos6c 2 9 , 

etenfin,  4*  a?  =  — i/— |cos6c2?d=v^IIT.v/^cot29 
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Quant  aux  signes  des  racines,  on  tiendra  compte  de  ce  que  la 

'   racine  r£elle  est  toujours  de  signe  conlraire  k  celui  du  terme 

tout  connu  de  T^quation,  et  que  la  somme  des  trois  racines  est 

nulle. 

317.  ExehpleIII.  a;^—I0,871385ar+ 18,01032  =  0. 
On  a:         p=— 10,871385,    g=+ 18,01032; 

done :  log  (—  |^)  =  1 ,6774908 , 

et  log  y/-^  =  0,8387454; 

mais  log  2  =  0,301 0300  y 

et  CMogg— 10  =  2,7444786, 

l»  done  log  sin  w = 1,8842540 ; 

deli:  «=50%    cl    |=25* 

log  tang*  9  =  log  tang  ^ = 1,6686725 ; 

S""  done ;  log  tang  9=1, 889557  5 ; 

deli  9=37•47'31^287 

el  29  =  75«35'   2^574; 

3«        logi/— 1=0,2795818  logv/^  =  0,5181424 

log  2  =  0,3010300  logCOt2y=T,4100229 

CMog  sin  29  — 10  =  0,0138941      log /^C0l2(p  =  1,9281653 

log  a?4  =  0,5945059  y/— P  COt  2(p  =  0,8475501 

d?^  =  3,931026. 

Done  les  trois  racines  sont : 

a?=— 3,931026, 

Ct  a?=4-l,960513±0,847550lXV'--^- 

51  &  ExsifPLS  ly.  Ditenmmr  ks  dimmsUms  tun  cylindn 
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inscrit  a  la  spMre,  et  tel  que  sa  surface  canvexe  soil  igale  &  la  sur- 
face  convexe  des  deux  calottes^  qui  ont  mime  base  que  lui. 

Solent :  r=  1  le  rayon  de  la  sphere, 

y  le  rayon  de  la  base  du  cylindre , 

et  X  la  distance  de  cette  base  au  centre  de  la  sphere. 

On  aura:  47c(l — x)=^kxyn; 


mais  j/  =  y^l  — 0?^; 

done:  1— a?=a?'(l+a;), 

ou  «^+a?*+a?  — 1=0. 

Posons :  x  =  --i^> 

r^quation  deviendra : 

jj«4-6-af  — 34  =  0. 
Onaici:  p  =  6,    g=— 34; 

mais,  dans  cette  Equation : 

27  *    4  ' 

done  r^quation  a  deux  racines  imaginaires,  dont  nous  ne  nous^ 
occuperons  pas. 

En  risolvant  directement  I'iquation  proposie,  k  Taide  de  la 
formule  (S98),  nous  aurons  : 

z=  \/l7  +  v^297  +  \/l7  — v/i97, 
=  v^34,2336879396  —  v^0,2336879396. 

En  se  servant  des  tables  de  logarithmes  pour  ezlraire  les  ra- 
cines cubiques,  on  aura : 

1^  =  3,2470172  —  0,6159499 
ou  <=  2,6310673; 
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done  X  =  0,5436891 ; 

et  2x=  1,0873783,  baoleor  do  cylindrc« 

319.  2*  Cas  gA  p  est  positif  :  on  posera : 

il  vient  alors : 

^ycosw  ycos»* 

OQy  en  remplacant  q  par  2  cotw  \/§y  # 

Posanti  comme  plus  baut : 


[2]  tang9=y/langj; 

il  vient :        y  =  l/| tangf,     r=:—  y/|col9; 


et  les  racines  cherch^es  sent: 


Xi=^  i/?cot29d:v^— p.cos6c29. 
t3J  '  ^ 


a?=— \/|cot29; 


820«  ExEMPLE.  y.  Soit  r^quation : 

of  +  2,3473983a?  — 9,876543  5=  0. 
^ =—9,876543,  p  =  2,3473983 , 

toR  (—  9)  =  0,9946050,  logp  :<'  0,3705868  ; 
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done:  loir  2- =7 


6803966 


log  1^=1,6803966 


%y  §  =  1,8401983 

log  =  0,3010300 
C*,  log(— g)  — 10  =  1,0053950 

Done:  [1]  log lang (0  =  1,1466233 

Deli:  «  =  7«58'42*',91 

^=3«59'2r,455; 
d'oii  log  tang  ^ = log  tang*  <p  =  2,8434760 ; 

done  [2]        log  tang  <p  =7,6144920; 
ct  de  I&  :  (p  =  22*  22'  22",22 

29  =  44«44'44'.44. 
Or:  log  2  =  0,3010300 

log  cot  2?  =  0,0038555        GMogsin29-10=0,1524513 
l0gV/=^=l";9467328  Jog  yfll^=  o,  1 852934 

Done  [3]   loga?.  =  0,2516183  log  ^^^=0,3377447 

sin  2cp 

a;.  =  l,784918;  i^  =  2,i7e4300 

cl  les  racines  de  rtquaiion  proposie  sont : 

0?,=  1,784918, 

»  =  —  0,892459  dz  2, 1 76430  X  /^.' 
Alg.  sp.  B.  22 
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CHAPITRE  IV. 

hesolution  nvmerique  be  deux  equations 

BU  second  degke. 

S  I.  M^lhode  g^n^rale;  exetnples. 

521.  Probl^me.  Nous  commencerons  par  r^soudre  la  ques- 
tion suivante  : 

Qtielle  est  la  condition  pour  qu^une  iquation  du  second  degr6^ 

[1]  Ay*+Ba:y+Cte'  +  Dy  +  Ea;+P  =  0, 

foumissey  pour  Vinconnue  y,  une  vcUevr  de  la  forme  Mx  +  N, 
M  6f  N  itant  ind^endants  de  x. 

On  d£dnit  de  F^quation  [1] ,  en  la  oonsld^rant  comme  une 
Equation  da  second  degr6  en  y : 

[2]    y=^5£t2db25^V^(B*— 4AC)a^+2(BD— 2AE)a?H-{D«--4AF). 

Pour  que  cette  valeur  de  y  ait  la  forme  demand^e,  il  est  n6ces- 
saire  et  suffisant  que  le  polynome  plac6  sous  le  radical 

•     (B*— 4AG)a;*+2(BD— SAE)a?+(D«— (lAP), 

8oit  UD  carr6  parfait;  et,  pour  cela,  on  doit  avoir 

(BD — 2AE)*= (B*—  4AC)  (D*— 4AP) ; 

ou«  en  supprimant  les  termes  B%*  qui  figurent  dans  les  deux 
niembres,  et  en  divisant  ensuite  par  le  facteur  commun  4A, 

[3]  — BDE+AE»=4ACP  — PB«— CD"; 

telle  est  la  condition  demand^e.  Si  elle  est  remplie ,  la  valeur 
de  y  prend  la  forme : 
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322.  M^HODE  g]£n]£rale  de  resolution.  Proposons-nous  ac- 
tuellcment  de  r^soudre  le  sy st^me  de  deaz  Equations  nam£ri- 
ques  du  second  degr6  : 

[5]  Ay»+ftry+CLi?+Dy+Ea?+P==0, 

[6]  AV +B'icy  +  CV+D'y  +  E'a?+F=0. 

Si  nous  ajoutons  ces  deux  Equations,  aprds  avoir  multipli^  la 
premi&re  par  \  le  risultat  pourra  remplacer  Tune  d'elles.  On 
obtient  ainsi : 

[7]     (AX+ A')t/»+  (BX+ B')a?y +(GX+  COa?'+ (DX+D')y 

+  (EX+E>+(PX+P)=0. 

X  itant  arbitraire,  nous  pouvons  la  determiner  par  la  condition 
que  les  valeurs  de  y,  d^duites  de  I'^quation  [7],  soient  du  pre- 
mier degr6  en  x. 
II  suffira  (321)  de  poser  : 

[8]    — (BX+B')(DX+D')(EX+E')+(AX+A')(EX+E')» 

=4(AX+ AOCCX+GOCPX+F)  — (PX+FXBX+BO* 

— (CX+C')(DX+DO*, 

Equation  du  troisi^me  degr6  en  X,  qui  aura,  par  consequent,  une 
racine  rielle  au  moins.  On  calculera  cette  racine  par  approxi- 
mation ;  et,  en  faisant  usage  de  la  formule  [4]  (521),  on  obtien- 
dra  alorSy  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme  : 

I/=Ma?4-N,    f/=M|a?+Ni 

M,  N,  Ml,  Niy  etant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  substi- 
tuant  successivement  ces  valeurs  de  y  dans  Tune  des  Equations 
[5]  et  [6],  on  obtiendra  deux  Equations  du  second  degr6  en  x; 
il  y  aura,  par  consequent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x  et 
autant  pour  y. 

525.  Discussion.  II  y  a  plusieurs  cas  k  consid^rer  dans  Fap- 
plicalion  de  la  m^thode  pr^cedente ;  nous  les  discuterons  avec 
quelques  details.  Pour  plus  de  simplicity,  nous  remarquerons 
tout  d'abord,  que  le  problime  revient  h  determiner  rintersectlon 
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de  deux  courbes  du  second  degri.  La  mithode  indiqu^e  ^qui- 
vaut  k  la  determination  prialable  desdroites  qui  r^unissent  deux 
des  points  d'intersection. 

1*  Si  r^quation  da  lroisi6me  degr6  en  X  admet  trois  racines 
r^elles,  et  si,  en  mfime  temps,  deux  au  moins  de  ces  racines 
rendent  positives  la  quantity 

(BX+B')*-  4(AX  +  A')(CX+ 00=*, 

ces  deux  racines  d^terminent  deux  couples  de  s^cantes  rdelles, 
qui  se  coupent  en  g^n^ral  en  quatre  points.  Cos  quatre  points 
sont  les  points  d*intersection  des  deux  courbes,  et  leurs  coor- 
donnies  donnent  les  solutions  des  Equations  proposdes. 

%•  Si  r^quation  du  troisi6me  degr£  a  trois  racines  r^elles, 
dont  une  seule  rend  positive  la  quantite  k;  ou,  si  T^quation  n'a 
qu*une  seule  racine  rielle,  mais  qui  satisfasse  k  cette  condition, 
les  deux  courbes  n'admettent  qu'un  seul  couple  de  sdcantcs 
communes. 

II  faudra  alors  chercber,  si  ces  sicantes  rencontrent  Tunc 
quelconque  des  courbes  propos^es  ou  non :  dansle  premier  cas, 
les  deux  Equations  auront  deux  solutions  r^elles  et  deux  solu- 
tions imaginaires;  dans  le  second  cas,  elles  auront  quatre  solu- 
tions imaginaires. 

3*  Si  enfln  les  racines  rielles  de  I'^quation  en  X  rendent  ne- 
gative la  quantity  ^,  les  deux  Equations  ont  quatre  solution^ 
imaginaires. 

524.  ExEMPLE  I.  Soieni  donnies  les  deux  6qitations : 

3j/'+4a?y +3a?*—  9y  —  15a?=0  (ellipse)^ 

y« — 2xy  +  0?+  2y  —  1  Oa?  s=  0  {parabole) . 

Ces  deux  Equations,  combin^es  ensemble,  donnent  r^quation 

(3+X)y*+(4-.2X)a?y+(3+X)a;»-<9— 2X)y— (15+10X)a?=0; 

et  Ton  oblient  pour  r^quation  [8]  ; 

32X»+388X«+564X+ 189=0. 
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Cette  Equation  a  trois  racines  r^elles  et  negatives,  qui  sonl  : 

La  quantum  * =— 20(  1  +  2X) 

£tant  positive oa  nulle  pour  chacune  des  trois  valeurs  de  X,  les 
courbes  donntes  admettent  trois  syst^esde  scutes  communes 
r^elles,  dont  les  points  d'intersection  se  confondent  avec  ceux 
des  deux  courbes. 

II  nc  s*agit  plus  que  de  determiner  deux  syst^mes  de  s^cantes 
et  de  cbercher  leurs  points  de  rencontre. 

Pour  X=— 4, 

les  deux  Equations  du  premier  degri  sont  r 

systime  de  deux  droites  parall^ies. 
Pour  ^  =— ¥» 

nousaurons:  ^^"a — ^^vT"^^]' 

Les  points  d'intersection  des  quatre  s^cantes  sont : 

x=0,    y=0, 
x=l,    y=3, 
a?=3,    y=— 3, 
a?=e,    y=— 2. 

Cos  qtiatre  points  sont  les  sommets  d'un  trap&ze  dont  les  c6t6s 
sont  formes  par  les  quatre  s^cantes.  Les  deux  autres  s6cantes, 
c  orrespondant  k  X= — |,  scraient  les  diagonales  du  trapse. 

Z26.  £xEMPLE  IL  Determiner  les  points  (Tintersection  des  courbes 

a?t/— 3a?+6=0  {hyperhok)^ 

a?'— 9y  =  0  (parabok). 
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Si,  dans  la  premiere  de  ces  deat  ^uations,  on  subsUtue  h  y 
sa  valeur  tir6e  de  la  secoade  Equation, 

of 

on  obticut  immidiatement  T^quation  da  troisiime  degr6  : 

a?"— 27a? +54  =  0, 

dont  les  racines  d6terminent  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Gettc  Equation  a  trois  racines  r^elles,  deux  posilives 
6gales,  a? =3,  el  une  n6galive,  a? =  —  6. 
A  ces  deux  abscisses  correspondent  les  ordonnies 

y=l    et    y=4; 

done  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  (3,1),  et  se  coupcnt 
au  point  (—  6,4). 

326.  ExEMPLE  III.  Soient  donnies  les  deux  iqitations 

j/"+a;" — 2a? =0  (cerck), 
2xy — 1:=0  {hyperbole); 
r^qualion  resultant  de  la  combinaison  sera  : 

!/•+ 2Xa?y+a?'— 2a? — X=0 

et  en  ^crivant  que  cetle  Equation  repr6sente  deux  droitcs,  on 

Irouvera : 

X»— X--1  =  0. 

Gelte  derni^re  Equation  a  une  racine  r^elle  et  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Pour  ^valuer  la  racine  r6e)le,  nous  nous  servirons  des  for- 
mules  donnies  (516) ;  nous  aurons  alors  : 

log  sin  01=7,585  3481, 

log  tang^=T,301  3783, 

log  tang  «=T,  767  1261, 

log  sin  29=1)940  3459, 

log  X=0,122  1235, 

X=  1,324  718; 
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4 

la  quantum  k=4(X* —  l)  ou  ^,  6tant  positive  pour  la  valear  de  X 

que  nous  venons  de  trouver,  les  deux  Equations  du  premier 
degr£, 

auront  leurs  coefficients  r£els;  et,  par  consequent,  les  deus 
courbes  admettent  un  systftme  de  deux  sicantes  r^elles  com- 
munes. 
En  substituant  ces  deux  valeurs  de  y  dans  Uequation  : 

^xy — 1  =  0, 

on  arrive  k  I'^quation  du  second  degr6 : 


Pour  qae  les  valeurs  de  x  soient  r^elles,  11  faot  que  Ton  ait : 

_X±-i,>0. 

Si  nous  prenons  le  signe  inKrieur,  le  premier  membre  de- 
vient  n^galif,  et  la  condition  de  rtelite  n'est  pas  remplie ;  par 
consequent,  la  droite 

y=— Xa? — ;=(a?+X) 

ne  rencontre  pas  lacourbe. 

Si,  au  contraire,  nous  prenons  le  signe  sup6rieur,  le  premiei 
membre  deviant  positif ,  et  la  s^cante 

y=-Xa?+J=(a?+i) 

)/\ 

rencontre  la  courbe  en  deux  points. 
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En  substituant  kXei/X  leurs  valeurs  num^riques,  la  der- 
ni^re  Equation  deviendra : 

y  =—0,455881a?+ 1,150964; 

Equation  qui,  combin^e  avec  celle  de  la  courbe, 

2irj/— 1=0, 

donne  les  deux  solutions  r^elles  des  Equations  propos^es 

«= 1,967 160,        y=0,254l73, 
et  a?=0,557424,        y=0,89679K 

527.  ExEMPLE  lY.  Risoudre  les  deux  iquations  : 

4y* + 9x* — 36a? = 0  (eUipw), 
rcy—  \i=0  (hyperbole) 
U^quation  de  condition  est : 

X»  —  144X— 432  =  0. 

Gette  Equation  a  ses  trois  racines  r^elles ;  la  premi&re  positive, 
€t  comprise  enlre  13  ct  14 ;  les  deux  autres  negatives,  et  com- 
prises entre  —  3  el  — 4,  et  entre  — 10  et  —  1 1. 

Parmi  ces  trois  racines,  il  n*y  a  que  la  premi&re  qui  rende 
positive  la  quantity 

*=X*-144=^; 

par  consequent,  il  n^y  a  qu'un  seul  couple  de  s^cantes  r^elles, 
dont  r^quation  est : 


Xo?  .  3.  /3/     ,  2X\. 


mais  nous  aliens  d^montrer  directement  qu'aucune  de  ces  deux 
droites  ne  pent  rencontrer  les  courbes ;  car  en  substituant  la  vo- 
leur  de  y  dans  la  seconde  des  deux  Equations  propos^es, 

«y— 12  =  0 
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on  obtient  les  deux  Equations  du  second  degr6 

La  condition  de  r^alit^  des  valeurs  de  a?  est : 

3X  +  48(-^d:|Y/f)>0. 


ou  — Xdi24 


\/l>o- 


11  est  Evident  que  cette  condition  n*e8t  pas  satisfaite,  Iorsqu*on 
prend  le  signe  n^gatif ;  car  alors  tous  les  teraies  du  membre  k 
gauche  seraient  n^gatifs. 

Mais  comme  ona  X>  13,  la  condition  n'est  pas  reroplie  non 
plus,  lorsqu'on  prend  le  signe  positif. 

Par  consequent,  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  rencontrer 
les  courbes ;  dune  les  deux  Equations  proposes  n'ont  que  des 
racines  imaginaires. 

328.  ExsHPLE  V.  Solent  donnies  les  deuw  hyperboles^ 

ky^—kxy+9  =  Q, 
Srry  — 42y  +  9=:0; 
diterminer  leurs  points  d^intersection 

La  valeur  de  y,  tir^e  de  la  seconde  Equation  et  substitute  dans 
la  premiere,  conduit  h  T^quation  du  second  degr^  en  x^ 

4a?*— 35a? +75  =  0, 

Equation  qui  a  deux  racines  r^elles  0?:=:  5  et  a?ss  3  }. 
Les  valeurs  correspondantes  de  y  sont  y  =  f  et  y  =  f  .* 
Mais  les  deux  courbes  propos6es  sont  des  hyperboles,  rappor- 

Xkes  k  une  asymptote  commune  prise  pour  axe  des  abscisses; 

donc»  en  outre  des  deux  points  d'intersection  que  nous  venons 

dc  trouver,  elles  ont  encore  deux  autres  points  de  rencontre 

eioignte  k  I'infini  dc  Torigine. 
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En  effet,  Iorsqu*on  remplace  x  par  p  et  qu'on  4gale  lea  va-* 

leurs  de  y  tir  tes  de  la  premiere  el  de  la  seconde  des  Equations 
proposes,  on  obtient  T^quation  du  quatri^me  degr^, 

bz^  —  35«»  +  75«*  =  0, 

Les  quatre  racines  de  cette  Equation  sont : 

z^  =  0,    done    jr  =  0, 
jr  =  i       et       jr  =  A. 

et  comme  a;=-|  nous  auronsles  quatre  solutions  des  Equations- 
proposies  : 

JB=:0,  X=QOy  y  =  0, 

z=0,  x  =  — 00,     l/  =  0, 

z  =  {,         a?  =  5,  y  =  f, 

529.  Gas  particuuers.  La  resolution  de  deux  Equations  du 
second  degr6,  k  deux  inconnues ,  se  r^duit ,  dans  certains  cas 
particuliers,  &  la  resolution  d*une  Equation  bicarrie  ou  d'une 
equation  du  second  degre. 

!<"  Loi'sque  les  deux  courbes  sont  conceniriques ^  et  rapportees 
k  leur  centre  commun  pris  pour  origine ,  leurs  equations  ne 
contiennent  plus  de  termes  du  premier  degre  par  rapport  aux 
variables ;  et  reiimination  d*une  variable  donnera  une  equation 
bicarree  par  rapport  k  Tautre  variable. 

ExEMPLE.     ISy*— 16av+^^— ^00  =  0  (eWipxe), 

y* — 0?"  + 1 6  =  0  {hyperbole) . 

Les  solutions  sont  egales  deux  k  deux,  mais  de  signes  con- 
traires. 

f,""  Lorsque  les  deux  courbes  sont  homofocaUs^  et  rapportees  k 
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leur  foyer  communipris  pour  origine  descoordonnfies^Iesdeux 
Equations  se  mettent  sous  la  forme 

done  ay + ^^  +  ^ = — (^1/ + ^*^ + 0» 

ou  {a±:a'jy+{bzhb')x  +  (c±c')  =  0; 

et  Ton  aura  deux  Equations  du  premier  degr^,  que  Ton  combi- 
nera  avee  Fuue  des  Equations  propos6es. 

ExEHPLE.    3y*— 4a?y+4y — 2a?+ 1=0  {hyperbole)^ 
y*— 2iry+a?^— 3y — 3a? — f  =  0  {parabok). 

3*  Lorsque  les  deux  courbes  out  ua  diamktre  comraun ,  et 
qu'elies  sont  rapport6es  k  un  syst^mede  coordonnees  obliques, 
ayant  pour  axe  des  abscisses  le  diam&tre  commun ,  et  pour  axe 
des  ordonn^es  une  parallfele  aux  cordes,  les  deux  Equations  ne 
contiennent  la  variable  y  qu*k  l/i  seconde  puissance,  et  T^limi- 
nation  decelte  variable  rMuira  le  probl6me&  la  resolution  d'unc 
Equation  du  second  degr6  en  x. 

ExEMPLE.  2y* — 30?  —  36  =  0  {parabole) , 

y*  +  5ic*— -80  =  0  {ellipse). 

4"  Si  les  deux  courbes  sont  semblabks  el  semblablemeru  Htuies^ 
les  termes  du  second  degr^  dans  les  deux  Equations  ont  les 
coefGcients  proportionnels. 

Done,  si  Ton  muUiplie  Tune  des  deux  Equations  par  un  fac- 
teur  convenable,  et  qu'on  la  retranche  de  Tautre  Equation,  on 
obtiendra  pour  reste  une  Equation  du  premier  degr6. 

ExEMPLE.    y*+2aM/ — 3ir*-|-6a?+40=0  (hyperbok), 

2y* + 2xy — 6a?* — 5y + 37  =  0  {hyperbole). 

5*  Lorsque  les  deux  courbes  sont  des  hyperboles  ayant  une 
mtme  asymptote ,  et  rapport^es  k  ceUe  asymptote  commune 
comme  axe  de  x^  les  deux  Equations  ne  contiennent  la  variable  i; 


'     s 
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f(ue  dansle  terme  xy;  et  r^limination  de  x  donne  une  Equation 
du  second  degr6  en  y. 

ExEMPLE.  »•— 4a?y+  6y — 10=0, 

3y*+2a?y  — 10y+  8  =  0. 

S  II.  Resolution  des  Equations  da  qaatritoe  degr6. 

5S0.  MiTHODE  DE  RESOLUTION.  La  iD^thode^  que  nous  venons 
d'exposer,  sert  k  riduire  la  resolution  de  I'^quation  da  qua- 
tridme  degr6, 

rp*  +  aaj'+te*  +  ca?+(i  =  0, 

k  la  resolution  d'une  Equation  du  troisiime  degre. 

En  efiet»  si  dans  I'^quation  propos6e  on  remplace  x^  par  y, 
on  arrive  k  T^quation  : 

y*  +  axy  +  by  +  cX'\'d  =  0; 

et  la  resolution  de  requation  du  quatrieme  degr6  est  ramende 
k  la  resolution  de  deux  equations  du  second  degre  k  deux  in- 
connues»  que  nous  pouvons  resoudre  au  moyen  d'une  equation 
du  troisieme  degre  en  ^. 

381.  ExEMPLE.  Suit  donne  Tequation, 

a^_2a;»— 8af*+  12ic— 4=0, 

equation  qui  n'a  pas  de  racines  commensurables. 

En  posant  a?=y  (pardbok), 

requation  proposee  deviendra : 

y*— 2rry— 8y+12a?— 4=0  {hyperbole). 

La  resolution  de  ces  deux  equations  est  ramenee  &  celle  de  I'e* 
quation  du  troisieme  degre, 

X»-|.16X*  +  56X— 64=0, 

qui  a  trois  racines  reelles, 

X  =  — 8    et    X=  — 4±2v/6. 
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la  quantity  fc=4(l— X) 

est  positive  pour  chacune  de  ces  trois  yaleurs  de  X ;  done,  les 
deux  Equations  propos6es  admettent  trois  couples  de  s£cantes 
communes  et  quatre  solutions  r6elles. 

Les  Equations  des  s6cantes,  qui  correspondent  it  la  deaxi^me 
-ei  k  la  troisi6me  racine  de  I'^quation  en  X,  sont ; 

X  =  — 4+2v'6, 
X  =  — 4  — 2v^6, 

En  cherchantles  points  d'intersection  de  ces  deux  systdmes  de 
droites,  on  obtient  imm^diatement  les  radnes  de  I'^quation  du 
-quatriime  degr^, 

a?  =  2di\/2    et    »  =  — l±v/3. 

321.  Condition  pour  quMne  ^nation  da  second  degr^  k  deux  yariables 
se  r6duise  k  deoz  Equations  da  premier  degr^.  —  322.  Reduction  de 
deax  Equations  da  second  degr^»  k  deux  inconnues,  k  une  Equation 
da  troisi^me  degr^.  —  323.  Indication  de  divers  cas.  —  324,  325, 
326,  327,  328.  Exemples 328.  Gas  particaliers.  —  330.  Resolu- 
tion d'ane  6quation  do  qoatri^me  degr^.  —  331.  Eiemple. 


CHAPITRE  V. 

QUELQUES  EXEMPLES  D'ARTIFIGES  ALGEBRIQUES. 

532.  BuTDE  CE  CHAPITRE.  Dans  un  grand  nombre  dc  ca8»  si 
Ton  suivait,  sans  modification^  les  regies  g^n^rales  du  calcul,  on 
serait  conduit  ill  des  operations  compliqu^es,  qui  d^passeraient 
quelquefois  la  patience  du  calculateur.  L*habiiet6  du  g^omitre 
consiste  k  trouver,  dans  la  forme  particuli^re  des  questions  qu'il 
traite,  Toccasion  de  simplifier  les  operations,  et  de  parvenir  plus 
iounediatement  aux  conclusions  qu'il  a  en  vue.  De  pareilles 
modiiications  exigent  une  grande  habitude  de  I'analyse  et,  sou- 
vent  mftme,  un  T^ritable  gtoie  d'invention ;  et  Ton  comprend 
qu'il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  des  regies  g^n^rales 
sur  les  artifices  de  ce  genre.  Nous  nous  bomerons  k  choisir, 
parmi  les  calculs  alg^briques  les  plus  c^iebres,  quelques  exem- 
ples,  dans  lesquels  d*illustres  g^omitres  oat  pouss6  k  un  haut 
degr6  la  dextSrite  analytique  dont  nous  parlpns. 

538.  PROBLfiME  L  On  donne  un  polyname  du  second  degri^  i 
trois  variabkf^ 

[1]        Aa?*+AV+AV4.2By5+2B'a?if+2B''a?y 

+  aCa?4-2G'y+2G''«4-D; 

et  Von  demande  de  remplacer  x,  y,  z,  par  troU  variables  notwelUs, 
Hies  aux  premieres  par  les  relations^ 

ets'impofant  les  cQndUwtis  suivantes  : 
l^Uipolynomeprendra  la  forms 
[3]         Gv*+GV+G^u>>+Hu+H'«+irt(?+K; 
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2«Ies  neuf  coefficients  «,  a',  a*',  p,  p',  p*,  y,  y',  y^,  seronX  liis  par 
ks  relations^ 

|a«'.+  p"t+y^=  1,  (aV'+p'p«^+YY=0, 

Ge  problfeme  se  pr6sente  en  gtomitrie  analytique,  lorsque  Ton 
vcut  simplifier  une  Equation  du  second  degr^,  en  changeant  les 
directions  des  axes  des  coordonn^es,  sans  qu'ils  cessent  d*6lre 
rectanguiaires. 

En  multipliant  respectiyement  les  Equations  [2]  par  «,  p,  y^  et 
en'  les  ajoutant  ensuite  membre  k  membre,  on  a,  d'apr^  les 
Equations  [4]. 

et  Ton  trouverai  d*une  manifere  analogue : 

t)  =  a'a;+p'y+Y'^» 

tc = o^'a? + p*y -f  Y^jj. 

Par  consequent,  pour  que  les  polynomes  [1]  et  13J  soient 
equivalents,  on  doit  avoir,  en  identiflant  les  termes  du  second 
degr6 : 

==  Ax* + ky  +  ATz^  +  2Byz  +  2B'xz  +  2B"a?y ; 

CO  qui  donnc  les  six  Equations  suivantes: 

( Ga*  +  GV«  +  GV« = A       ( Gap + G  Vp' + GVp''=B% 
[5]     ]gp«  +  G'P'HGT=A,      {GaY+G'aY+GV/=B', 
(Gy«  H-GY  +  GY*=A';      (GpY+G'pY  +  GT/=B. 

Multiplions  respeclivement  la  premiere,  la  qualrlfeme  et  la 
cinc^ieme  Equation  du  groupe  [5]  par  a,  p,  y»  et  ajoutons-Ies 
ensuite;  11  viendra : 

[A]  Ga  =  A«  +  I)"p+B'Y. 
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Si  Ton  multiplie  la  seconde,  la  qiiatriitne  et  la  siiiftme  Equa- 
tion du  m6me  groupe  par  p^ «,  y,  on  aura  de  mftme : 

[A]  Gp=A'p+B^a+BY; 

et  Ton  trouvera  de  m6me : 

[A]  GY=:A«'T+B'a  +  Bp. 

Ces  trois  Equations  out  lieu  entre  a,  ^^y;  elles  sont  du  pre- 
mier degrE;  done  on  ne  pourra  en  tirer  qu*une  seule  valeur 
de  chaque  inconnuei  a  moins  que  le  dEnominateur  commun 
ne  soit  nul.  Or,  on  satisfait  k  ces  Equations,  en  posant: 

«  =  0,    P  =  0,    Y=0- 

Gette  solution  n'Etant  pas  admissible  h  cause  des  relations  [4], 
il  faut  que  le  dEnominaleur  soit  nul;  et  Ton  doit  avoir,  par  con- 
sequent : 

(A-G)(A'— G)(A''— G)— B*(A— G)— B^CA'— G)-B"*(A"— G) 

-f  2BB'B"=0, 

Equation  du  troisiEme  degrE  k  laquelle  G  doit  satisfaire. 

En  multipliaiit  la  premiEre,  la  quatriEme  et  la  cinquiEme 
Equation  du  groupe  [5],  respectivement  par  a',  p',  y'*  on  ob- 
tiendrait : 

[B]  GVrsAa'+ff'p'  +  BY, 
et,  d'une  maniEre  analogue : 

[B]  G'P'=A'P'+BV  +  By' 

[B]  GY  =  AY+BV  +  Bp': 

et,  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  prouvera  que  le  dEno* 
minateur  des  valeurs  inconnues  «',  p',  y'*  dEduites  de  ces 
demiEres  Equations,  doit  Etre  Egal  k  zEro,  et  que  Ton  doit 
avoir : 

(A— GO(A'-G')(A'— G')— B«(A— GO— B'»(A'-G')-B'*(A*— ff) 

-f2BB'B'=0. 
Alg.  sp.  B.  83 
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enfln  on  prouvera,  par  un  proc£d6  tout  semblable,  que  Ton  doit 
avoir : 

(A— G*)(A'~G'0(A*'-G')-B*(A-G*'-B'«(A'— GO-ff'^CA-'— G-^ 

+  2BB'B^=:0. 

et,  par  suite,  G,  G',  G^  sent  les  trois  racines  de  T^quation  du 
troisi&me  degr£ : 

[6]  (A—  X)  (A'-a?)  (A'-a?) -  B«(A-a?) — B'>(A'— a?)--  B*^  ( A*'— ar) 

+  2BB'B*  =  0. 

On  pent  prouver  que  cette  Equation  a  ses  trois  racines  r^elles; 
et,  pour  ceia,  on  remarquera  qu'il  est  permis  de  lui  donner  la 
forme : 

P         .  y         .  F        _ 

L^J     (A_a?)-P  +  (A'— 0?)— P'"*"  (A"— a?)— F  ^ 

Si,  en  effety  nous  chassons  les  dinominateurs  de  cette  Equa- 
tion [7],  en  identiflant  le  r^sultal  avec  l'£quation  [6],  il  viendra : 

2P'F=B»,    2P«P  =  B'»,    2PP'  =  B'^ 

PP'P*=:BB'r; 

Equations  auxquelles  on  satisfait  en  posant : 

p-?z  p'-i5!  p^-?:? 

De  sorte  que  TEquation  [6]  deviendra : 

B'B"  BB*'  55 

: ,    ^    I 21 

BB"\  "^T;  BIF"*"  ,„  B'B 


.^^     B ,  B  I B*^ I 


B" 


Pour  prouver  que.celte  Equation  a  ses  trois  racines  rEelies, 
posons : 

A— — g- — A,    A  — -g- — (Ay    A       -jp"  —  v; 

et  supposons  que  ces  trois  quantitEs  soient  classEes  par  ordrc 
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de  grandeur ;  de  telle  sorte  que  X  soit  la  plus  petite  et  v  la  plus 
grande.  Substituons  successiyementy  k  la  place  de  x^  dans  le 
premier  membre  de  [8], 

—  00,     X  — «,     X+«,     fA  — «,     fx  +  t,     V— e,     v  +  t,     +00, 

e  d^signant  un  nombre  excessivement  petit ;  —  oo  et  oo  donnent 
au  premier  membre  la  valeur  +  1 ,  et  le  r^sultat  des  autres 
substitutions  se  voit  immidiatement;  car  chacune  d'elles  rend 
Tun  des  termes  infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres.  Re- 
marquons,  de  plus,  que  les  trois  num£rateurs  ont  essentiellement 
le  mfime  signe>  celui  de  BB'B'^;  et  supposons,  pour  fixer  les 
id^es^  que  ce  signe  soit  +.  Les  r^sultats  sont  indiqu6s  dans  le 
tableau  suivant: 

—  00  -j- 

+    • 


X— « 

x  +  . 

1*— « 

{X  +  t 

V 8 

v+. 

+  « 

+ 


+ 


+ 

Les  substitutions  fournissent  done  six  changemcnts  de  signe ; 
mais  entre  X — e  et  X  +  «,  (x  —  t  et  jx  +  t,v  —  t  et  v  +  e,  la 
fonction  passe  par  I'infini  et  est  discontinue ;  on  doit  done  con- 
clure  Texistence  de  trois  racines  seulement,  Tune  comprise 
cntre  X  -f  8  et  fx — •,  Tautre  entre  fx  + «  et  v  —  8,  et  la  troi- 
sifeme  entre  v  +  •  et « ;  c'est-i-dire  que  les  racines  sont  com- 
prises respectivement  entre  X  et  (x,  [x  et  v,  v  et  oo .  On  voit 
qu'elles  sont  in^gales,  toutes  les  fois  que  les  nombres  X,  (x,  v,  sonl 
(liferents. 

Apris  avoir  r6solu  Fiquation  [6]  et  trouv6  les  valeurs  de  6, 
G',  6*,  les  Equations  [A][B][C],  qui  sont  du  premier  degr6, 
donnent  les  rapports  des  quantit6s  «,  p,  y,  o'  p'  y',  «'',  p*',  /. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  les  divers  cas  par- 
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ticuliers  que  peui  presenter  cette  solution,  et  notamment  celui 
oil  les  quantitis  X^  (a,  v  deviennent  6gales. 

554.  PROBiiiME  II.  On  propose  de  risoudre  ks  trois  iquatiom : 

C21  ^  I    y'    .    ^'  _^ 

G€S  Equations  se  pr^sentent  lorsqu*on  cherche  rinterseclion 
de  trois  surfaces  du  second  ordre,  dont  les  sections  principales 
ont  les  mftmes  foyers. 

Si,  dans  F^quation  [1],  on  chasse  les  d^nominateurs,  on  ob- 
tient : 

—  6  Vj?*  =  0 ; 

si  Ton  chasse  de  ni6me  les  d^nominateurs  des  Equations  [2]  et 
[3],  on  trouve: 

el  ces  trois  Equations  prouvent  que  {**,  v*,  p*,  sont  les  trois  ra- 
cines  de  I'^quation : 

[4]  X'—X'  (6»+c«+a?'+y«+^)+X(& V+6V+c«a?*+cV+^''* 

On  en  conclut ; 
pV*v*  =  Wa;% 
ct  cette  Equation  fera  connattre  a?. 
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Pour  obtenir  y*  ct  z\  remarquons  qu'en  posant : 
Ics  Equations  propos^es  deviennent : 

^'t  1-  ^i+i*  -t-  prp^xzz^^  ='. 

y*  I       a;*       ,  i* 

v'i  "T  ^'.  ^  6«  "T"  v'»  +  (i>«  — c«j  ~^' 

y*   I       a;*  z» 

et  ne  difKrent  des  propos^es  que  par  le  changement  de  a!»  et «» 
en  y«  et  «»,  et  par  celui  de  p,  ft,  y,  en  p',  ft',  v',  de  6*  en  -  V,  ct 
de  <;■  en  c*  —  6*. 
On  peut  done  6crire : 

On  trouvera  par  un  artiGce  tout  semblable  : 

cV-6')«'  =  (f*'-C»)  (c'-v')  (c»-p«); 

et  ces  deux  Equations  feront  connaltre  «»  et  1/ 

On  pourrait  arriver  &  des  valeurs  de  x^,  y\  i',  par  la  r^olu- 
Uon  directe  des  Equations  propos6es,  qui  sont  du  premier  de- 
gr6;  inaisles  calculs  seraient  beaucoup  plus  longs 

Nous  remarquerons  enfln  que  p»,  y*,  v«,  6lant  ies  racines  dc 
I  Equation  [4],  on  a  : 

ct,  par  suite : 

formule  utile  dans  plusieurs  recherches,  et  dont  la  viriflcafior 
directe  exigcrait  quelques  calculs.  TCrmcatior. 
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355.  Probl^me  ni.  Disignons  par  y,  y',  V',...  les  fondums  li- 
ndaires  suivanUs  dss  inditerminUs  x,  y,  z,... 

t)  =zax  +fti/  +CJ5  +•••  4"  ^9 
rn  i  v'  =«'a?  +  ^'y  +<^'^  +  •  •  •  +  ^ 


(Le  nombre  des  fonctions  v,  v\  v^...  est  supiriear  aanombre 
dcs  iiid6termin6es  Xj  y,  «,.•.) 

Parmi  tons  les  systhmes  de  coefficients  x,  x',  x*.*.  qui  donnent 

identiquement  : 

[k]  xt?  +  xV  +  xV+...=a?— K, 

x/x'y  x*^,...  ^torU  indipendants  de  z,  y,  z,...  frouver  celm  pour 
lequel  la  somme 

est  minimum. 

PosoDS  : 


[2] 


If  ^9  Cv  seront  des  fonctions  lin^aires  de  a;,  y,  ^»...;  ef  Ton 

aura : 

5=a?2a*  +  y2a6+r2ac+  .• .  +^al, 

C =a?2;ai;-i-y26c -t-z2c»  + . . .  +  2c/, 


[3] 


oil  2a'=a*+a'*+a^*  +  ..., 

2a6=(3*+a'6'=a'r  +  .,., 

et  de  m£ine  pour  les  autres  2. 

Le  nombre  des  quantit^s  $,  v),  (,...  est  £gal  au  nombre  n  des 
inconnues  Xj  y,  j?,...  ;  on  pourra  done  obtenir,  par  Elimination, 
une  Equation  de  la  forme  suivante: 

[A]  fl?=A+(«a)S+(«p)ii+(«T)C+..., 
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danslaquelle  (aa),  (ap),  (aY)*-**  sont  des  coefficients  ind^pendants 
dc  x,yyZ,...  et  de  E,  v),  (>.••  Que  Ton  sail  trouver;  et  celte  Equa- 
tion sera  satisfaite  identiquement,  lorsqu'on  remplacera  l,  i),  K\ 
par  leurs  valeurs  [3].  Par  consequent,  si  Ton  pose: 

aV)  +b'{ap)  +c'(otr)  +.. .  =«'. 


en  multipliant  respectivement  ces  Equations  par  v,  t/^  xf^...  et 
en  les  ajoutant,  on  aura  identiquement,  en  vertu  des  Equations 
P]  et  [A]  : 

[5]  at;  +  aV+aV+...=a?-A, 

pourvu  que  Ton  remplace  v,  v',  t?*,...  par  leurs  valeurs  [1]. 

Gette  Equation  montre  que,  parmi  les  diff^rents  systfemes  de 
coefficients  x,  x',  x'^..,  qui  satisfont  k  la  condition  [ft],  on  doit 
compter  le  syst^me : 

x  =  ay     x'  =  a',     yf^J'. 

On  aura  d*ailleurs,  pour  un  syst^me  quelconquei  en  retranchant 
I'identite  [5]  de  ndentilE  [h\ : 

et  cette  Equation  Etant  identique,  en  vertu  des  Equations  [11^ 
enlralne  les  suivantes : 

(x-a)a+(«'-a>'+(x*— oOa'+...=0, 
(x-«)6  +  (x'-«')6'+(x*'— 06"+. ..  =0, 
(x-a)c  +  (x'  — ot')c'  +  (x"— «X  +  ...=0, 


que  Ton  obtient  en  remplagant  Vy  v\  v"...  p;ir  leurs  valeurs  [1], 
et  en  Egalant  k  zEro  le  coerficienfs  de  x^  y,  jr...  Ajoutons  ces 
Equations,  aprEs  les  avoir  multipliEes  par  (as),  (ap),  (ay);  nous 
aaronSy  en  vertu  du  systEme  [4] : 

(x_a)a+(x'  — a')a'  +  (x'— aV+...=0; 
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d'ob  en  doublant  cette  £galit6,  et  en  la  retranchant  de  TidentitS : 

»»-f.x'«+x«4....  =  a«+«"+a"«...4-(x— «)»-f(x'— «y+... 

Par  consiquenty  I'expression 

x«  +  x'»  +  x«+... 

aura  une  valeur  minimum,  lorsqu'on  aura : 

X  —  ot,     X  =  a  J      X  ~T~<»  9  •  •  • 

550.  Expression  du  minimum.  Les  valeurs  de  a,  aV«"«...  sont 
ditinies  par  les  Equations  [4];  ct  pour  les  obtenir,  il  sufQra  d'y 
rem  placer  (aa),  (ap),  (ay),  par  leurs  valeurs,  que  Ton  pourra  d6- 
duire  des  Equations  [3]  par  les  m^lhodes  connues.  Mais  le  mi- 
nimum s'obtiendra  de  la  maniferesuivante.  L*ldentit^  [5]  montre 

que  Ton  a : 

'a«+aV  +  aV-|-...=l, 

i6«  +  6V+6V+...=0, 
L«J  •  Nc«  +  cV+cV  +  ...  =0, 


Equations  que  Ton  oblient,  en  rempla^ant  t?,  v\  v",.--  V^^  ^^^"^ 
valeurs  [1],  et  en  idenlifiant  les  coefficients  de  rr,  de  i/,  de  Zy. 
dans  les  deux  membres. 

Hultiplions  ces  Equations,  respectivement,  par  (<xa),  (ap),  (07), 
et  ajoutons4es,  en  ayant  £gard  aux  relations  [4];  nous  trou- 
verons : 

[7]  a«  +  a'«  +  a"*  +  ...=(aa). 

Ainsi  (aa)  est  le  minimum  cherch^. 

557.  Valeurs  adoptjSes  pour  a?,  y,  -Jf...  Si  t?,  v',  t?"  6laient  nuls, 
ridentit£  [5]  montre  que  la  valeur  de  a?,  qui  v6rifierail  les  Aqua- 
tions [1],  serait  x=k,  Mais  le  nombre  des  ^nations 

t?r=0,    v'=0,    v"  =  0,... 

£(ant  sup6rieur  au  nombre  des  inconnues,  il  est,  en  g^niral^ 
impossible  de  satisfaire  rigoureusemenl  k  ces  Aquations.  Dans 
cette  circonstance,  les  gAomAtres  adoptent  la  valeur  x=^kt 
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comme  satisfaisant  aussi  exaclement  que  possible  aux  ^qualions. 
Un  calcul  analogue  fournirait  les  valeurs  que  Ton  adoplerait 
I>our  y,  Zy...  et  que  nous  disignerons  par  B,  G... 

On  peut  prouver  que  ces  valeurs,  sans  annuler  toutes  les 
quantit^s  v,  v'^  v'\  ce  qui  est  impossible,  rendent  la  somme  de 
leurs  carr^s  aussi  petite  que  possible.  Mais  disons  d*abord  pour 
quelle  raison  les  coefneients  de  ces  diverses  formules  ont  kii  d^ 
signis  par  la  notation  que  nous  avons  adoptee. 

Nous  avons  trouvi  plus  haut : 

On  peut  prouver  d'une  mani^re  analogue  que  Ton  a : 
En  eflet,  p,  p',  p'\..,  v^rifient  les  formules  : 


Si  Ton  multiplie  les  valeurs  de  (s,  a  . . . . ,  [4],  par  p,  p. . .  •  et 
qu'on  ajoute  les  risultats,  on  trouvera,  en  ayant  £gard  aux 
Equations  [8]  qui  d^finissont  p,  p'.  • . : 

[9]  «p+«'p'+«T+...=(«P); 

et  la  demonstration  sera  la  m£me  pour  les  autres  formules 
analogues.  On  voit  done  que  la  notation,  adoptee  pour  les  coet- 
flcients,  sert  k  rappeler  la  formation  des  expressions  qui  leur 
sont  6gales. 

538.  Minimum  de  t?*+v'*-}-ty^+...  Si  dans  T^quation 

on  substitue  k  x^  y,  x...  la  valcur  trouv^e  plus  haut  [A],  et  les 
valeurs  analogues,  on  obtiendra,  en  ayant  £gard  aux  for* 
mules  [4] : 

[10]  t>=»5  +  Pvi+Y'^+»»»+^> 

enposants  X=aA  +  &B-t-cG-|-...+/. 
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On  aora  de  mime : 

[10]  {t^=«*X+r^+Y^+...+X% 


c'est-i-dire  en  reprisentnnt  parX,  X',  X'...  les  valeurs  de  v,  v\  %f... 
qui  rfeultent  des  valeurs  A,  B,  C...  de  x,  y,  x... 
Si  nous  posons  actuellement : 

nous  pourrons  former  cette  somme,  en  ajoutant  les  Equations  [1], 
aprte  les  avoir  respectivement  multipli^es  par  v,  v\  t;*... ;  et  nous 
trouverons,  en  ayant  £gard  aux  Equations  [2] : 

05=ir-f.7,y  +  Car+...+to  +  /V  +  rt;'+... 

En  substituant,  pour  v,  v\  tA...,  les  valeurs  trouv^es  plus  haul, 
et  en  remarquant  que  Ton  a,  en  vertu  de  I'identitS  [5] : 

11  vieudra : 

ll^6r?+iiy+U+...-EA— t3— tG...  +  XJ+XT+XV+... 

Mais,  en  multipliant  respectivement  les  Equations  qui  d6finissent 
X,  X',  X*...  par  X,  X',  X^..,  et  en  les  ajoutant,  on  trouve : 

X«  +  V«+X"«+. . .  =XZ+XT+XT+. .  •  +(Xa+X'a'+XV. . . )  A 
+  (X6+X'6'+X''^+...)B  +  (Xc+XV4-XV+...)G  +  ... 

Or  chacune  des  q^^ctntitds,  entre  parentheses,  est  nuUe  d'elle- 
m£me;  car  (Xa+XV+^V4-...)f  par  exemple,  est  la  valeur 
que  prend  \  [2],  quand  on  y  remplace  u,  v',  v^...  par  X,  X',  X*",... 
ou,  ce  qui  est  la  m^me  chose,  a?,  y,  jst...,  par  A,  B,  G...;  et  ectte 
subslilulion  annule  (,  comme  on  le  voit  d'apn^s  les  Equations 
[3]  et  ]A1. 
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Ainsi,  Ton  a : 

ety  par  suite : 

Substituant  pour(a?— A), (y— B),  (z— C)..., les  valeurs  fournie^ 
par  r^quation  [A]^  et  ]es  Equations  analogues  en  y»  x...^  il  vient : 

0= («a)P  +  (PP)ti»  +  (yy)?;H  . . .  +  2(«P)?Ti  +  2(«t)5? 
+  2(pThC+...+X*  +  V>  +  V'^  +  ... 

Tie  quiy  d'aprfts  les  formules  d6montr£es  plus  haut  [7],  [9],. 
[iO],  revienl  k 

Q  =  {t;— X)*  +  (v'— X0*  +  -..+^*+^"+^'*+'- 
Par  ot  Ton  voit  que 

X»+X'»+X'^+... 
est,  comme  nous  Favions  annonc6,  le  minimum  de  0. 

R&SUMti. 

352.  But  de  ce  chapitre.  —  533.  Simplifier  le  premier  membre  d'un* 
Equation  da  second  degrd,  &  trois  variables,  en  chaogeant  les  direce- 
tions  des  axes  coordoDn6s,  sans  qu'ils  cessent  d'etre  rectangnlaires. 
—  554.  Troayer  les  points  d'intersection  de  trois  surfaces  du  second 
ordre,  dont  les  sections  principales  ont  les  mdmes  foyers.  —  551S, 
556,  557,  558.  Resolution  d'un  syst^me,  dans  lequel  le  nombre  des 
inconnues  est  inf^rieur  k  celui  des  Equations,  par  la  condition  que  Ja 
somme  des  carr6s  des  premiers  membres  de  oes  Equations  soil  un  , 
minimum,  on  m^thode  des  moindres  carr^. 


NOTEl 

sua  LA  HESOLUnON  DES  EQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRE. 

530.   FomCULE   G^N^RALE  QUI   REPR^SENTE  L'UNE  DES  IMCOM- 

NUES.  GoDsiddrons  n  Equations  k  n  inconnues : 

ai*Xt+  fli*^  +  fl«'x,  +  ...  +  ^**^i+«-+  ^.*^-  =  '»f 

\  ai*j:i+  a,*x,  +  fls'^c, + . . .  -f  a^a?!  -f- . . .  +  a\x.  =  /,. 

fli,  ^'i-..  a«>  fli*.  ai'--af.,.a^  ddsignent  des  cocfGcients  qaeU 
conqueSy  tout  &  fait  iiiddpendants  les  uns  des  autres;  a^  n'est, 
par  exempie,  nullement  6gal  aa  carri  de  a^ ;  et  le  chifTre  2  ii*f 
figure  que  comme  un  indice.  En  gdndral,  af  n*a  aucune  liaison 
avec  au  et  n'en  est  nullement  la  puissance  h ;  l*indice  inKrieur  % 
indiquc  le  numdro  d*ordre  de  Tinconnueyet  Findice  supdricur  J!r, 
Ic  numdro  de  Tdquation. 

Cela  pos£»  considdrons  le  produit : 

P=aia,a|...a.((7j— a,}(a,— a,)...(ai--fl,)...(a.— OiXfls— ^iXa*— Of).- 
{at — a,)...(a,— at)(a4  — aa).,.(a.  —  ai)...(a, —  a.-i), 

obtenu  en  faisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
miere Equation  par  leurs  difiigrences  deux  k  deux,  et  ayant  soin 
de  prendre,  avec  le  slgne  — »  dans  chaque  difTirence,  le  temie 
afTcctd  du  plus  petit  indice.  Ce  produit  P  se  composera  d*un 
grand  nombre  de  termes,  dans  lesquels  les  quantitds  a^  a%—ai 
auront  divers  exposanls ;  chacun  des  termes  contiendra  toutes 
leslettres  ai,  at...a«;  mais  Texposant  de  chacune  d'elles  sera 
au  plus  6gal  k  n.  Nommons  R  cc  que  devient  ce  produit,  lorsquc 
I'on  consid^re  les  exposants  comme  des  indices  supdrieurs  :  R 
contiendra  alors  les  diffcrents  coefficients  du  syst^me  d*6qua- 
tion  propose ;  et  chacun  d'eux  figurera,  dans  chaque  terme^  au 
premier  degrd,  puisque,  par  hypothtee,  nous  avons  remplace 
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les  exposants  par  dcs  indices.  Si,  par  exemple,  la  puissance  h 
dc  at  figure  dans  le  produit  P,  nous  la  remplacerons,  pour  ob- 
tenir  R,  par  ai\  coefficient  de  Xt  dans  T^quation  de  rang  k ;  en 
sorte  que  les  deux  expressions  P  et  R  s*6criront  de  mfime,  raais 
repr^senteront  des  valeurs  tr^s-diff<^rentes. 

Supposons  main  tenant  que  Ton  rassemble,  en  un  seul,  tou£ 
les  termes  de  R,  qui  contiennent  a«  affects  du  mftme  indice  su- 
p^rieur ;  R  prendra  la  forme 

[2]    R=  A/ a,*  +  A<V+  A,V  + ...+  A,V+ ...+  A,-ar, 

A<S  A<'...Ai"  6tant  des  sommes  de  produits,  dans  lesquels  ne 
figure  ^videmment  aucune  des  quantit^s  a<S  ai^...a<". 
Or  je  dis  qu*on  a  les  Equations  suivantes  : 

0=A<*a4  +  A,'a4*+ A<»ai»...  +  A<"a4*, 
0=:A,*a,  +  A,*aj«+A,»a,«...  +  A,»ar, 


t^^  '  0=  A,'  au+A^au'+  A,»a*»...  +  A,»a/, 

0=Wan+hiW+  A<V ...  +A<*a.^ 

ou,  en  d'aulres  termes,  que  Texpression  R  s'annule,  si  Ton  y 
remplaccy  dans  tons  les  termes,  Tindice  infdrieur  i  de  la  lettre  a 
par  une  autre  valeur  quelconque  1,  2...i...n.  En  eflet,  I'ex- 
pression  P,  renfermant  en  facteur  (at—  «<)  (Ot—  o^) ...  (a, — a<), 
s'annule  identiquement,  si  Ton  suppose,  par  exemple,  a<=  a* : 
le  r^sultat  de  cette  substitution  doit  6tre  z6ro,  ind^pendam- 
ment  de  toute  yaleur  attribute  aux  lettres  Oi,  a^.^.a^,  Les 
termes  doivent  done  se  d^truire  identiquement,  et  6tre  ^gaux 
deux  k  deux  et  de  signes  contraires.  Or,  il  est  Evident  que  cette 
identity  ne  sera  pas  allirie,  quand  on  consid6rera  les  exposants 
comme  desindices,  afin  de  passer  de  Texpression  P  k  I'expres- 
sion  R. 

Les  Equations  [3]  itant  d^montrtes,  on  obliendra  £videm- 
ment  la  valeur  de  Xt,  en  multipliant  les  Equations  propos^es 
[1]  par  A/,  A<*...A(**,  et  en  les  ajoutant.  Les  coefficients  de  Xi, 
x%...Xi^t^  Xi^i,..Xnf  deviendront,  en  effet,  igaux  k  z6ro,  en 
vertu  des  Equations  [3] ;  et  le  coefficient  de  Xi  deviendra  6gal  k 
Ry  en  vertu  de  [2]. 
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On  aura  done : 


il'oil    [4]  au= 


R 


Ainsiy  quand  en  a  formi  le  dSnominateur  K,  on  forme  le  nunUra^ 
ieur  dCune  inconnue  guelconque  Xf,  en  remptagant^  dans  chaque 
lerme  deVi^  les  coefficients  a/,  a^...a<*  de  x<  par  ks  termes  tout 
connus  correspondants  Ij,  Is  ...U. 

On  obtiendra,  par  ce  proc^d6,  la  valeur  de  chacune  des  in* 
connues.  On  voit  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  m^me  dSnomi- 
nateur R.  Si  R  n'est  pas  nul,  cbaque  inconnue  a  une  valeur 
unique  et  d6termin6e ;  et  le  syst^me  des  Equations  ne  prteente 
aucune  particularity.  L*£tude  de  Texpression  R  conduit  k  une 
th£orie  importante  d'analyse  algSbrique,  que  nous  ne  pouYons 
indiquer  ici. 

540.  Nous  donnerons  cependant  quelques  d6veloppements 
sur  la  forme  du  dSnominateur  R.  Nous  Stablirons  d*abord  la 
proposition  suivante : 

TH^ORiME.  Le  produit  P,  et,  par  suite^  r expression  R^  change  de 
signe,  sans  changer  de  valeur,  si  deux  indices  cetc'y  sont  changis 
tun  dans  t autre. 

Remarquonsy  en  effet,  que,  dans  le  produit  P,  les  seuls  fac- 
teurSy  sur  lesquels  ce  changement  exerce  une  influence,  sonl 
ceux  dans  lesquels  figure  a»  ou  a«,  c*est-ii-dire,  en  supposant 
c<c*: 

{^•— fli)  (a.— ^ -.(«•— ae-i)(ae4-i— «•)... (a. — a«)...(c^.— a«) 

Si  I'on  cbange  c  en  d^  eid  tn  c  (sans  changer,  bien  entendu, 
c  —  1 ,  c  + 1  f  ^  —  1 ,  c'  + 1 ,  qui  son t  des  indices  diff 6rents  de  o  el 
c'),  ces  facteurs,  pris  ensemble,  conservent  les  mSmes  valeurs 
absolues,  et  ne  font  que  se  substituer  les  uns  aux  autres;  maia 
il  y  en  a  un  certain  nombre  qui  cbangent  de  signe. 
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!•  Les  facteurs  (a,— ai)(a.— a,)...{(7« — a^  de  la  premifere 
Ugne  et  les  facteurs  (a,—  a^)  (a^—Oj). ..(<!«• —  o.-i)  de  la  seeonde 
ligne,  ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

2*  TjCS  facteurs  {a^+g — cQ  (a^+i — a.) . . .  (a,-*  —  Cc) , 

(ay—  o<H^)  (a, —  a«+i) . . .  (a,-  —  a,-i), 

^changent  leurs  valeurs  absolues ;  mais  cbacun  d*eux  devlent 
^gal  et  de  signe  contraire  k  celui  qui  lui  correspond.  Gela  fait 
en  tout  2  (c' — c —  1}  changements  de  signes,  qui  n'exercent  pas 
dMnfluence  sur  le  signe  du  produit. 

3*  Le  facteur  {a^ —  a.) 

change  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

4«  Les  facteurs  (a.+|— a,)  (a,+a —  a,)...  (a, — a  J 

(a,+i— a^/)  {a.+i—  a.) ...  («• —  «•) 

ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

£n  rdsum^,  le  seul  changement,  que  subisse  le  produit,  pro- 
vient  du  changement  de  signe  de  (a,- — a«);  et,  par  suite,  P  et  R 
changent  de  signe,  sans  changer  de  yaleur,  lorsqu'on  change  c 
en  c*,  et  cf  en  e. 

341.  GoROLLAiBE.  D  r£s«ilte  de  la  proposition  pr^c^dente, 
que,  dans  chaque  terme  des  polynomes  V  etK^les  exposants  de  deux 
leltres  a«  et  a«'  sont  toujours  irUgaux. 

Si,  en  effet,  dans un  terme deces  expressions,  a« et a^avaient 
le  m6me  exposant,  ce  terme  ne  changerait  pas  par  le  change- 
ment des  indices  ceitf;  il  ferait  done  partie  du  polynome  -f  P 
et  du  polynome  6gal  et  de  signe  contraire  —  P ;  et,  par  suite,  il 
enlrerait  deux  fois  dans  P  avec  des  signes  diff^rents,  et  pourrait 
£tre  supprim^. 

II  est  clair,  d'ailleurs,  que  chaque  terme  contient,  au  moins 
une  fois,  chacun  des  facteurs  Oi,  ai...a«;  et  comme  I'exposant 
de  ces  lettres  ne  surpasse  jamais  n,  ils  ne  peuvent  Aire  tons  dif- 
'liren^,  qu*en  reproduisant,  dans  un  certain  ordre,  la  s6rle  des 
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nombres  1,  2  ...n;  en  sorle  que  le  tertne  g6ii£ral  de  P  (ou  de  R, 
car  c*est  la  mfime  chose)  est 

ttif  Of.. .01.,  d^signant  les  nombres  entiers  1,  ^...tif  pris  dans 
un  certain  ordre. 

On  pourra  done,  en  intervertissant  convenablement  les  fac- 
teurSy  6crire  ce  terme  g6n6ral  de  la  mani&re  suivante : 

Pi>  Pi •••?«>  repr^sentant  aussi  les  nombres  1,  2...n,  Merits  dans 
un  certain  ordre. 

842.  Formation  de  R.  Gette  remarque  permet  de  former  tons 
les  termes  de  R ;  mais  il  reste  k  determiner  le  signe  qui  convienl 
k  cbacun  d*eux.  On  remarquera  pour  cela  que,  si  Ton  change 
dans  R  (359)  deux  indices  interieurs  Tun  dans  Tautre,  R  doit 
changer  de  signe.  Les  termes  positifs  doivent  done  se  transfor- 
mer en  ceux  qui  sont  acluellement  n^gatirs,  et  reciproquement. 
En  faisant  deux  changements  d'indices  de  suite,  les  termes  pri* 
mitivement  positifs  reprendront  le  signe  4-  (sans  que  pour  ceia 
cbacun  d*eux  reprcnne  sa  valeur) ;  et,  en  g^ndral,  un  nombre 
pair  de  permutations,  effcctu^es  sur  deux  indices,  changerail 
les  termes  positifs  entre  eux,  tandis  qu'un  nombre  impair  dc 
permutations  transformera  les  termes  positifs  en  termes  actuel- 
lement  n^gatifs,  et  r^ciproquement. 

Si  done  on  veut  savoir,  si  deux  termes  donnas  ont  le  mtme 
signe  ou  des  signcs  contraires,  il  sufGt  de  compter  le  nombre  de 
permutations  d*indices  infi6rieurs  n^cessaires  pour  passer  de 
Fun  k  Fautre :  si  ce  nombre  est  pair,  les  termes  ont  le  mime 
signe ;  s'il  est  impair,  leur  signe  est  different. 

D'apr^s  cela,  pour  former  tous  les  termes  de  R,  on  prendni 
le  premier  terme 

puis  on  cbangera  successivement  les  uns  dans  les  autres  les  in* 
dices  infi^rieursy  en  ne  faisant  qu'un  seu!  cbangement  k  la  fois, 
ct  changeant  chaque  fois  ie  signe  da  terme  obtenu. 
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Si,  par  cxemple,  n  =  3,  on  obliendra : 

expression  dans  laquelle  chaque  terme  s'obtient  du  pr£c6dcnt, 
en  changeant  son  signc,  apr^s  avoir  interverli  deux  indices  in- 
f^rieurs  de  la  letlre  a. 

559.  Formule  g^ndrale  qui  repr^scnta  la  yaleur  d'une  incoDnue  satis- 
faisant  "k  un  sysUme  de  n  Equations  &  n  inconnues. —  540.  Le  d^no- 
minateur  commun  change  de  sigoe,  lorsqu'on  permute  deux  iodices 
iDf^rieurs  Tun  avec  Pautre.  —  541.  Les  indices  superieurs  de  deux 
leltres  sont  toujours  in^gaux,  dans  un  mdme  lerxe.  —  342.  Forma- 
tion du  d^Dominateor  commun. 


Alg.  sp.  B.  2<i 


NOTE  11 


TnEORIE  D£8  FRACTIONS  GONTEVUES. 


D^FiinnoNs. 

345.  Quand  on  veut  ^valuer  approximativement  un  nombre 
Xf  la  representation  la  plus  simple,  mais  souvent  fort  insuffl- 
sanle,  consiste  k  le  r^duire  k  sa  partie  entifere. 

Lorsque  le  nombre  est  moindre  que  runit^,  un  tel  mode  de 
representation  est  non  -  seulement  insuffisant,  mais  devient 
absolument  dirisoire.  Dire  qu'un  nombre  est  nul  en  tUgligeant 
les  fractions^  c'esl  commettre  une  erreur  in/inie,  celle-ci  sc  mc- 
surant,  on  le  sait,  par  le  rapport  de  la  quantit6  n^gligde  k  la 
valeur  approchde  obtenue. 

Pour  ^valuer  un  nombre  y  plus  petit  que  I'unite,  on  peut 

considferer    la    valeur  inverse  -»  qui  est  plus  grande   que 

•f 

TunitS;  et  si  b  est  la  partie  enti^re  de  -,  la  valeur  approch^e 

,  1 

de  y  sera  -r. 

Oela  pose,  pour  evaluerrravec  une  exactitude  de  plus  en  plus 
grande,  on  posera 

I    1  I    I  I    1  I    1 

dif  ^sv«  ^n-i  ^^^^^  '<^s  plus  grands  nombres  entiers  contenus 
dans  a;,  a?A,...,  ar«^,  et  Ton  pourra  ecrire 

a?  =  a-| j- 

Cette  expression  se  nomme  une  fraction  continue;  elle  four- 
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nit  la  valeur  exacte  de  x.  Si  Ton  supprime  la  dernidre  fraction 

— y  tons  les  d^noininateurs  a^^  at,...,  Oi^^  £(ant  entiers,  on  aura 

des  yaleurs  d'autant  plus  approch^es  que  n  sera  plus  grand,  et 
dont  nous  allons  6tudier  la  loi. 

544.  Nous  d^montrerons  d'abord  que  la  fraction  continue  se 
termine,  et  que  le  d^nominateor  (r»  devient  n^cessaireroent 
entier  pour  une  valeur  convenable  de  n,  toutes  les  fois  que  x 
est  commensurable. 

p 

Soil  en  effet  x=—j  P  et  Pj  6tant  deux  nombres  enlicrs; 

pour  obtenir  a,  il  faut  diviser  P  par  P^,  et  Ton  aura 

P  =  P,a  +  P,. 
Pt  6tant  moindre  que  Pt,  on  en  dMuit 

l^-^  +  Fr 
par  consequent  a?i=  —■; 

p 

ai  est  la  paftie  enti^re  de  p^; 


Sou 

Pi= 

=  a.P,  +  P.. 

P»  6tant  moindre 

qne 

Pi,  on  en  d^duit 

P. 
P,= 

=:a.  +  Pi; 

par  consequent 

Xt= 

ot  est  la  partie  enliire  de  ^. 

On  Toit  clairement  que  a^,  a,,  dt,...  sont  les  quotients  succes- 
sifs  obtenns  en  faisant  sur  les  nombres  P  et  P|  Topiration  ordi- 
naire destin^e  k  donner  le  plus  grand  commun  diviseur.  On  sail 
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que  celte  operation  se  termine  toujours,  et  que  Tune  des  divisions 

p 
successives  se  fera  exactemenf.  r^  sera  repr6sent6  alors,  sans 

que  rien  soil  n6glig6,  par  une  fraction  continue. 

La  r6ciproque  esl  6vidente :  une  fraction  continue  composdc 
d*un  nombrc  limits  de  termes  pent  toujours  se  r^duire,  par  Ics 
calculs  arjlhm6liques  les  plus  simples,  k  une  fraction  ordinaire 
k  termes  entiers. 

348.  Gonsidirons  la  fraction  continue 


x^a-i —  ,    1         , 


•.+1. 


Les  valeurs  approchfies  successiTes  de  x,  que  Ton  nomme 
hs  riduUes,  sonl 

1  .1  -  ,  I 


«,     o  +  TT'     *■• r     *+  1 

'  o.  +  -r  «•  +  — 


On  les  oblient  en  arrfitant  successivement  les  fractions  avanf 
le  premier  d6nominateur  ou  quotient  imomplet  Oj,  ou  avanl  le 
second  (7„  le  troisiime  Oi,  etc.... 

Los  r6duites  sont  allernativement  plus  petites  et  plus  grandcs 

que  X. 

a,  en  effet,  est  6videmment  trop  petit,  puisque,  pour  le 
completer,  il  faut  lui  ajouter  une  fraction  positive. 

a  +  —  est  trop  grand,  car,  pour  le  completer,  ii  faudrail 
augmenter  le  d6nominateur  a^. 
a  •] ^ —  est  trop  pelit,  car,  pour  le  completer,  il  faudrail 

fliH — 

accrollre  a.,  diminucr  par  consequent  le  d£nommateur  «i + — 
et  augmenter  la  valeur  lolale  de  Texpression. 
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aJ^ est  trop  grand,  car,  pour  le  compl6lcr,  il 

Taudrail  augmenter  Osi  diminuer  par  consequent  at  -j — ,  nug- 
menter  par  Ih  le  d^nomlnateur  de  la  fraction 


Oi'\ 


,    1 


que  Ton  ajoute  k  at  el  diminuer  par  consequent  celte  frac- 
tion. 
Le  mfime  raisonnement  peut  se  continuer  indeflnimenL 

phoprietes  bes  reduites. 

540.  Le  calcul  success!  fdes  r6duites  est  tr^s-simple. 
IjSi  premiere  r^duite  est  a; 
La  seconde  r^duite  est 

a  +  i.  =  ?£i+l. 
a.  a^ 

La  troisi^me  r^duite  s'obtiendra  en  remplacaut,  dans  la  se* 
conde,  a^  par  ai  -| — ;  elle  est 

°('''  +  ^)  +  ^_(a^.-t-l)^.+a 

La  qoalri^me  riduite  s'obtiendraenremplacant,  dans  la  troi- 
siime,  Oi  par  atH — i  elle  est 


•tiuii  ^  *«  r*3cnrni^  isr 


? r,  — ?. 


It  '-CiU^i 


Pi 


U  rtgle  de  tormaUan  s'appliqoe  done  i  ^^  «t  cite  est  par 

947.  £ef  rAfiiftef  sofU  des  fraaitm  nriAKHbUs.  Soi«|  l^ 
^,  ^  Iroif  r^aites  eonsteaUfes,  on  a,  «  hoouhmiI  o.  ll 
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p 

'jot€ent  incompUt  qui  termine  la  fraction  representee  par  —, 

>n  en  d6duit 

On  a  aassi,  identiqnement, 


P,-,      P^  ^  P,-iQ,-«—  P,-iO,-, 

0-1         Q^-i  On-lU.., 

Les  numeratenrs  des  seconds  membres  son!  6gaux  ct  de  si^es 
contraires.  Par  consequent,  si  Ton  calcule  les  differences  de 
chaque  reduite  avec  la  precedente,  tons  les  numerateurs,  egaux 
en  valeur  absolue,  seront  altemativement  positifs  et  negatifs; 
niais  les  premieres  reduites  sont 


Pi_.       P,_gfl,  +  l 


et  Ton  a 


^^  Qi   Q.  a: 

he  numiratear  constant  est  done  I'unite,  el  Ton  a,  en  general, 

p 

Gette  equation  montre  que  la  reduite  j^  est  irreductible,  car 

si  P»  et  Q»  avaient  un  facteur  commun,  ce  facteur,  divisant  les 
deux  tennes  du  premier  membre  de  I'equation  [5],  devrait 
diviser  leur  difference  ±:  1 ,  ce  qui  est  impossible. 

548.  La  vale%tr  exaeU  de  la  fra$Uon  eontinui  at  eomprisB  enlre 
deux  riduites  cansicutives^  et  chaque  riduite  approche  plus  que  la 
pricidente. 
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Consid^rons  la  fraction 


•9 
P 

et  soit  ^  la  riduite  obtenue  quand  on  s'arrfite  au  quotient 

incomplet  a«;  soient  77^9  tt^  les  deux  ridtdtes  pr6c6dentes, 
on  a 

mais,  en  rempla(;ant  a,  par  I'expression  a,-] ,    1 

• 
• « 

dont  il  repr6sente  la  partie  enti^re  et  que  nous  nommons  Xn^ 

on  obiiendra  la  fraction  continue  exacte  x,  par  consequent 

Vn^,Xn  +  Vn^t 

Xn  £tant  un  nombre  compris  entre  Oneia^+l. 
Si  I'on  r£sout  cette  Equation  par  rapport  k  Xn,  on  en  d^duit 

(loti 

or.-'' 

Le  premier  membre  6lant  positif  et  plus  grand  que  Punit^, 
p  p 

^—rr^  et  7^ — x  sont  de  mfimes  signesi  et  la  seconde  diflfe- 
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rcnce  est  moindre  que  la  premiere.  Ge  qui  d^montrc  le  ih6o- 
r6me  6noDc6. 

549.  La  fraction  continue  itant  comprise  enlre  deux  r^duites 

p 
cons^xulives,  rerreurcommiseens'arrManl4uner6duile  pp,  est 

wn 

moindre,  6yidemment,  que  la  difference  entrc  cette  rMuite  et 
la  suivante,  Try: — ;  elle  est  plus  pelite,  a  fortiori,  que  TunitS 

divis£e  par  le  carr6  du  d^nominateur  de  la  rdduite,  r--|. 

530.  Aucune  fraction  k  termos  plus  petits  que  ceux  d'une 
r^duite  ne  pent  approcher  plus  qu'elle  de  la  valeur  exacte  de  la 

fraction  continue.  Soit  -r  une  fraction  plus  approch^e  que  la  r6- 

P  P 

duite  j^ ;  celte  fraction  ^videmment  est  comprise  entre  ^  el 

—^ ,  car  si  la  difference  r  — »  est  de  m6me  signe  que  rr  —  a?, 

a  .         P 

■T  est  compris  entre  -rp  et  «;  et  si  elle  est  de  signe  contraire, 

P  Pa 

77^  approchant  moins  de  x  que  j^^  il  faut  que-  soit  compris 

V«-4  Kin  p 

p 
outre  X  et  r^^.  La  difference 

esty  d^apr&s  cela,  plus  petite  en  valeur  absolue  que 

P,      P,^_   ±1 


mais  le  numerateur  de  [8]  est  au  moins  dgal  k  celui  de  [9],  puis- 
qu'il  est  entier;  le  denominateur  doit  done  6tre  plus  grand,  ct 
Ton  a 

P>Q-; 

on  peut  prouver  que  Ton  a  aussi 
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a  P  P    1     ft 

la  fraction  r  *tant  comprise  en  eflTel  cntrc  r^  et  j^ ,  -  est 
compris  enlre  ^  et  ^,  et  la  difference 


est  plus  petite  par  cons^qaent  en  valeur  absolue  que 

P,       Vn^~         l\P.-t  ~PJ'«-/ 

^n  en  diduil 

a  P 

Lcs  deux  termes  de  r  sont  done  plus  grands  que  ceux  de  ~^; 

On  aurait  pu  se  bomer  h  prouver  qae  le  d^norainatcur  p  est 

P    P    P  P 

plus  grand  que  Q»,  si  en  effel  ~,  tt-j  7^,  ... ,  7^...  sont  les  re- 

U»  Ui    i»         Vii 

'duiles  de  la  fraction 

x=sa'\ —  ,    1 

•    -L-L 


•1 


tt  p      p  n 

et  que  -r  soit  compris  entre  ~  ct  -—^  x  les  fractions  inverses  ~% 


i7--..  ir--  sorontles  rfedultes  de 


1  I 


^      a  +  i^l 


€t  la  fraction  ^  sera  comprise  entre  ^=*  et  ^  j  la  demonstration 
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ne  pouvait  done  nmnqner  de  se  faire  absolument  de  la  mfimu 
mani^re  pour  les  fractions  inverses. 

FRACTIONS  PfiAIODIQUES. 

351 .  Soil  la  fraction 

"•  +  «.  +  .  , 

"1 

•I 

dans  laquelle  les  fractions  int^grantes  se  reproduisent  p6riodi- 
qucment  sans  s*ari6ter  jamais.  On  a  ^videmment 

I.oi  «=»+f,+±  , 

^1+  •••T 


°^  +  Z' 

X 


p 

Soit  j^  la  rMuitc  obtenue  en  s'arrfitant  &  la  fin  de  la  premiftrc 

P  P 

pSrlode,  T^f  7p^  les  deux  r6duites  pr6c6denles,  on  a 

P,  _P,-,an+P>-,. 

mais,  pour  obtcnir  la  fraction  complete  x^  11  faut  ^videmment, 

P  1 

d'apr^s  [10],  changer  dans  77 ,  a,  en  a,  +  -  ;  on  a  done 

■a;  est  par  consequent  racine  de  I'^quation 

0-«*  +  (0-.— P.)a?— P..,=0: 
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et  comme  cette  Equation  n'a  qu'une  racine  positive,  il  ne  per.! 
y  avoir  d*anibigmt£. 

352.  La  valear  d'une  fraction  p^riodique  mixte  se  calculci.*! 
par  une  mithode  semblable. 
Soil 


'J 


dans  laquelle,  apr^s  n+ 1  fractions ,  qui  n'appartienueut  pas  a 
ia  p6riode»  commence  la  piriode  de  m  termcs.  Soit 

on  aura 

I     y 

p        p 

el  si  jf^,  ~  sont  les  deux  r£duites  obtenaes  en  s'arrdtant  aux 
fraciions et  — ,  on  aura 

y  6tant  connu  d'apris  le  paragraphe  pr£c£denU  ^lesera  £gale- 
mcnt.  Soit^  par  exemple, 
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en  posant 

on  aura 

Par  consiquenty 

y*— 2y— 1  =  0, 
y  =  l+V^2, 

rp=lH ===\/2. 

Les  riduites  successives  de  la  fraction  [11]  sont : 

3      7       17      41      99      239 
'    2'    V     12*     29'     70'    169*"' 

ct  chacune  de  ces  fractions  approche  de  v^  plus  qu'aucune 
autre  dont  les  termes  seraient  plus  simples.  L'erreur  commise 
en  adoptant  Tune  d'elles  est  moindre  que  Tunit^  divis^e  par 
le  produit  de  son  d£nominateur  par  cclui  de  la  fraction  sul- 
vantc. 


NOTE  III 

MCTnODE  D'ELIMINATION  DE  DFZOUT  ET  lyElTLER* 

3»3.    Soient  f{x)  =  Oj    F(a?)  =  0 

deux  Equations  algibriques,  la  premi&re  de  dcgr6  n,la  seconde 
de  degr6  m  6gal  ou  inKrieur  kn.  Pour  ^liminer a; entre les  dqua« 
tions,  il  suffit,  d'apr&s  une  remarque  faite  k  la  m6me  ^poque 
(1764)  par  Euler  et  par  Bezout,  de  les  combiner  entre  alles  par 
addition^  apr&s  les  avoir  respectivement  mullipli^es  par  deux 
polygones  u  et  v^  le  premier  de  degrS  m  —  1  et  le  second  de 
degr6n —  1,  en  choisissant,  bien  entendu^  les  coefficients  de 
ces  polynomes  de  mani^re  k  faire  disparatlre  du  r^sullat  toutes 
les  puissances  de  x.  Les  Equations  k  r6soudre  seront  (oujours 
du  premier  degrS,  et  Top^ration,  souvent  fort  longue,il  est  Trai, 
ne  pr6sentera  aucune  difficult^. 
Soient  par  exemple  les  Equations  : 

[2]  F(a?)  =  Air*+Ba?+C  =  0, 

nous  ^crirons : 
[3]  (Px  +  Q)ax)  +  {px^+qx  +  r)¥(x)  =  0, 

en  choisissant  p,  g,  r,  P,  Q,  de  mani^re  k  faire  disparattre  x 
de  r^quation  [3],  qui  sera  alors  le  r^suUat  de  r^liminalion  ou 
Equation  finale. 

Ges  coefficients  devront,  pour  cela,  satisfaire  aux  Equations 

aP  +  Ap=0 
bV  +  aQ+Bp  +  Aq  =  0 
[4]  {  cP  +  fcQ+Gp  +  Bg  +  Ar=0 

dP+  cQ+Cg+Br  =  0 
dQ  +  Cr  =  0. 

Quatre  quelconques  de  ces  Equations  d^terminent  les  rap- 
ports des  coefficients  p,  9,  r,  P,  Q;  le  cinquiime  doit  dtre  une 
consequence  des  quatre  autres.  Puisque  quatre  des  equations 
[4]  ^tant  satisfaites,  T^quation  [3J  se  r6duit  pr6cis6ment  k  la 
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cinqQifeme,  le  systime  [4]  doit  admeftre  une  solution  autre 
que  p  =  0,  ^f  =  0,  r  =  0,  P= 0,  Q  =  0,  el  pour  cela  il  faut 
que  le  d^nominateur  commun,  ou  determinant  correspondant, 
soitnul;  I'^quation  finale  est  done 

a  0  A  0         0 

6  a  B  A        0 

e  b  G  B        k  \  =0, 

d  c  0  G        B 

0  d  0  0  '     C 

le  carr6  indiquant  le  d^nominateur  du  syslfeme  des  cinq  £qua* 
lions  du  premier  degr6  dans  lesquelles  les  cinq  lignes  horizon- 
tales  reprf senlenl  les  coefficients  des  inconnues  P,  0,  p,  q^  r. 

5tt4.  La  mdthode  pr^c^dente,  si  facile  et  si  ^ligante  qu'elle  soil 
en-  thtorie,  entratne  dans  les  applications  de  tr^s-grandes  lon- 
gueurs. Si  Ton  vcut  par  eicemple  Tappliquer  h  deux  Equations 
de  quatri^me  degrd,  le  determinant  qu'il  faudra  former  sera  le 
deuominateur  commun  resultant  de  huit  Equations  k  buit  in- 
connues; il  se  compose  de  40  320  termes!  Beaucoup  d'entreeux 
sontyil  est  vrai,  ^gaux  &  z^ro;  mais  la  recherche  des  autres  et  de 
leur  signe  seralt  une  operation  longue  et  p^nible,  sinou  diffi* 
cile.  II  est  beaucoup  plus  aise  d*eiiminer  successivement  les 
puissances  de  x  sans  en  introduire  de  degr6  plus  eiev6  quo 
celles  qui  figurent  dans  les  Equations  propos^es.  Soient  deux 
Equations : 

-         I  a^*+to*-*-H«i?"^*+«.»  +  ^a?  + A  =  0 
••  ^         {  Aa^+Ba?'-*+Ca?"-» +  Hir  +  K=0, 

on  commencera  par  leur  substituer  deux  equations  dc  degre 
yi — 1,  que  Ton  obtient  en  eiiminant  entre  elles  successivement 
la  puissance  a^  et  le  terme  independant  de  x ;  on  supprime  dans 
le  second  cas  le  facteur  x,  qui  devlent  commun  k  tons  les  ter- 
mes, et  Ton  obtient  les  deux  equations  suivantes : 

(  (A6  — aB)a?*-*  +  (Ac  — flC)a;»->+...-f-AA— flK  =  0 
L*J  }  (Aft— flK)x*-*  +(B&  — 6K)ir»-»+...  +  flft— /iK  =  0. 

La  meme  methode  appliquee  &  ce  systeme  [2]  le  remplacera 
par  deux  equations  dedegre  n — 2 ;  et  en  continuant  de  la  sorle, 
on  obtiendra  une  seule  equation  de  degre  zero,  resullat  de 
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I'lilimination  entre  les  deux  Equations  du  premier  degrc  qui 
formeront  le  n«  systfcme.  Celte  Equation  est  I'equatioTi  finale. 

Si  Ics  deux  Equations  propos^es  ne  sont  pas  de  mime  degr6, 
la  m^thode  doit  ilre  ligirement  modifiie;  mais  cette  circon- 
stance,  on  le  comprend,  ne  peut  que  la  simplifier.  Solent  par 
exemple  deux  Equations,  Tune  de  quatriimey  I'autre  de  second 
degrt : 

[I]  a3^  +  ba^  +  cx^  +  dx+e  =  0^ 

[?.]  Aa;«  +  Bx  +  G  =  0; 

on  fera  disparatlre  d'abord  Ics  termes  Indipcndanls  de  a?,  en 
relranchant  I'^qualion  [l]mullipli6e  par  C,  de  [2]  mullipli6e  par 
e;  et  en  supprimant  dans  le  rcsuKat  Ic  facteuro;,  on  aura  une 
Equation  de  trolsi^me  degr^,  qui,  combinie  de  la  mdme  ma- 
ni^re  avec  [2],  donnera  une  Equation  de  second  degr^,  et  l*on 
appliquera  aux  deux  equations  de  second  dcgr6  la  niilhodc 
g^nirale  indiqu^e  pricidemment. 

535.  On  a  enfin  propos6  une  troisidme  m6lhode,qui,comine 
les  deux  aulres,  riduit  toutes  les  Equations  au  premier  dcgie 
en  y  consid^rant  les  puissances  diverses  de  la  leltre  h  iliminer    ^ 
comme  aulant  d'inconnues  distinctes.  Nous  nommons  celte  mi-    1 
thode,  d'apr6s  Gauchy,  melhode  abrigie  de  BezouU 

Solent  toujours       f{x)  =  0,      ¥{x)  =  0 

deux  Equations  algibriques,  la  premiere  de  degri  n,  la  seconde 
de  dcgri  6gal  ou  inKrieur  h  n;  posons  : 

les  coefficients  d6sign6s  par  6„  b^,...,  6„  pouvanl  fitre,  en  partie, 
igaux  h ziro. 

Pour  61iminer  x*  entre  les  Equations  [1],  6crivons-les  sous  la 
forme 

b^x*+b^x'^'+.,.+b^==—{b^iX''^'  +  b,^^(xf*^+...+  b^,x+^^ 

c  disignantle  nombre  n  ou  Tun  quelconque  des  nombres  inf<^- 
rieurs,  en  les  divisant  membre  a  membre,  et  supprimant  le  fac- 
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teur  a:*>  commun  aux  deux  termes  du  premier  membre,  on 
aura 

ct,  en  chassant  les  d6nominateurs,  on  obtiendra  unc  Equation 
de  degre  n  — 1  en  a?.  Mais  celte  6qualion  pent  6videmment 
prendre  n  formes  diff6rcnles,  suivant  la  valeur  allribu6e  au 
nombre  c,  et  qui  peut  Atrc,  nous  Tavons  dit,  Tun  quelconque 
des  nombres  non  supdrieurs  &  n;  nous  aurons  done  un  sys- 
t^me  de  n  Equations  distinctesy  de  la  forme 

Aon-i'^*'*"*+Ai;— ,aj»-*+...+A,-i„H^a;+An-i,n-i=0, 

dont  la  premi6re  et  la  derni^re  sont  pr6cisement  celles  quo 
Ton  emploie  dans  la  m^thode  pr6c6dente. 

Pour  61iminer  re,  il  suffira,  dans  le  syslfeme  [2],  de  consid^rer 
rr,  x^,,..,  x'^-^  comme  autant  d*inconnues  dislinctes,  en  expri- 
mant  que  loutes  ces  Equations  sont  compatibles. 

On  peut  remarqucr  qu'en  mullipliant  les  dcrniers  termes 
Ai,-i,o,  A„-i,i,...,  An«,  n-i  par  une  mfime  inconnue  nouvelle  u, 
on  formera  un  sysl^me  de  n  Equations  h  n  inconnues  a?,  a?',..., 
a?*~*,  u,  dont  on  apergoit  immfidialement  la  solution  a;  =  0, 
a;*  ==  0,...,  u=  0,  et  comme  elle  ne  peut  convenir,  qu'il  doit 
en  exister  une  autre  au  moins  pour  laquelle  u=\^  le  deter- 
minant du  syst^me  des  coefficients  doit  £tre  nul»  et  T^quaUon 
finale  est 

Aj.0  Ai  0  ^t)0       •   •    -An—jiQ  I 

^0  1  Aiji         Afl^i       ...    An-l.l  I   f\ 

r  —  "> 

risultat  beaucoup  plus  simple  que  celui  obtenu  [2iS4],  puisque 
le  determinant  k  former  ne  contient  que  n  colonncs  de  n  quan- 
tit^Sy  tandis  que  Taulre,  dans  le  mftme  cas,  aurait  contenu  2fi 
colonnes.  Or,  le  determinant  de  quatre  equations  k  quatre 
inconnues  contient  24  termes,  celui  de  huit  equations  k  huit 
inconnues  en  contient  40  320. 

Alo.  sp   B.  25 
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N.  B.  Les  *  places  k  la  suite  da  chiffre  5  iodiqaeot,  qa'eo  ealcalant  k  Iroia  d^doales, 
on  doit  augmeoter  to  chiffre  qoi  pr^cMe. 
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